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ABSTRAK

ANDI TENRI AJENG NUR. Prinsip Ketidakpastian Heisenberg pada Distribusi
Fraksional Wigner-Ville Coupled (dibimbing oleh Mawardi Bahri, Amran Rahim).

Distribusi fraksional Wigner-Ville coupled adalah versi yang lebih umum dari distri-
busi fraksional Wigner-Ville. Sifat-sifat utama termasuk keterbatasan, formula Moyal
dan formula invers diuraikan secara rinci pada transformasi ini. Selain itu, hubungan
distribusi fraksional Wigner-Ville coupled dengan transformasi Fourier dua dimensi
dipelajari. Penulis juga menyajikan hubungan antara distribusi fraksional Wigner-
Ville coupled dengan distribusi Wigner-Ville coupled. Dalam tugas akhir ini, penulis
menunjukkan bagaimana sifat-sifat dan relasi memungkinkan penulis memperoleh
prinsip ketidakpastian yang terkait dengan distribusi fraksional Wigner-Ville coupled.
Kata Kunci: transformasi Fourier fraksional coupled, prinsip ketidakpastian, transfor-
masi Fourier fraksional.
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ABSTRACT

ANDI TENRI AJENG NUR. Heisenberg’s Uncertainty Principls for Coupled Frac-
tional Wigner-Ville Distribution (Supervised by Mawardi Bahri, Amran Rahim).

The coupled fractional Wigner-Ville distribution is a more general version of the frac-
tional Wigner-Ville distribution. Main properties including boundedness, Moyal’s for-
mula and inversion formula are studied in detail for the transformation. Additionally,
relation of the coupled fractional Wigner-Ville distribution with the two-dimensional
Fourier transform is studied. We also present the relationship between the coupled
fractional Wigner-Ville distribution with the two-dimensional Wigner-Ville distribution.
We show how the properties and relations allow us to derive several versions of the
uncertainty inequalities related to the coupled fractional Wigner-Ville distribution.
Keywords: coupled fractional Fourier transform, uncertainty principle, fractional Fourier
transform.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Matematika adalah salah satu disiplin ilmu yang memberikan bekal konsep ber-

pikir sistematis dan logis. Namun, banyak orang mengaitkan matematika dengan

sekadar perhitungan dan pemecahan soal belaka. Mereka cenderung memperse-

psikan matematika sebagai kumpulan definisi, teorema, dan rumus. Namun, tak

dapat disangkal bahwa untuk mengasah kemampuan berpikir sistematis dan logis,

diperlukan latihan intensif dalam menyelesaikan berbagai masalah. Hal itulah yang

menjadi landasan utama bagi para peneliti dalam merumuskan dan menemukan so-

lusi untuk beragam tantangan di bidang sains dan teknologi [Wiriani W.T., 2021]. Di

antara beragam cabang matematika, analisis Fourier adalah salah satu yang me-

miliki potensi besar bagi para peneliti untuk memahami dan menangani fenomena

kompleks yang seringkali dihadapi dalam penelitian ilmiah.

Joseph Fourier (1768-1830) adalah seorang ilmuwan asal Perancis yang meng-

gabungkan matematika dan fisika, dan memperkenalkan konsep transformasi Fou-

rier. Ia membangun dasar Transformasi Fourier dari deret Fourier kompleks, yang

melibatkan fungsi periodik dengan periode yang mendekati tak terhingga. Trans-

formasi Fourier (TF) adalah alat penting yang dapat digunakan untuk mengonversi

sinyal dari domain waktu ke domain frekuensi. Setelah diolah di domain frekuensi,

sinyal dapat dengan mudah dikembalikan ke domain waktu semula. Seiring berjalan-

nya waktu, transformasi Fourier telah mengalami kemajuan pesat dan diterapkan luas

dalam berbagai bidang, termasuk elektronika, fisika materi padat, mekanika struktu-

ral, gelombang mekanik, dan mekanika kuantum [Nur A. T. A., 2022].

Seiring evolusi teori dan aplikasi transformasi Fourier dalam analisis sinyal, ter-

nyata para ahli di bidang ini menyadari bahwa transformasi Fourier belum sepenuh-

nya memenuhi tuntutan analisis sinyal [Guanlei Xu. et al., 2008]. Kemudian, Namias

V. [1980] mengembangkan transformasi Fourier menjadi transformasi Fourier fraksio-

nal. Transformasi Fourier fraksional adalah pengembangan umum dari transformasi

Fourier, di mana sifat-sifat dasarnya masih merujuk pada sifat-sifat dasar transfor-
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masi Fourier. Penelitian matematis tentang transformasi Fourier fraksional kemudian

diperdalam oleh Guanlei Xu. et al. [2009] dan Sharma V. D. [2013]. Teori transformasi

Fourier fraksional kemudian diimplementasikan untuk mengatasi tantangan analisis

sinyal yang semakin kompleks dan beragam.

Salah satu aplikasi penting dari transformasi Fourier Fraksional adalah pada dis-

tribusi fraksional Wigner-Ville [Zayed A., 2019]. Distribusi Wigner-Ville adalah metode

analisis sinyal yang memberikan representasi dua dimensi dari sinyal dalam domain

waktu-frekuensi. Distribusi Wigner-Ville dapat memvisualisasikan bagaimana kom-

ponen frekuensi dari sinyal berkembang seiring dengan waktu. Metode ini pertama

kali diperkenalkan oleh E. P. Wigner dan J. Ville pada tahun 1940-an. Distribusi ini

menjadi instrumen krusial dalam analisis sinyal, memberikan perspektif yang menda-

lam mengenai komposisi frekuensi dan aspek temporal dari sinyal yang tidak bersifat

stasioner. Namun, dengan memasukkan elemen fraksional dapat meningkatkan ting-

kat resolusi dan memperoleh wawasan yang lebih mendalam tentang karakteristik

yang kompleks dari sinyal tersebut [Bastiaans M. J., 1997].

Beberapa tahun terakhir ini telah banyak penelitian yang diusulkan tentang ge-

neralisasi dari distribusi Wigner Ville. Ini menunjukkan bahwa distribusi Wigner-Ville

ini mengalami perkembangan yang sangat pesat. Dalam penelitiannya, Li Y. et al.

[2014] telah membangun prinsip ketidakpastian pada distribusi Wigner-Ville. Bai R. et

al. [2012] dan Song Y. et al. [2014] dalam penelitiannya menyajikan distribusi Wigner-

Ville yang terkait dengan transformasi kanonik linier.

Di sisi lain, Teali A. A. et al. [2023] dalam penelitiannya menyajikan perluasan

dari distribusi Wigner-Ville ke distribusi fraksional Wigner-Ville yang kemudian dise-

but sebagai distribusi fraksional Wigner-Ville coupled. Sifat-sifat dari transformasi

tersebut juga diselidiki. Namun dalam penelitian-penelitian tersebut belum ada yang

mengkaji mengenai prinsip ketidakpastian terkait dengan transformasi umum ini.

Berdasarkan uraian di atas, maka dalam penelitian ini akan dikaji lebih lanjut ten-

tang distribusi fraksional Wigner-Ville coupled, dalam hal ini akan dibangun prinsip

ketidakpastian yang terkait dengan distribusi fraksional Wigner-Ville coupled dengan

menggunakan relasi antara distribusi fraksional Wigner-Ville coupled dengan trans-

formasi Fourier dan dibuktikan beberapa sifat pada distribusi fraksional Wigner-Ville

coupled.
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1.2. Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian yang telah diberikan sebelumnya, diperoleh rumusan masa-

lah yaitu sebagai berikut.

1. Bagaimana membuktikan relasi antara transformasi Fourier dengan distribusi

fraksional Wigner-Ville coupled?

2. Bagaimana membuktikan beberapa sifat pada distribusi fraksional Wigner-Ville

coupled?

3. Bagaimana membuktikan prinsip ketidakpastian Heisenberg pada distribusi frak-

sional Wigner-Ville coupled dengan menggunakan relasi antara transformasi

Fourier dengan distribusi fraksional Wigner-Ville coupled?

1.3. Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diberikan sebelumnya, maka tujuan

dari penelitian ini yaitu sebagai berikut.

1. Menentukan relasi antara transformasi Fourier dengan distribusi fraksional Wigner-

Ville coupled.

2. Membuktikan sifat-sifat pada distribusi fraksional Wigner-Ville coupled.

3. Membuktikan prinsip ketidakpastian Heisenberg pada distribusi fraksional Wigner-

Ville coupled dengan menggunakan relasi antara transformasi Fourier dengan

distribusi fraksional Wigner-Ville coupled.

1.4. Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian pada tugas akhir ini yaitu diharapkan dapat mem-

berikan pengetahuan baru sekaligus literatur tambahan bagi penulis dan pembaca

dalam kajian transformasi Fourier, khususnya pada prinsip ketidakpastian distribusi

fraksional Wigner-Ville coupled.
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1.5. Batasan Masalah

Batasan masalah pada penelitian ini dibatasi pada ruang L2(R2). Adapun prin-

sip ketidakpastian yang akan dikaji adalah prinsip ketidakpastian Heisenberg pada

distribusi fraksional Wigner-Ville coupled.

1.6. Sistematika Penulisan Tesis

Sistematika penulisan tesis ini adalah sebagai berikut:

BAB I PENDAHULUAN

Bab ini berisi latar belakang masalah, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan

penelitian, dan sistematika penulisan.

BAB II TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini berisi konsep dasar dan penelitian relevan yang terkait dengan prinsip ketida-

kpastian Heisenberg pada distribusi fraksional Wigner-Ville coupled.

BAB III METODOLOGI PENELITIAN

Bab ini berisi metodologi penelitian yang digunakan dalam penelitian ini, meliputi: je-

nis penelitian, waktu dan tempat penelitian, prosedur atau tahapan penelitian, dan

diagram alur penelitian.

BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini berisi hasil-hasil dari kajian yang telah dilakukan, dan pembahasannya.

BAB V KESIMPULAN

Bab ini berisi kesimpulan dan saran berdasarkan hasil bab-bab sebelumnya.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diuraikan beberapa definisi, teorema, dan istilah yang digunakan

sebagai teori pendukung dalam penyelesaian tugas akhir ini. Sebelum membahas

tentang prinsip ketidakpastian pada distribusi fraksional Wigner-Ville coupled, terle-

bih dahulu dibahas tentang ruang lebesgue, transformasi Fourier dan sifat-sifatnya,

transformasi Fourier fraksional dan sifat-sifatnya, transformasi Fourier fraksional co-

upled, dan distribusi fraksional Wigner-Ville coupled.

2.1. Ruang Lebesgue

Pada subbab ini, didefinisikan ruang Lr(R) dan Lr(R2) dengan 1 ≤ r < ∞.

2.1.1. Ruang Lebesgue Lr(R)

Ruang Lebesgue Lr(R) dapat didefinisikan sebagai suatu ruang dari fungsi ter-

ukur dengan pangkat r dari nilai mutlaknya dapat diintegralkan.

Definisi 2.1.1 (Ruang Lr(R)) Misalkan f : R → R adalah fungsi terukur bernilai real.

Koleksi kelas fungsi dari fungsi-fungsi terukur yang terintegralkan r pada R dengan

1 ≤ r < ∞ didefinisikan sebagai

Lr(R) =
{
f :

∫
R
|f(τ)|rdτ < ∞

}
, (2.1)

[Peetre J., 1969].

Adapun norma dari f dalam Lr(R) didefinisikan dengan

∥f∥r =

(∫
R
|f(τ)|rdτ

) 1
r

, 1 ≤ r < ∞. (2.2)

Definisi 2.1.2 (Ruang Lr(R2)) Misalkan f : R2 → R adalah fungsi terukur bernilai

real. Koleksi kelas fungsi dari fungsi-fungsi terukur yang terintegralkan r pada R2

dengan 1 ≤ r < ∞ didefinisikan sebagai

Lr(R2) =

{
f :

∫
R2

|f(τ )|rdτ < ∞
}
, (2.3)

[Peetre J., 1969].
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Adapun norma dari f dalam Lr(R2) didefinisikan dengan

∥f∥r =

(∫
R2

|f(τ )|rdτ
) 1

r

, 1 ≤ r < ∞. (2.4)

2.1.2. Ruang Lebesgue L1(R)

Ruang Lebesgue L1(R) dapat didefinisikan sebagai suatu ruang dari fungsi ter-

ukur dengan pangkat 1 dari nilai mutlaknya dapat diintegralkan.

Definisi 2.1.3 (Ruang L1(R)) Misalkan f adalah fungsi yang terintegralkan pada R,

maka ruang L1(R), didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi f yang terintegralk-

an mutlak pada R, yaitu

L1(R) =
{
f :

∫
R
|f(τ)|dτ < ∞

}
, (2.5)

[Gunawan H, 2017].

Ruang L1(R) dilengkapi dengan norma yang dirumuskan

∥f∥1 =

∫
R
|f(τ)|dτ. (2.6)

Contoh 1. Misalkan

f(τ) =

 1− |τ |, |τ | ≤ 1

0, |τ | > 1,
(2.7)

dengan τ ∈ R, dapat ditunjukkan bahwa fungsi f(τ) termasuk dalam ruang fungsi

L1(R) dengan cara menunjukkan bahwa hasil integralnya konvergen.

Solusi 1. Berdasarkan definisi ruang L1(R) pada persamaan (2.5), diperoleh

∫
R
|f(τ)|dτ =

∫ −1

−∞
0dτ +

∫ 1

−1

|1− |τ ||dτ +

∫ ∞

1

0dτ

=

∫ 1

−1

1− |τ |dτ

=

∫ 0

−1

(1 + τ)dτ +

∫ 1

0

(1− τ)dτ

=
[τ2
2

+ τ
]0
−1

+
[
τ − τ2

2

]1
0

=
1

2
+

1

2

= 1.
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Jadi, f ∈ L1(R).

Definisi 2.1.4 (Ruang L1(R2)) Misalkan f adalah fungsi yang terintegralkan pada

R2, maka ruang L1(R2), didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi f yang terin-

tegralkan mutlak pada R2, yaitu

L1(R2) =

{
f :

∫
R2

|f(τ )|dτ < ∞
}
, (2.8)

dimana τ = (τ1, τ2), dτ = dτ1dτ2

[Rusdin et al., 2013].

Ruang L1(R2) dilengkapi dengan norma yang dirumuskan

∥f∥1 =

∫
R2

|f(τ )|dτ . (2.9)

Contoh 2. Misalkan

f(τ ) =

 1− |τ |2, τ1, τ2 ∈ [−1, 1]

0, τ1, τ2 ∈ (−∞,−1] ∪ [1,∞),
(2.10)

dengan τ ∈ R2, dapat ditunjukkan bahwa fungsi f(τ ) termasuk dalam ruang fungsi

L1(R2) dengan cara menunjukkan bahwa hasil integralnya konvergen.

Solusi 2. Berdasarkan definisi ruang L1(R2) pada persamaan (2.8), diperoleh

Kasus 1:∫
R2

|f(τ )|dτ =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∣∣1− τ21 − τ22
∣∣ dτ

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

1− τ21 − τ22 dτ1dτ2

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

1dτ1dτ2 −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

τ21 dτ1dτ2 −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

τ22 dτ1dτ2

=

∫ 1

−1

2dτ2 −
∫ 1

−1

2

3
dτ2 −

∫ 1

−1

2τ22 dτ2

=4− 4

3
− 4

3

=
4

3
.
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Kasus 2:∫
R2

|f(τ )|dτ =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∣∣1− τ21 − τ22
∣∣ dτ

=−
(∫ 1

−1

∫ 1

−1

1− τ21 − τ22 dτ1dτ2

)
=−

(∫ 1

−1

∫ 1

−1

1dτ1dτ2 −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

τ21 dτ1dτ2 −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

τ22 dτ1dτ2

)
=−

(∫ 1

−1

2dτ2 −
∫ 1

−1

2

3
dτ2 −

∫ 1

−1

2τ22 dτ2

)
=−

(
4− 4

3
− 4

3

)
=− 4

3
.

Jadi, f ∈ L1(R2).

2.1.3. Ruang Lebesgue L2(R)

Definisi 2.1.5 (Ruang L2(R)) Misalkan f adalah fungsi yang terintegralkan pada R,

maka ruang L2(R), didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi f yang terintegralk-

an mutlak pada R, yaitu

L2(R) =
{
f :

∫
R
|f(τ)|2dτ < ∞

}
, (2.11)

[Gunawan H, 2017].

Ruang L2(R) dilengkapi dengan norma yang dirumuskan

∥f∥2 =

(∫
R
|f(τ)|2dτ

) 1
2

. (2.12)

Contoh 3. Misalkan

f(τ) =

 1− |τ |, |τ | ≤ 1

0, |τ | > 1,
(2.13)

dengan τ ∈ R, dapat ditunjukkan bahwa fungsi f(τ) termasuk dalam ruang fungsi

L2(R) dengan cara menunjukkan bahwa hasil integralnya konvergen.
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Solusi 3. Berdasarkan definisi ruang L2(R) pada persamaan (2.11), diperoleh∫
R
|f(τ)|2dτ =

∫ −1

−∞
0dτ +

∫ 1

−1

|1− |τ ||2dτ +

∫ ∞

1

0dτ

=

∫ 1

−1

(1− |τ |)2dτ

=

∫ 0

−1

(1 + τ)2dτ +

∫ 1

0

(1− τ)2dτ

=
[
τ + τ2 +

1

3
τ3
]0
−1

[
τ − τ2 +

1

3
τ3
]1
0

=
1

3
+

1

3

=
2

3
.

Jadi, f ∈ L2(R).

Definisi 2.1.6 (Ruang L2(R2)) Misalkan f adalah fungsi yang terintegralkan pada

R2, maka ruang L2(R2), didefinisikan sebagai himpunan semua fungsi f yang terin-

tegralkan mutlak pada R2, yaitu

L2(R2) =

{
f :

∫
R2

|f(τ )|2dτ < ∞
}
, (2.14)

[Rusdin et al., 2013].

Ruang L2(R2) dilengkapi dengan norma yang dirumuskan

∥f∥2 =

(∫
R2

|f(τ )|2dτ
) 1

2

. (2.15)

Jika L2(R2) dilengkapi dengan inner product ⟨f, g⟩ dengan aturan jika f, g ∈ L2(R2)

didefinisikan

⟨f, g⟩L2(R2) =

∫
R2

f(τ )f(τ )dτ . (2.16)

Untuk f = g, diperoleh

∥f∥2L2(R2) =

∫
R2

|f(τ )|2dτ . (2.17)

Sebagai konsekuensi dari hasil kali dalam pada persamaan (2.16), diperoleh ketak-

samaan Cauchy-Schwarz∣∣∣ ∫
R2

f(τ )g(τ )
∣∣∣2 ≤

∫
R2

|f(τ )|2dτ
∫
R2

|g(τ )|2dτ , ∀f, g ∈ L2(R2), (2.18)
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[Steele J. M., 2004].

Contoh 4. Misalkan

f(τ ) =

 1− |τ |2, τ1, τ2 ∈ [−1, 1]

0, τ1, τ2 ∈ (−∞,−1] ∪ [1,∞),
(2.19)

dengan τ ∈ R2, dapat ditunjukkan bahwa fungsi f(τ ) termasuk dalam ruang fungsi

L2(R2) dengan cara menunjukkan bahwa hasil integralnya konvergen.

Solusi 4. Berdasarkan definisi ruang L2(R2) pada persamaan (2.14), diperoleh∫
R2

|f(τ )|2dτ =

∫
R2

∣∣1− τ21 − τ22
∣∣2 dτ

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(1− τ21 − τ22 )
2dτ1dτ2

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

1 + τ41 + τ42 − 2τ21 − 2τ22 + 2τ21 τ
2
2 dτ1dτ2

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

1dτ1dτ2 +

∫ 1

−1

∫ 1

−1

τ41 dτ1dτ2 +

∫ 1

−1

∫ 1

−1

τ42 dτ1dτ2

−
∫ 1

−1

∫ 1

−1

2τ21 dτ1dτ2 −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

2τ22 dτ1dτ2 +

∫ 1

−1

∫ 1

−1

2τ21 τ
2
2 dτ1dτ2

=

∫ 1

−1

2dτ2 +

∫ 1

−1

2

5
dτ2 +

∫ 1

−1

2τ42 dτ2 −
∫ 1

−1

4

3
dτ2 −

∫ 1

−1

4τ22 dτ2

+

∫ 1

−1

4

3
τ22 dτ2

=4 +
4

5
+

4

5
− 8

3
− 8

3
+

8

9

=
52

45
.

Jadi, f ∈ L2(R2).

2.2. Transformasi Fourier

Transformasi Fourier adalah transformasi matematis yang mengubah suatu fung-

si atau sinyal dalam domain waktu menjadi representasi dalam domain frekuen-

si. Transformasi ini memiliki berbagai aplikasi luas, termasuk dalam analisis sinyal,

kompresi data, pengolahan citra, teori gelombang, dan berbagai bidang ilmu terapan

lainnya.

Definisi 2.2.1 (Transformasi Fourier) Misalkan diberikan fungsi f ∈ L1(R) terdefinisi
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pada R, transformasi Fourier dari fungsi f dinotasikan F{f}(η) dan didefinisikan oleh

F{f}(η) =
∫
R
f(τ)e−iητdτ. (2.20)

Dalam hal ini, i2 = −1 merupakan satuan imajiner dan faktor perkalian dari fung-

si eksponensial e−iητ disebut kernel dari transformasi Fourier. Dengan menggunakan

rumus Euler

eiητ = cos ητ + i sin ητ, (2.21)

maka persamaan (2.20) dapat ditulis kembali menjadi

F{f}(η) =
∫
R
f(τ)(cos ητ − i sin ητ)dτ

=

∫
R
f(τ) cos ητdτ − i

∫
R
f(τ) sin ητdτ. (2.22)

Dengan menggunakan fakta bahwa L1(R) ∩ L2(R) berada di L2(R) sehingga trans-

formasi Fourier dapat diperluas ke L2(R).

Contoh 5. Misalkan

f(τ) =

 1− |τ |, |τ | ≤ 1

0, |τ | > 1,
(2.23)

dengan f(τ) ∈ L1(R) (lihat Gambar 2.1). Tunjukkan transformasi Fourier dari fungsi

tersebut.

Solusi 5. Dengan menggunakan definisi transformasi Fourier pada persamaan (2.20)

diperoleh

F{f}(η) =
∫
R
f(τ)e−iητdτ

=

∫ −1

−∞
0dτ +

∫ 1

−1

(1− |τ |)e−iητdτ +

∫ ∞

1

0dτ

=

∫ 1

−1

(1− |τ |)e−iητdτ

Gunakan rumus Euler pada persamaan (2.21) diperoleh

F{f}(η) =
∫ 1

−1

(1− |τ |)(cos ητ − i sin ητ)dτ

=

∫ 1

−1

(1− |τ |) cos ητdτ − i

∫ 1

−1

(1− |τ |) sin ητdτ. (2.24)
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Diketahui bahwa fungsi cos merupakan fungsi genap, sehingga dengan mengguna-

kan teorema fungsi genap ∫ a

−a

f(τ)dτ = 2

∫ a

0

f(τ)dτ,

diperoleh ∫ 1

−1

(1− |τ |) cos ητdτ = 2

∫ 1

0

(1− τ) cos ητdτ. (2.25)

Diketahui bahwa fungsi sin merupakan fungsi ganjil, sehingga dengan menggunakan

teorema fungsi ganjil ∫ a

−a

f(τ)dτ = 0,

diperoleh ∫ 1

−1

(1− |τ |) sin ητdτ = 0. (2.26)

Substitusi persamaan (2.25) dan (2.26) ke persamaan (2.24), diperoleh

F{f}(η) =2

∫ 1

0

(1− τ) cos ητdτ

=2
(∫ 1

0

cos ητdτ −
∫ 1

0

τ cos ητdτ
)

=2
( sin η

η
− η sin η + cos η − 1

η2

)
=2
(η sin η − η sin η − cos η + 1

η2

)
=2
(− cos η + 1

η2

)
=
−2 cos η + 2

η2

=
2(1− cos η)

η2

=
4 sin2(η2 )

η2
.

Jadi, transformasi Fourier dari fungsi f(τ) yaitu 4 sin2( η
2 )

η2 , seperti yang ditunjukkan

pada Gambar 2.2.

Definisi 2.2.2 (Transformasi Fourier 2-Dimensi) Misalkan diberikan fungsi f ∈ L1(R2)

terdefinisi pada R2, transformasi Fourier dari fungsi f dinotasikan F{f}(η) dan didefi-

nisikan oleh

F{f}(η) =
∫
R2

f(τ )e−iητdτ , (2.27)

[Zayed A. I., 1996].
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Gambar 2.1 Grafik fungsi dari Contoh 5.

Gambar 2.2 Grafik transformasi Fourier dari Contoh 5.

Contoh 6. Misalkan

f(τ ) =

 1− |τ |2, τ1, τ2 ∈ [−1, 1]

0, τ1, τ2 ∈ (−∞,−1] ∪ [1,∞),
(2.28)

dengan f(τ ) ∈ L1(R2) (lihat Gambar 2.3). Tunjukkan transformasi Fourier 2-Dimensi

dari fungsi tersebut.

Solusi 6. Dengan menggunakan definisi Transformasi Fourier 2-Dimensi pada per-
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samaan (2.27) diperoleh

F{f}(η) =
∫
R2

f(τ )e−iητdτ

=

∫
R2

f(τ )e−iη1τ1e−jη2τ2dτ1dτ2

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(1− τ21 − τ22 )e
−iη1τ1e−jη2τ2dτ1dτ2

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

e−iη1τ1e−jη2τ2dτ1dτ2 −
∫ 1

−1

∫ 1

−1

τ21 e
−iη1τ1e−jη2τ2dτ1dτ2

−
∫ 1

−1

∫ 1

−1

τ22 e
−iη1τ1e−jη2τ2dτ1dτ2

=

∫ 1

−1

e−iη1τ1dτ1

∫ 1

−1

e−jη2τ2dτ2 −
∫ 1

−1

τ21 e
−iη1τ1dτ1

∫ 1

−1

e−jη2τ2dτ2

−
∫ 1

−1

e−iη1τ1dτ1

∫ 1

−1

τ22 e
−jη2τ2dτ2. (2.29)

Diperoleh hasil integral pada persamaan (2.29) yaitu

F{f}(η) =
(
− 1

iη1
(e−iη1 − eiη1)

)(
− 1

jη2
(e−jη2 − ejη2)

)
− 2η21 − 4 sin η1 + 4η1 cos η1

η31

(
− 1

jη2
(e−jη2 − ejη2)

)
− 2η22 − 4 sin η2 + 4η2 cos η2

η32

(
− 1

iη1
(e−iη1 − eiη1)

)
. (2.30)

Dengan menggunakan persamaan (2.21), sehingga persamaan (2.30) menjadi

F{f}(η) =
(
− 1

iη1
(−2i sin η1)

)(
− 1

jη2
(−2j sin η2)

)
− 2η21 − 4 sin η1 + 4η1 cos η1

η31

(
− 1

jη2
(−2j sin η2)

)
− 2η22 − 4 sin η2 + 4η2 cos η2

η32

(
− 1

iη1
(−2i sin η1)

)
=

4 sin η1 sin η2
η1η2

− 2 sin η2
η2

(2η21 − 4 sin η1 + 4η1 cos η1
η31

)
− 2 sin η1

η1

(2η22 − 4 sin η2 + 4η2 cos η2
η32

)
. (2.31)

Jadi, transformasi Fourier 2-Dimensi dari fungsi f(τ ) yaitu

F{f}(η) =4 sin η1 sin η2
η1η2

− 2 sin η2
η2

(2η21 − 4 sin η1 + 4η1 cos η1
η31

)
− 2 sin η1

η1

(2η22 − 4 sin η2 + 4η2 cos η2
η32

)
, (2.32)

seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.4.



15

Gambar 2.3 Grafik fungsi dari Contoh 6.

Definisi 2.2.3 (Invers Transformasi Fourier) Misalkan fungsi f ∈ L1(R) dan F{f}(η) ∈

L1(R), maka invers dari transformasi Fourier ditulis sebagai

f(τ) = F−1
[
F{f}

]
(τ) =

1

2π

∫
R
F{f}(η)eiητdη. (2.33)

Definisi 2.2.4 (Invers Transformasi Fourier 2-Dimensi) Misalkan fungsi f ∈ L1(R2)

dan F{f}(η) ∈ L1(R2), maka invers dari transformasi Fourier ditulis sebagai

f(τ ) = F−1
[
F{f}

]
(τ ) =

1

(2π)2

∫
R2

F{f}(η)eiητdη. (2.34)

2.3. Sifat-sifat Transformasi Fourier

Pada bagian ini dibahas sifat-sifat transformasi Fourier diantaranya sebagai ber-

ikut [Rusdin et al., 2013]:

Teorema 2.3.1 [Sifat linear] Jika f, g ∈ L1(R) dan untuk setiap η ∈ R, maka berlaku

F{f + g}(η) = F{f}(η) + F{g}(η). (2.35)
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Gambar 2.4 Grafik transformasi Fourier dari Contoh 6.

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier pada persamaan 2.20, diperoleh

F{f + g}(η) =
∫
R
(f + g)(τ)e−iητdτ

=

∫
R
f(τ)e−iητdτ

∫
R
g(τ)e−iητdτ

= F{f}(η) + F{g}(η).

Jadi, Teorema 2.3.1 terbukti.

Teorema 2.3.2 [Sifat perkalian konstanta] Jika f, g ∈ L1(R) dan untuk setiap kon-

stanta k ∈ C, maka berlaku

F{kf}(η) = kF{f}(η). (2.36)

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier pada persamaan 2.20, diperoleh

F{kf}(η) =
∫
R
(kf(τ))e−iητdτ. (2.37)

Karena, k adalah suatu konstanta, maka persamaan (2.37) dapat ditulis kembali

menjadi

F{kf}(η) = k

∫
R
f(τ)e−iητdτ

= kF{f}(η).

Jadi, Teorema 2.3.2 terbukti.
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Teorema 2.3.3 [Sifat translasi] Misalkan f(τ) adalah fungsi yang digeser oleh τ0 ∈ R

yaitu f0(τ) = f(τ − τ0), maka

F{f0}(η) = e−iητ0F{f}(η). (2.38)

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier pada persamaan 2.20, diperoleh

F{f0}(η) =
∫
R
f0(τ)e

−iητdτ

=

∫
R
f(τ − τ0)e

−iητdτ. (2.39)

Misalkan u = τ − τ0, τ = u+ τ0, dτ = du. Sehingga persamaan (2.39) menjadi

F{f0}(η) =
∫
R
f(u)e−iη(u−τ0)du

=

∫
R
f(u)e−iηue−iητ0du. (2.40)

Karena e−iητ0 adalah suatu konstanta, maka persamaan (2.40) dapat ditulis kembali

menjadi

F{f0h}(η) = e−iητ0

∫
R
f(u)e−iηudu

= e−iητ0F{f}(η). (2.41)

Jadi, Teorema 2.3.3 terbukti.

Teorema 2.3.4 [Sifat modulasi] Misalkan f ∈ L1(R) dan η0 ∈ R. Jika h(τ) = eiη0τf(τ),

maka

F{h}(η) = F{f}(η − η0). (2.42)

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier pada persamaan 2.20, diperoleh

F{h}(η) =
∫
R
h(τ)e−iητdτ

=

∫
R
eiη0τf(τ)e−iητdτ

=

∫
R
f(τ)e−i(η−η0)τdτ

=

∫
R
F{f}(τ)(η − η0). (2.43)

Jadi, Teorema 2.3.4 terbukti.
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Teorema 2.3.5 (Sifat translasi dan modulasi) Misalkan f ∈ L1R dan τ0, η0 ∈ R. Jika

f0h(τ) = eiη0τf(τ − τ0), maka

F{f0h}(η) = e−i(η−η0)τ0F{f}(η − η0). (2.44)

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier pada persamaan 2.20, diperoleh

F{f0h}(η) =
∫
R
f0h(τ)(τ)e

−iητdτ

=

∫
R
eiη0τf(τ − τ0)e

−iητdτ

=

∫
R
f(τ − τ0)e

−i(η−η0)τdt. (2.45)

Misalkan u = τ − τ0, τ = u+ τ0, dτ = du. Sehingga persamaan (2.45) menjadi

F{f0h}(η) =
∫
R
f(u)e−iη(η−η0)(u−τ0)du

=

∫
R
f(u)e−i(η−η0)ue−i(η−η0)τ0du. (2.46)

Karena e−i(η−η0)τ0 adalah suatu konstanta, maka persamaan (2.46) dapat ditulis

kembali menjadi

F{f0h}(η) = e−i(η−η0)τ0

∫
R
f(u)e−i(η−η0)udu

= e−i(η−η0)τ0F{f}(η − η0). (2.47)

Jadi, Teorema 2.3.5 terbukti.

2.4. Tranformasi Fourier Fraksional

Transformasi Fourier fraksional adalah sebuah generalisasi dari transformasi Fo-

urier biasa dengan orde θ. Jika θ = π
2 , maka transformasi Fourier fraksional menjadi

transformasi Fourier biasa. Ini menunjukkan bahwa transformasi Fourier biasa ada-

lah kasus khusus dari transformasi Fourier fraksional. Beberapa sifat dan aplikasi

dari transformasi Fourier dapat diperluas ke transformasi Fourier fraksional.

Definisi 2.4.1 (Transformasi Fourier Fraksional) Transformasi Fourier fraksional de-

ngan sudut parameter θ dari fungsi f ∈ L1 (R), dinotasikan Fθ {f} (η), didefinisikan

oleh

Fθ{f}(η) =
∫
R
f(τ)Kθ(η, τ)dτ, (2.48)
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dengan Kθ(η, τ) disebut sebagai fungsi kernel dari transformasi Fourier fraksional,

ditulis

Kθ(η, τ) =


Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θ, θ ̸= nπ

δ(τ − η), θ = 2nπ

δ(τ + η), θ = (2n+ 1)π, n ∈ Z,

(2.49)

dan

Aθ =

√
1− i cot θ

2π
, Aθ =

√
1 + i cot θ

2π
. (2.50)

[Bahri M. & Karim S. A. A., 2023].

Khususnya untuk θ = π
2 , diperoleh

Fθ{f}(η) =
∫
R
f(τ)Kθ(η, τ)dτ

=

∫
R
f(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ

=

∫
R
f(τ)

√
1− i cot θ

2π
ei(τ

2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ

=

∫
R
f(τ)

√
1− i cot π

2

2π
ei(τ

2+η2)
cot π

2
2 −iτ ·η csc π

2 dτ. (2.51)

Karena cot π
2 = 0 dan csc π

2 = 1, maka persamaan (2.51) menjadi

Fθ{f}(η) =
∫
R
f(τ)

1√
2π

e0−iτηdτ

=
1√
2π

∫
R
f(τ)e−iτηdτ

=
1√
2π

F{f}(η). (2.52)

Definisi 2.4.2 (Invers Transformasi Fourier Fraksional) Misalkan f ∈ L1(R) and Fθ{f} ∈

L1(R). Invers dari transformasi Fourier fraksional dari fungsi f didefinisikan oleh

f(τ) = F−1
θ

[
Fθ{f}

]
(τ)

=

∫
R
Fθ{f}(η)Aθe

−i(τ2+η2) cot θ
2 +iτ ·η csc θ dη. (2.53)

2.5. Sifat-sifat Transformasi Fourier Fraksional

Pada bagian ini dibahas sifat-sifat transformasi Fourier fraksional diantaranya

sebagai berikut [Pratami I. A., 2023]:
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Teorema 2.5.1 (Sifat linear) Jika f, g ∈ L1(R) dan untuk setiap η ∈ R, maka berlaku

Fθ{αf + βg}(η) = αFθ{f}(η) + βFθ{g}(η), (2.54)

dengan α, β merupakan dua konstanta kompleks.

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier fraksional pada persamaan (2.48),

diperoleh

Fθ{αf + βg}(η)

=

∫
R
(αf(τ) + βg(τ))(Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θ)dτ

=

∫
R
αf(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θ + βg(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ

=

∫
R
αf(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ +

∫
R
βg(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ

= α

∫
R
f(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ + β

∫
R
g(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ

= αFθ{f}(η) + βFθ{f}(η). (2.55)

Jadi, Teorema 2.5.1 terbukti.

Teorema 2.5.2 (Sifat translasi) Misalkan f(τ) adalah fungsi yang digeser oleh τ0 ∈ R

yaitu f0(τ) = f(τ − τ0), maka

Fθ{f0}(η) = e
i
4 (τ

2
0 sin 2θ−4ητ0 sin θ)Fθ{f}(η − τ0 cos θ). (2.56)

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier fraksional pada persamaan (2.48),

diperoleh

Fθ{f0}(η) =
∫
R
f0(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ

=

∫
R
f(τ − τ0)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ. (2.57)

Misalkan u = τ − τ0, τ = u+ τ0, dτ = du. Sehingga persamaan (2.57) menjadi

Fθ{f0}(η) =
∫
R
f(u)Aθe

i((u+τ0)
2+η2) cot θ

2 −i(u+τ0)·η csc θdu

=

∫
R
f(u)Aθe

i(u2+2uτ0+τ2
0+η2) cos θ

2 sin θ−
iηu+iητ0

sin θ du

=

∫
R
f(u)Aθe

i
2 sin θ ((u

2+2uτ0+τ2
0+η2) cos θ−2(ηu+ητ0))du

=

∫
R
f(u)Aθe

i
2 sin θ (u

2 cos θ+2uτ0 cos θ+τ2
0 cos θ+η2 cos θ)−2ηu−2ητ0du. (2.58)
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Misalkan v = η − τ0 cos θ dan η = v + τ0 cos θ. Sehingga persamaan (2.58) menjadi

Fθ{f0}(η)

=

∫
R
f(u)Aθe

i
2 sin θ (u

2 cos θ+2u(τ0 cos θ−(v+τ0 cos θ))+τ2
0 cos θ+(v+τ0 cos θ)2 cos θ−2τ0(v+τ0 cos θ))du

=

∫
R
f(u)Aθe

i
2 sin θ ((u

2+v2) cos θ−2uv)e
i

2 sin θ (2vτ0 cosθ +τ2
0 cos3 θ−2vτ0−τ2

0 cos θ)du

= e
i

2 sin θ (2vτ0 cosθ +τ2
0 cos3 θ−2vτ0−τ2

0 cos θ)

∫
R
f(u)Aθe

i
2 sin θ ((u

2+v2) cos θ−2uv)du

= e
i

2 sin θ (2vτ0(1−cos2 θ)−τ2
0 cos θ(1−cos2 θ))

∫
R
f(u)Aθe

i((u2v2) cot θ
2 −2uv csc θ)du. (2.59)

Diketahui bahwa

1− cos2 θ = sin2 θ. (2.60)

Substitusi persamaan (2.60) ke persamaan (2.59) diperoleh

Fθ{f0}(η) = e
i

2 sin θ (−2vτ0 sin2 θ−τ2
0 cos θ sin2 θ)Fθ{f}(v)

= e
i

2 sin θ (−2(η−τ0 cos θ)τ0 sin2 θ−τ2
0 cos θ sin2 θ)Fθ{f}(η − τ0 cos θ)

= e
i

2 sin θ (−2ητ0 sin2 θ+2τ2
0 cos θ sin2 θ−τ2

0 cos θ sin2 θ)Fθ{f}(η − τ0 cos θ)

= e
i

2 sin θ (−2ητ0 sin2 θ+τ2
0 cos θ sin2 θ)Fθ{f}(η − τ0 cos θ)

= e
i
2 (−2ητ0 sin θ+τ2

0 cos θ sin θ)Fθ{f}(η − τ0 cos θ)

= e
i
4 (−4ητ0 sin θ+2τ2

0 cos θ sin θ)Fθ{f}(η − τ0 cos θ). (2.61)

Diketahui bahwa

2 cos θ sin θ = sin 2θ. (2.62)

Substitusi persamaan (2.62) ke persamaan (2.61) diperoleh

Fθ{f0}(η) = e
i
4 (τ

2
0 sin 2θ−4ητ0 sin θ)Fθ{f}(η − τ0 cos θ). (2.63)

Jadi, Teorema 2.5.2 terbukti.

Teorema 2.5.3 (Sifat modulasi) Misalkan f ∈ L1(R) dan η0 ∈ R. Jika h(τ) =

eiη0τf(τ), maka

Fθ{h}(η) = e
i
4 (4ηη0 cos θ−η2

0 sin 2θ)Fθ{f}(η − η0 sin θ). (2.64)

Bukti. Berdasarkan definisi transformasi Fourier fraksional pada persamaan (2.48),
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diperoleh

Fθ{h}(η) =
∫
R
Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ

=

∫
R
eiη0τf(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θdτ

=

∫
R
f(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ ·η csc θ+iη0τdτ. (2.65)

Diketahui bahwa

csc θ =
1

sin θ
. (2.66)

Substitusi persamaan (2.66) ke persamaan (2.65) diperoleh

Fθ{h}(η) =
∫
R
f(τ)Aθe

i(τ2+η2) cot θ
2 −iτ(η−η0 sin θ) csc θdτ. (2.67)

Misalkan, u = η − η0 sin θ dan η = u+ η0 sin θ. Sehingga persamaan (2.67) menjadi

Fθ{h}(η) =
∫
R
f(τ)Aθe

i(τ2+(u+η0 sin θ)2) cot θ
2 −iτu csc θdτ

=

∫
R
f(τ)Aθe

i(τ2+u2+2uη0 sin θ+η2
0 sin2 θ) cot θ

2 −iτu csc θdτ

= ei(2uη0 sin θ+η2
0 sin2 θ) cot θ

2

∫
R
f(τ)Aθe

i(τ2+u2)−iτu csc θdτ

= ei(2(η−η0 sin θ)η0 sin θ+η2
0 sin2 θ) cot θ

2 F{f}(u)

= ei(2ηη0 sin θ−2η2
0 sin2 θ+η2

0 sin2 θ) cot θ
2 F{f}(u)

= ei(2ηη0 sin θ−η2
0 sin2 θ) cot θ

2 F{f}(u). (2.68)

Diketahui bahwa

cot θ =
cos θ

sin θ
. (2.69)

Substitusi persamaan (2.69) ke persamaan (2.68) diperoleh

Fθ{h}(η) = e
i cos θ
2 sin θ (2ηη0 sin θ−η2

0 sin2 θ)F{f}(u)

= e
i
2 (2ηη0 cos θ−η2

0 sin θ cos θ)F{f}(u)

= e
i
4 (4ηη0 cos θ−2η2

0 sin θ cos θ)F{f}(u). (2.70)

Substitusi persamaan (2.62) ke persamaan (2.70) diperoleh

Fθ{h}(η) = e
i
4 (4ηη0 cos θ−η2

0 sin 2θ)F{f}(u). (2.71)

Jadi, Teorema 2.5.3 terbukti.
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2.6. Transformasi Fourier Fraksional Coupled

Definisi 2.6.1 [Transformasi Fourier Fraksional Coupled] Transformasi Fourier frak-

sional coupled dari fungsi f ∈ L1(R2) ∩ L2(R2) ditulis sebagai

Fα,β{f}(η) =
∫
R2

f(τ )Kα,β(η, τ )dτ

=

∫
R2

f(τ )d(γ)e−i
(
a(γ)(|τ |2+|η|2)−τ ·Mη

)
dτ . (2.72)

Pada kasus ini,

Kα,β(η, τ ) = d(γ)e−i
(
a(γ)(|τ |2+|η|2)−τ ·Mη

)
. (2.73)

Dimana,

γ =
α+ β

2
, δ =

α− β

2
, a(γ) =

cot γ

2
, b(γ, δ) =

cos δ

sin γ
,

c(γ, δ) =
sin δ

sin γ
, d(γ) =

ie−iγ

2π sin γ
, M =

 b(γ, δ) c(γ, δ)

−c(γ, δ) b(γ, δ)

 ,

dengan, α, β ∈ R sedemikian sehingga α+ β /∈ 2πZ [Shah F. A. & Lone Waseem Z.,

2022].

Berdasarkaan Definisi 2.6.1 diperoleh

(detM) = b(γ, δ)b(γ, δ) + c(γ, δ)c(γ, δ)

=
cos δ

sin γ

cos δ

sin γ
+

sin δ

sin γ

sin δ

sin γ

=
cos2 δ

sin2 γ
+

sin2 δ

sin2 γ

=
1

sin2 γ
. (2.74)

Definisi 2.6.2 (Invers Transformasi Fourier Fraksional Coupled) Untuk setiap f ∈

Fα,β{f}, L1(R2), invers transformasi Fourier fraksional coupled didefinisikan sebagai

f(τ ) =

∫
R2

Fα,β{f}(η)Kα,β(η, τ )dη

= d(γ)

∫
R2

Fα,β{f}(η)ei
(
a(γ)(|τ |2+|η|2)−τ ·Mη

)
dη. (2.75)

Adapun formula Parseval dari transformasi Fourier fraksional coupled ditulis sebagai

⟨f, g⟩L2(R2) = ⟨Fα,β{f},Fα,β{g}⟩L2(R2). (2.76)
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Khusus untuk f = g diperoleh rumus Plancherel untuk transformasi Fourier fraksional

coupled yaitu

∥f∥2L2(R2) = ∥Fα,β{f}∥2L2(R2). (2.77)

2.7. Distribusi Fraksional Wigner-Ville Coupled

Definisi 2.7.1 [DFrWVC] Misal diberikan dua fungsi f, g ∈ L2(R2). Distribusi fraksio-

nal Wigner-Ville coupled dari f dan g didefinisikan sebagai

Wα,β
f,g (x,η) =

∫
R2

f
(
x+

τ

2

)
g
(
x− τ

2

)
d(γ)e−i

(
a(γ)(|τ |2+|η|2)−τ ·Mη

)
dτ . (2.78)

[Teali A. A. et al., 2023]

Misalkan

hf,g(x, τ ) = f

(
x+

τ

2

)
g

(
x− τ

2

)
. (2.79)

Persamaan (2.78) dapat ditulis kembali sebagai

Wα,β
f,g =

∫
R
hf,g(x, τ )d(γ)e

−i
(
a(γ)(|τ |2+|η|2)−τ ·Mη

)
dτ . (2.80)

Dengan menggunakan definisi Kα,β(η, τ ) pada persamaan (2.73), sehingga persa-

maan (2.80) menjadi

Wα,β
f,g =

∫
R
hf,g(x, τ )Kα,β(η, τ )dτ . (2.81)

Lebih lanjut, dengan menerapkan definisi transformasi Fourier pada persamaan (2.20),

sehingga persamaan (2.81) menjadi

Wα,β
f,g = Fα,β{hf,g(x, τ )}(η). (2.82)

Contoh 7. Misalkan

f(τ ) = e−|τ |2 (2.83)

dan

g(τ ) =

1, untuk 0 ≤ τ1 , τ2 ≤ 1

0, τ1, τ2 lainnya.

(2.84)

Carilah distribusi fraksional Wigner-Ville coupled dari fungsi tersebut.

Solusi 7. Dengan menggunakan definisi distribusi fraksional Wigner-Ville coupled

pada persamaan (2.78) diperoleh
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Wα,β
f,g (x,η) = d(γ)

∫
R2

e−|x+
τ
2 |2g

(
x− τ

2

)
e−i
(
a(γ)(|τ |2+|η|2)−τ ·Mη

)
dτ

= d(γ)

∫
R2

e
−
(
(x1+

τ1
2 )

2
+(x2+

τ2
2 )

2
)
g
(
x− τ

2

)
× e−i

(
a(γ)(τ2

1+τ2
2+η2

1+η2
2)−τ1(bη1+cη2)−τ2(bη2−cη1)dτ1dτ2

= d(γ)

∫ 2x1

2(x1−1)

∫ 2x2

2(x2−1)

e−(x1+
τ1
2 )

2−ia(γ)τ2
1+τ1(bη1+cη2)

= d(γ)e−ia(γ)(η2
1+η2

2)+(x2
1+x2

2)

∫ 2x1

2(x1−1)

e−
τ2
1
4 −ia(γ)τ2

1+τ1(bη1+cη2)−τ1x1dτ1

×
∫ 2x2

2(x2−1)

e−
τ2
2
4 −ia(γ)τ2

2+τ2(bη2+cη1)−τ2x2dτ2. (2.85)

Selanjutnya diperoleh

Wα,β
f,g (x,η) = d(γ)e−ia(γ)(η2

1+η2
2)+(x2

1+x2
2)

∫ 2x1

2(x1−1)

e(
1
4+ia(γ))τ2

1+τ1(bη1+cη2−x1)dτ1

×
∫ 2x2

2(x2−1)

e(
1
4+ia(γ))τ2

2+τ2(bη2+cη1−x2)dτ2

= d(γ)e−ia(γ)(η2
1+η2

2)+(x2
1+x2

2)

∫ 2x1

2(x1−1)

e
( 1

4+ia(γ))
(
τ2
1−τ1

bη1+cη2−x1
1
4
+ia(γ)

)
dτ1

×
∫ 2x2

2(x2−1)

e
( 1

4+ia(γ))
(
τ2
2−τ2

bη2+cη1−x2
1
4
+ia(γ)

)
dτ2. (2.86)

Persamaan (2.86) menjadi

Wα,β
f,g (x,η)

= d(γ)e−ia(γ)(η2
1+η2

2)+(x2
1+x2

2)

∫ 2x1

2(x1−1)

e
( 1

4+ia(γ))

(
τ1− (bη1+cη2−x1)

2( 1
4
+ia(γ))

)2

e
− (bη1+cη2−x1)2

4( 1
4
+ia(γ)) dτ1

×
∫ 2x2

2(x2−1)

e
( 1

4+ia(γ))

(
τ2− (bη2+cη1−x2)

2( 1
4
+ia(γ))

)2

e
− (bη2+cη1−x2)2

4( 1
4
+ia(γ)) dτ2

= d(γ)e−ia(γ)(η2
1+η2

2)+(x2
1+x2

2)−
(bη1+cη2−x1)2

1+i4a(γ)
− (bη2+cη1−x2)2

1+i4a(γ)

×
∫ 2x1

2(x1−1)

e
−
(√

1
4+ia(γ)τ1− (bη1+cη2−x1)

2
√

1
4
+ia(γ)

)2

dτ1

∫ 2x2

2(x2−1)

e
−
(√

1
4+ia(γ)τ2− (bη2+cη1−x2)

2
√

1
4
+ia(γ)

)2

dτ2.

(2.87)

Misalkan,

u =
(bη1 + cη2 − x1)

2
√

1
4 + ia(γ)

−
√

1

4
+ ia(γ)τ1,
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dan

z =
(bη2 + cη1 − x2)

2
√

1
4 + ia(γ)

−
√

1

4
+ ia(γ)τ2.

Persamaan (2.87) menjadi

Wα,β
f,g (x,η)

=
π

1 + i4a(γ)
d(γ)e−ia(γ)(η2

1+η2
2)−(x2

1+x2
2)−

(bη1+cη2−x1)2

1+i4a(γ)
− (bη2+cη1−x2)2

1+i4a(γ)[(
erf

(
(bη1 + cη2 − x1)

2
√

1
4 + ia(γ)

+ 2

√
1

4
+ ia(γ)(x1 − 1)

)

− erf

(
(bη1 + cη2 − x1)

2
√

1
4 + ia(γ)

− 2x1

√
1

4
+ ia(γ)

))

×

(
erf

(
(bη2 + cη1 − x2)

2
√

1
4 + ia(γ)

+ 2

√
1

4
+ ia(γ)(x2 − 1)

)

− erf

(
(bη2 + cη1 − x2)

2
√

1
4 + ia(γ)

− 2x2

√
1

4
+ ia(γ)

))]
, (2.88)

dengan

erf z =
2√
π

∫ z

0

e−t2dt, for all z .

Seperti yang ditunjukkan pada Gambar 2.5 dan 2.6.

2.8. Prinsip Ketidakpastian Heisenberg

Dalam kenyataannya, menghitung kecepatan dan posisi benda bergerak relatif

mudah. Akan tetapi dalam dunia partikel kuantum, membuat perhitungan ini tidak

mungkin disebabkan suatu hubungan matematis yang disebut prinsip ketidakpasti-

an. Prinsip ketidakpastian adalah hasil matematis yang memberikan batasan pada

lokalisasi simultan dari suatu fungsi dan transformasi Fouriernya.

Prinsip ketidakpastian Heisenberg merupakan salah satu hukum dasar dari me-

kanika kuantum dan sebagian besar memberikan pernyataan mengenai batasan

dengan tidak adanya hasil pengukuran mutlak dalam setiap pengukuran kuantum.

Werner Heisenberg (1927) mengemukakan formulasi ini dengan menyatakan bah-

wa posisi atau lokasi suatu elektron dalam atom tidak dapat ditentukan dengan pasti

dan tidak dapat ditentukan dalam waktu yang bersamaan, karena semakin akurat
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(a)

(b)

Gambar 2.5 (a) bagian rill, (b) bagian imajiner dari distribusi fractional Wigner-Ville coupled dari
Contoh 7 dengan domain spasial (x domain) untuk α = π

4
, β = π

2
η = 5 x = [−5, 5].
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(a)

(b)

Gambar 2.6 (a) bagian rill, (b) bagian imajiner dari distribusi fractional Wigner-Ville coupled dari
Contoh 7 dengan domain frekuensi (η domain) untuk α = π

4
, β = π

2
x = 5 dan η = [−5, 5].
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momentum ditentukan, maka semakin tidak akurat penentuan posisinya, demikian

sebaliknya.

Berikut merupakan bentuk umum persamaan prinsip ketidakpastian Heisenberg

∆x∆p ≥ h

4π
, (2.89)

dengan keterangan, ∆x adalah ketidakpastian posisi, ∆p adalah ketidakpastian mo-

mentum, dan h adalah konstanta.

Dari Persamaan (2.89) diketahui bahwa hasil kali ketidakpastian posisi (∆x) su-

atu benda dan ketidakpastian momentum (∆p) dalam arah x akan lebih besar atau

sama dengan hasil bagi konstanta oleh 4π. Bentuk lain dari prinsip ketidakpastian

Heisenberg juga tidak kalah penting. Salah satunya adalah modifikasi prinsip ketida-

kpastian pada transformasi Fourier. Dalam keadaan ini, ∆x merupakan suatu fungsi

dan ∆p merupakan suatu transformasi Fourier.

2.8.1. Prinsip Ketidakpastian Heisenberg pada Transformasi Fourier

Hasil-hasil berikut berguna dalam membuktikan prinsip ketidakpastian Heise-

nberg pada distribusi fraksional Wigner-Ville coupled.

Teorema 2.8.1 (Teorema Fubini) Jika f = f(x, y) adalah fungsi kontinu didefinisikan

pada persegi panjang R = [a, b]× [c, d] di R2, maka∫ ∫
R
fdA =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy
)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx
)
dy. (2.90)

[Lovric M., 1997].

Teorema 2.8.2 Misalkan f(τ ) ∈ L2(R2) dan F {f} (η) ,ηF {f} (η) ∈ L2(R2) , maka

berlaku pertidaksamaan berikut∫
R2

|τ |2 |f (τ )|2 dτ
∫
R2

|η|2 |F {f} (η) |2dη ≥ 1

4

(∫
R2

|f (τ )|2 dτ
) 1

2

, (2.91)

[Rahmah S., 2022].

Prinsip ketidakpastian ini digeneralisasi ke distribusi fraksional Wigner-Ville coupled.


