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ABSTRAK

Sistem persamaan diferensial parsial kemostat adalah model yang menjadi tiruan alam
sederhana untuk menggambarkan dinamika perilaku mikroorganisme dalam
lingkungannya. Perilaku jangka panjang suatu masalah nilai awal dan nilai batas yang telah
memenuhi kondisi well-posed dapat digambarkan melalui keberadaan global attractor dari
sistem dinamika tersebut. Keberadaan global attractor dapat dibuktikan salah satunya
dengan menunjukkan keberadaan absorbing set. Metode yang digunakan dalam
menentukan keberadaan absorbing set model matematika sistem persamaan diferensial
parsial kemostat adalah metode ketidaksamaan energi. Pendekatan dengan metode ini
menggunakan ruang L2. Hasil dari metode ketidaksamaan energi ini telah membuktikan
bahwa untuk nilai awal s, dan u, yang diambil pada sebarang bola buka B(0,R) yang
berpusat di 0 dan jari-jari R di ruang L?, maka solusi s(x, t) dan u(x, t) akan termuat dalam
himpunan terbatas B, € H untuk t menuju tak berhingga sedemikian sehingga
IsCx, )|,z < € dan |lu(x, t)|l,z < C untuk untuk setiap ¢ > ty, dan t = ty,. Jadi,
keberadaan absorbing set dari model matematika sistem persamaan diferensial parsial
kemostat terbukti.

Kata Kunci: kemostat, mikroorganisme, metode ketidaksamaan energi, keberadaan,

absorbing set
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ABSTRACT

System of chemostat partial differential equations is a model that is used as a simple
imitation of nature to describe the dynamic behavior of microorganisms in their
environment. The long-term behavior of an initial and boundary value problem which has
been fulfilled the well-posed conditions can be described through the existence of a global
attractor of the dynamics system. The existence of global attractor can be proven by
showing the existence of absorbing set. The method used in determining the existence of
absorbing set of mathematical model of chemostat partial differential equation system is
energy inequality method. The approach with this method uses L? space. The results of this
energy inequality method have proven that for initial values s, and u, taken on any open
ball B(0, R) centered at 0 and radius R in L? space, the solutions s(x, t) and u(x, t) will be
contained in the finite set B, c H for t towards infinity such that |[s(x,t)||,2 < C and
llu(x, )l 2 < C for every t >ty and t > ty, . So, the existence of absorbing set of the
mathematical model of chemostat partial differential equations system is proved.

Keywords: chemostat, microorganism, energy inequality method, existence, absorbing
set
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DAFTAR LAMBANG

s(x, t) : Konsentrasi nutrisi pada waktu t (g/L)

u(x, t) : Konsentrasi mikroorganisme pada waktu t (g/L)

K : Laju pengenceran (L/h)

u(s) : Laju konsumsi mikroorganisme (h™1)

m : Laju pertumbuhan maksimum (h™1)

a : Konstanta Michaelis-Menten

% : Laju perubahan nutrisi terhadap waktu (g/L)/h

3—1: : Laju perubahan mikroorganisme terhadap waktu (g/L)/h
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Gambar 2.1 Perangkat Kemostat.............coooiiiiiiiiiiiiii e 6
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Manusia sangat dekat dengan mikroorganisme, makhluk-makhluk kecil yang
tersebar di lingkungan bahkan di dalam tubuh manusia. Mereka hidup di sekitar,
seperti di udara, air, dan tanah. Beberapa mikroorganisme berperan dalam menjaga
kesehatan, seperti bakteri usus yang membantu pencernaan. Namun, beberapa
mikroorganisme juga dapat menyebabkan penyakit jika tidak dikontrol dengan
baik. Oleh karena itu, dalam mendukung kesehatan dan keseimbangan lingkungan
maka penting untuk memahami interaksi yang terjadi pada mikroorganisme, baik
keberlanjutan maupun kepunahannya (Gonzales dan Aranda, 2023)

Salah satu alat yang digunakan untuk mempelajari dinamika perilaku
mikroorganisme adalah kemostat. Perangkat kemostat pertama kali diusulkan oleh
Jacques Monod pada tahun 1950 yang menjadi sebuah alat laboratorium yang
digunakan untuk meneliti pertumbuhan mikroorganisme dalam lingkungan dengan
sumber daya terbatas (Harmand dkk., 2017)

Kemostat dianggap sebagai ekosistem kecil yang menjadi tiruan alam
sederhana untuk mempelajari perilaku mikroba pada keadaan tetap. Banyak peneliti
tertarik mengkajinya dalam beberapa aplikasi, seperti dalam pengolahan air limbah
(Riviere, 1977), meneliti mikroorganisme yang telah mengalami perubahan genetik
(Stephanopoulos dkk., 1979), pemodelan usus besar mamalia (Freter, 1983), dan
juga dalam ilmu ekologi dan lingkungan (Rurangwa dkk., 2015).

IImuwan telah menghabiskan banyak waktunya untuk meneliti pertumbuhan
mikroorganisme dalam kemostat. Penelitian dinamika perilaku mikroorganisme
dalam kemostat tentunya membutuhkan proses eksperimen yang kompleks dan
harus dilakukan berkali-kali untuk mendapatkan hasil yang optimal. Sehingga
dibutuhkan kajian teoritis yang lebih efisien untuk memahami lebih jauh bagaimana

perilaku mikroorganisme tersebut. Pendekatan pemodelan matematika merupakan
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salah satu metode untuk mengkaji seberapa jauh faktor-faktor tersebut berpengaruh
pada dinamika kemostat.

Secara kuantitatif telah banyak penelitian yang membahas model kemostat
dengan asumsi-asumsi yang berbeda. Namun umumnya model tersebut diberikan
dalam bentuk persamaan diferensial biasa dan dibangun dengan kondisi
berdasarkan kondisi well-stirred kemostat, yaitu cairan nutrisi diaduk secara terus-
menerus untuk menciptakan lingkungan homogen di seluruh sistem. Distribusi
nutrisi menjadi merata sehingga memberikan kondisi pertumbuhan yang stabil
karena semua mikroorganisme memperoleh makanan dengan jumlah yang sama
(Nie dan Wang, 2015). Namun, model tersebut pada perkembangannya tidak
natural karena tidak sesuai dengan kondisi di alam, dimana terjadi persaingan pada

mikroorganisme dalam memperebutkan makanan.

Nie dan Wang (2015) kemudian melakukan penelitian terhadap
mikroorganisme dalam kemostat dengan kondisi unstirred kemostat, dimana cairan
nutrisi tidak diaduk secara merata. Hal ini menciptakan gradien nutrisi yang
berbeda di seluruh sistem. Sebagian area mungkin memiliki konsentrasi nutrisi
yang lebih tinggi atau lebih rendah dari yang lainnya. Gradien nutrisi yang terjadi
karena difusi menciptakan lingkungan yang lebih kompleks, mencerminkan adanya
kompetisi mikroorganisme dalam kondisi yang lebih realistis. Berdasarkan
penelitian laboratorium yang dilakukan oleh paper tersebut, diperoleh model sistem
persamaan diferensial parsial kemostat yang meninjau perubahan laju pertumbuhan
mikroorganisme tidak hanya dipengaruhi oleh waktu tapi juga konsentrasi nutrisi
yang berbeda di setiap area dalam kemostat dan adanya proses difusi yang terjadi
didalamnya. Seperti pada umumnya model sistem PDP yang berbentuk sistem
persamaan diferensial parsial tak linier, akan sulit ditentukan solusinya. Untuk
mendekati solusi, metode numerik merupakan metode yang sering digunakan
(Khan dkk., 2023). Beberapa paper juga mendekati solusi model dengan

menggunakan fixed point teori (Lan dan Lin, 2021).

Menurut Hadamard (2003), PDP yang dijamin keberadaan dan ketunggalan
solusi lemahnya akan memenuhi kondisi well-posed. Sistem dinamik suatu PDP

yang sudah dijamin well-posed, bisa dideskripsikan oleh himpunan operator yang
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disebut semigrup. Dengan menggunakan konsep semigrup, dapat dianalisi sifat-
sifat kualitatif dan kuantitatif dari solusi PDP, termasuk kestabilan, konvergensi,
dan perilaku jangka panjang dari sistem. Penerapan semigrup dalam analisis sistem
dinamik dari PDP sangat berguna karena memungkinkan untuk mengubah
persamaan diferensial menjadi bentuk operator yang lebih mudah untuk dianalisis,
serta menyediakan kerangka kerja matematika yang kokoh untuk memahami sifat-

sifat dari solusi-solusi sistem.

Konsep yang meninjau perilaku jangka panjang sistem dapat dianalisis
dengan menentukan keberadaan global attractor dari semigrup solusi dari sistem
persamaan diferensial parsialnya. Global attractor adalah suatu himpunan tak
kosong A yang invarian, kompak, dan menarik setiap himpunan terbatas di dalam
A. Keberadaan global attractor dapat dibuktikan keberadaannya salah satunya
dengan menunjukkan keberadaan absorbing set, yaitu suatu himpunan bagian
dalam ruang fase suatu sistem dinamik yang pada akhirnya akan menyerap
(memuat) hasil peta dari semua himpunan-himpunan terbatas pada ruang fasenya.
(Aris dkk., 2018)

Keberadaan absorbing set pada sistem kemostat telah dibahas pada paper Zhu
H dkk. (2023). Namun pada paper tersebut fokus membahas analisis stabilitas dan
bifurkasi dengan menunjukkan keberadaan solusi umum positif dari model
kemostat persamaan diferensial fraksional. Penjelasan tentang absorbing set tidak
dijelaskan secara detail. Selain itu, model sistemnya juga dikonstruksi menjadi
sistem persamaan diferensial parsial berbentuk parabolik sehingga pada penelitian
ini akan dibuktikan secara detail dan dituangkan dalam bentuk penelitian yang

berjudul,

“Keberadaan Absorbing Set pada Model Sistem Persamaan Diferensial

Kemostat”

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah yang akan dikaji pada penelitian ini adalah bagaimana
membuktikan bahwa terdapat absorbing set pada model sistem persamaan

diferensial parsial kemostat?
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1.3 Batasan Masalah

Pada penelitian ini, penulis membatasi model sistem persamaan diferensial
parsial kemostat dengan ruang solusi hanya pada L2.
1.4  Tujuan Penelitian

Tujuan penelitian ini adalah membuktikan bahwa model sistem persamaan
diferensial parsial kemostat memiliki absorbing set yang menyerap solusi-solusi
lainnya di ruang L?.
1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah

1. Memperluas pengetahuan dan pengembangan keilmuan dalam bidang
ilmu matematika, secara khusus dalam analisis.

2. Sebagai sarana penulis dalam mengembangkan ilmu pengetahuan
yang selama ini menjadi bidang ilmu yang dipelajari.

3. Sebagai rujukan bagi pembaca untuk penelitian selanjutnya dan dapat
mengembangkan ilmu matematika di bidang analisis khususnya
tentang keberadaan global attractor.

1.6  Sistematika Penulisan
Adapun sistematika penulisan yang digunakan pada penelitian ini terdiri
dari lima bagian. Masing-masing bagian dibagi ke dalam subbab dengan rincian
sebagai berikut:
BAB | PENDAHULUAN
Pada bab ini berisikan latar belakang, rumusan masalah, tujuan penulisan,
batasan masalah, manfaat penulisan, dan sistematika penulisan yang
memberikan gambaran singkat mengenai penelitian ini.
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini berisikan pemaparan secara singkat mengenai konsep dasar
yang mendukung pembahasan masalah, yaitu teori-teori dasar dalam
analisis fungsional, persamaan diferensial parsial, model matematika

kemostat, serta definisi dan teorema mengenai keberadaan absorbing set.

BAB Il METODE PENELITIAN
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Pada bab ini berisikan metode dan tahapan-tahapan yang digunakan dalam
menunjukkan keberadaan absorbing set pada model matematika sistem

kemostat.
BAB IV PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan disajikan pembahasan dari tugas akhir ini yaitu
menunjukkan keberadaan absorbing set pada model matematika sistem
kemostat.

BAB V PENUTUP
Dalam bab ini berisi tentang kesimpulan hasil penelitian dan saran yang
ditunjukan bagi para peneliti agar bisa mengembangkan penelitian ini.
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BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 State of The Art

Kemostat adalah sebuah alat laboratorium yang digunakan untuk meneliti
pertumbuhan mikroorganisme dalam lingkungannya. Perangkat ini dirancang untuk
menciptakan kondisi sederhana yang stabil sehingga dianggap sebagai model ideal
karena merupakan tiruan alam dalam mempelajari ekosistem mikroorganisme pada
keadaan seimbang (Harmand dkk., 2017). Perangkat ini terdiri dari tiga wadah yang
saling terhubung dengan pompa, yaitu wadah pakan, wadah kultur, dan wadah
pengumpul. Substrat yang disimpan di dalam wadah pakan dipompa ke dalam
wadah kultur, tempat interaksi antara substrat dan spesies mikroorganisme terjadi.
Selanjutnya aliran wadah kultur dipompa ke wadah pengumpul untuk menjaga
volume wadah kultur tetap konstan. Ini memastikan bahwa populasi
mikroorganisme tetap stabil dan tidak mengalami fluktuasi yang tidak diinginkan.
Selain itu, konsentrasi substrat juga dapat diatur dengan tepat dan dipertahankan
pada tingkat yang optimal untuk pertumbuhan mikroorganisme. (Gonzales dan
Aranda, 2023). Perangkat kemostat dapat dilihat pada Gambar 1.

-
E @ Sequential output

< ~media/
substrate

I
I
1
v

Vo

Sequential input ’

Gambar 1. Perangkat Kemostat
Sumber : Harmand dkk., 2017

Masalah persamaan sistem kemostat ini telah banyak dikaji oleh para ahli.
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Mereka mencoba mengembangkan model matematika yang menggambarkan
dinamika pertumbuhan mikroorganisme dalam kemostat dalam bentuk persamaan
diferensial biasa. Pada kemostat, konsentrasi substrat dan populasi mikroorganisme
akan berubah seiring waktu. Laju perubahan konsentrasi nutrisi dipengaruhi oleh
beberapa faktor seperti laju aliran masukan substrat, laju konsumsi oleh
mikroorganisme, dan laju penghilangan. Demikian pula populasi mikroorganisme
tumbuh dengan laju tertentu dan dipengaruhi oleh konsentrasi nutrisi (Harmand
dkk., 2017).

Model kemostat ini telah banyak dikaji oleh para ilmuwan. Secara umum,
mereka mengkaji kemostat dalam bentuk persamaan diferensial biasa dan
persamaan diferensial biasa orde fraksional serta menentukan solusinya
menggunakan metode numerik, seperti yang dilakukan Zeinadini (2017) dalam
papernya yang mengkaji solusi numerik persamaan diferensial orde fraksional
model kemostat tiga dimensi dengan mengggunakan Nonstandard Finite

Difference (NSFD) dan metode Runge-Kutta orde empat.

Beberapa peneliti mengembangkan model kemostat dalam bentuk persamaan
diferensial biasa dengan asumsi yang berbeda-beda, seperti pada paper Zhu dkKk.
(2023) membangun model kemostat dalam bentuk persamaan diferensial biasa dan
fraksional yang memperhitungkan adanya penghambatan pertumbuhan mikroba
pada konsentrasi substrat yang tinggi, serta membuktikan keberadaan absorbing set
dan solusi global positifnya. Model kemostat yang lebih realistis yang
mempertimbangkan pertumbuhan mikroorganisme lain pada dinding wadah kultur
diberikan oleh Caraballo dkk. (2021). Penulis membuktikan keberadaan dan
keunikan solusi positif global untuk model tersebut, serta mengkaji dinamika acak

di dalam absorbing set.

Paper-paper tersebut mengkaji kemostat menggunakan persamaan diferensial
biasa dimana model yang berdasarkan model klasik Monod dengan kondisi well-
stirred chemostat, yaitu cairan nutrisi diaduk secara merata untuk menciptakan
lingkungan homogen di seluruh sistem. Namun, model tersebut pada
perkembangannya tidak natural karena tidak sesuai dengan kondisi di alam. Maka
pada paper Nie dkk. (2015) memodelkan sistem yang lebih realistis dengan
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menggunakan persamaan diferensial parsial dengan istilah unstirred chemostat
dimana terjadi difusi yang menciptakan lingkungan yang lebih kompleks,
mencerminkan adanya kompetisi mikroorganisme dalam kondisi yang lebih

realistis.

Berdasarkan penelitian laboratorium yang dilakukan tersebut, maka pada
penelitian ini akan dibangun model sistem PDP sistem dengan kondisi unstirred
chemostat, yang modelnya akan berbentuk sistem persamaan diferensial parsial tak
linier karena perubahan laju pertumbuhan mikroorganisme tidak hanya dipengaruhi
oleh waktu tapi juga konsentrasi substrat yang berbeda di setiap area di kemostat

dan adanya proses difusi yang terjadi di dalamnya.

Model sistem PDP dari kemostat yang akan dikaji memiliki bentuk
persamaan diferensial parsial parabolik. Keberadaan absorbing set dari model ini
akan dikaji seperti yang diberikan pada paper Parshad dkk. (2017). Namun, belum
ada penelitian yang membahas keberadaan absorbing set pada model sistem PDP
kemostat ini. Oleh karena itu, pada penelitian ini digunakan paper-paper dengan
bentuk sistem yang hampir sama sebagai rujukan, diantaranya paper yang diberikan
oleh Monica (2022) tentang transpor impuls listrik sinapsis dan model sistem PDP
FitzZHugh-Nagumo. Dalam papernya, penulis menunjukkan bahwa dengan
menggunakan fungsi energi yang sesuai untuk memastikan keberadaan solusi
terbatas dan absorbing set dalam ruang fasa pada sistemnya. Penelitian lain oleh
Moulay dkk. (2022) memfokuskan pada persamaan termistor nonlinier tiga kali
lipat. Masalah termistor adalah model sistem PDP yang menggambarkan difusi
suhu yang dihasilkan ketika arus listrik mengalir melalui suatu material. Dalam
papernya, penulis membuktikan adanya absorbing set dan global attractor terhadap
masalah tersebut.

2.2 Ruang Vektor
Definisi 2.1 Misalkan X adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi, yaitu
penjumlahan dan perkalian dengan skalar. Jika X memenuhi sifat-sifat berikut
dengan x,y,z € X dan «, 8 € R, maka X dikatakan ruang vektor Riil.

1. Berlaku x + y € X dan ax € X (tertutup terhadap penjumlahan dan

perkalian skalar).
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2. Berlakux+y=y+x.
3. Berlakux+ (y+2z)=(x+y)+z
4. Terdapat vektor 0 € X sedemikian sehingga 0 + x = x + 0 = x.
5. Terdapat —x € X sedemikian sehingga x + (—x) = (—x) + x = 0.
6. Berlaku a(x +y) = ax + ay.
7. Berlaku (a + B)x = ax + Bx.
8. Berlaku a(fx) = (af)x.
9. Untuk setiap x € X berlaku 1x = x.
(Kreyszig, 1989)
Salah satu contoh ruang vektor adalah ruang L? ().
Definisi 2.2 Diberikan 2 c R. Untuk p = 2, ruang L?(£2) didefinisikan sebagai
himpunan L?(Q) = {f | f:2 > Rdengan f terukur dan [, f(x)* dx < o }
(Kreyszig, 1989)
Contoh 2.1 Ruang L?(2) merupakan ruang vektor.
Bukti :
Akan dibuktikan bahwa ruang L2 (£2) memenuhi sifat-sifat ruang vektor.
1. Akan ditunjukkan bahwa (f + g) € L*(2) dan (af) € L*(2).

Pertama, ambil sebarang f, g € L?(2). Akibatnya,
J, f(x)?dx <oodan [, g(x)?dx < oo.
Perhatikan bahwa,

lf(x) + gl < If ()] + g ()]
< 2max{|f (), 1g()1}.

Oleh karena itu,

If () + g(0)1? < (2 max{lf ()], |g D
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= 22 max{|f (x)I% 1g(x)I?}
< 22(f(0)* + g(0)?). (2.1)
Selanjutnya dengan menggunakan Persamaan (2.1) dan sifat integral, diperoleh

f £ G0 + g2 dx s22<f FGO? dx + f g(x)de)
N 0 0

Karena [, f(x)?dx < oodan [, g(x)*dx < oo, maka

| 11+ g@Prdx <

0

Jadi terbukti bahwa (f + g) € L?(12).

Kedua, ambil sebarang (af) € L?>(2) dengan skalar « € R. Akibatnya,
f laf (x)|?dx < oo.
0

Perhatikan bahwa,

laf ()12 = a®f (x)%. (2.2)

Selanjutnya dengan menggunakan Persamaan (2.2) dan sifat integral, diperoleh
f laf (x)|?dx = azf f(x)%dx.
N 0

Karena a” [ f(x)?*dx < oo, maka [, |af (x)|*dx < oo.

Jadi terbukti bahwa (af) € L*(2).

. Akan ditunjukkan bahwa f + g = g + f.
Ambil sebarang f, g € L2().

j F(O)? dx + j g0 dx = f (FGO? + g(0)?) dx
0 0N 0
- f (g2 + F()?) dx
0

:L g(x)? dx +L f(x)*dx.

Jadi terbukti bahwa f + g =g + f.

10
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3. Akan ditunjukkan bahwa f + (g + h) = (f + g) + h.

Ambil sebarang f, g, h € L*(Q).

f f(x)? dx +<f g(x)? dx +f h(x)? dx)
0 0 a

=f f(x)? dx +f (g(x)? + h(x)?)dx
0 n
- f ((FO? + g(0)?) + h(x)?)dx

0

=f (F(x)? + g(x)¥)dx +f h(x)? dx
0 0

= <L f(x)?* dx +L g(x)?* dx )+L h(x)?* dx.

Jadi terbukti bahwa f + (g + h) = (f + g) + h.
4. Akan ditunjukkan bahwa terdapat vektor 0 € L?(£2) sedemikian sehingga

f+0=0+f=F.
Ambil sebarang f, g € L?(2) sedemikian sehingga f + g = f.

Perhatikan bahwa,

jﬂ f(x)? dx +fﬂ g(x)? dx =Jﬂ f(x)? dx

sehingga
2 d — 2 dx — 2 d
fﬂ 907 dx fn Fx)? dx fn )2 dx

j g(x)?dx =J 0dx =0 < oo.
Q

0

Oleh karena itu diperoleh bahwa g(x) = 0 € L2(2) sedemikian sehingga

f+0=f (2.3)
dan dengan menggunakan sifat (2) diperoleh

F+0=0+f. (2.4)

11
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Dari persamaan (2.3)-(2.4), terbukti bahwa
f+0=0+f=f.
. Akan ditunjukkan terdapat —f € L?(£2) sedemikian sehingga

fHEN=ENHf=0,

Ambil sebarang f € L2(2). Pilih @ = —1 pada sifat (1) diperoleh,

—f f(x)? dx < co.
Q

Akibatnya,

Lf(x)zdx +<—Lf(x)2dx>=j;20dx:0

dan dengan menggunakan sifat komutatif pada sifat (2) untuk setiap f €
L*(2), diperoleh

. f(x)zdx+<— | re dx>=<— | re dx>+ | rerax

=f 0dx = 0.
0

Jadi terbukti bahwa,

f+EN=EN+f=0.
. Akan ditunjukkan bahwa a(f + g) = af + ag.

Ambil sebarang f, g € L?(2) dengan skalar a € R.

| 1atr + @eordx = [ la(red + g0o)lax
= [ 1aPI(r + g0 dx
n

= azj |(F () + g(x))|2dx
Q

< a?2? (fﬂ f(x)? dx +fﬂ g(x)? dx)

12
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Sa2<f f(x)? dx +f g(x)zdx>
Q 0

=<L a’f(x)? dx +fn azg(x)zdx>

=f laf (x)|? dx +f lag(x)]|? dx < oo.
0 0
Jadi terbukti bahwa a(f + g) = af + ag.

7. Akan ditunjukkan bahwa (a + B)f = af + Bf.
Ambil sebarang f € L?(2) dengan skalar a, 5 € R.

| @+ mreorar = | la(re)+preo)dx

0 Q
_22 2 Zd 2 Zd
< <Laf(x) x+fﬂﬂf(x) x)
<([| a*f?d 2f(x)2 d
<<]ﬂaf(x) x+]ﬂﬁf(x) x)
=f a’f(x)? dx +f B?f(x)?* dx

Q Q

= [ laror ax + [ 1prcor dx <o
0 0]

Jadi terbukti bahwa (a + B)f = af + Bf.
8. Akan ditunjukkan bahwa a(Bf) = (aB)f.

Ambil sebarang f € L?(2) dengan skalar a, 8 € R.

| latBreo’ ax = | lap(reo)l” ax
0 0
~ [ @rre? ax
X0}

_ f laB(FCO)|? dx < oo
K9]

Jadi terbukti bahwa a(Bf) = (aB)f.
9. Akan ditunjukkan bahwa 1f = f.

13
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Ambil sebarang f € L?(2) dengan skalar @ = 1 dan dengan menggunakan sifat

perkalian diperoleh,

1f = <1>f 12 dx =f IfI2 dx = f.
0 0

Jadi terbukti bahwa 1f = f.

Karena semua sifat ruang vektor terpenuhi, maka L?()) merupakan ruang

vektor.

2.3 Ruang Bernorma

Definisi 2.3 Misalkan X ruang vektor dengan lapangan Riil. Norma didefinisikan

sebagai suatu pemetaan ||-|| : X = R untuk setiap x, y € X yang memenuhi sifat-

sifat berikut:

1. ||x|| = 0 untuk setiap x € X.
2. ||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0 dan untuk setiap x € X.
3. llex|| = |c| [|x]| untuk setiap x € X dan c € R.
4. |lx + yll < x|l + |yl untuk setiap x,y € X.
(Kreyszig, 1989)

Contoh 2.2 Fungsi ||-|| yang didefinisikan pada L?(€)) sebagai berikut:

1

IF GOl = ( fﬂ fxy? dx)7

untuk setiap f € L2(2) merupakan norma di ruang L? ().

Bukti:

1.

Akan ditunjukkan bahwa ||f(x)”L2(n) > 0.

Perhatikan bahwa f(x)? > 0.
Selanjutnya, karena integral dari fungsi positif merepresentasikan suatu

luasan yang selalu tidak bernilai negatif untuk setiap x di 22, maka

f f(x)? dx = 0.
Q

Akibatnya,

14



Universitas Hasanuddin

2
”f(x)”LZ(Q) = <L f(x)z dx) > 0.

2. Akan ditunjukkan ||f(x)||Lzm) = 0 jika dan hanya jika f(x) = 0.

Pertama, akan dibuktikan bahwa jika || f (x)|| = 0 maka f(x) = 0.

L)

Asumsikan || f ()|l 2¢q) = 0, sehingga

N =

IIf(X)IILzm)=<fn f00? dx> -0,

Karena [, f(x)? dx = 0, maka haruslah f(x) = 0.

Kedua, akan dibuktikan jika f(x) = 0 maka ||f(x)||Lz(m = 0.

Perhatikan bahwa,

N =

If Q20 = <fﬂ f(x)? dx) :

Karena f(x) = 0, akibatnya
1

Iz = ([ 0 dxf —o

Jadi terbukti bahwa || f (x)]| = 0 jika dan hanya jika f(x) = 0.

L*(2)
3. Akan ditunjukkan ||af(x)||Lzm) = |a|||f(x)||Lzm).

Perhatikan bahwa,

2
”af(x)"Lz(g) = <L (af(X))z dx) .

Berdasarkan sifat nilai mutlak, diperoleh

N| =
N =

Iaf gy = [ 1ar 07 )

= (|a|2 fn fxy? dx)

1
= (la?)z ( fn F0? dx>

= |af <f f(x)? dx) = lalllf )l 2
n

Jadi terbukti bahwa ||af(x)||Lzm) = |a|”f(x)”L2(!2)'

N =

15
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4. Akan ditunjukkan 1 GO + (Ol gy < 120y + 19 G2 gy

Berdasarkan ketaksamaan Minkowski, diperoleh

W@Hﬂ&mmm=Ldﬂ@+M@de

1 1

< (L f(x)? dx)2 + <L g(x)? dx)2

= 20y + gl 2 q)-
Karena fungsi ||-|| memenuhi 4 sifat norma, maka dapat disimpulkan

(L2(), |I]) merupakan ruang bernorma.

Definisi 2.4 Misalkan (X, || -||) merupakan ruang bernorma dengan x, € X.
Persekitaran—e dalam R didefinisikan sebagai himpunan Vi(x,) ={x € X :
llx — xoll < €}.

Contoh 2.3 Misalkan X = (R, || - ||) adalah ruang bernorma dengan ||x — x,ll =

|x — xo| untuk setiap x, x, € R. Persekitaran—e dalam R adalah

Vi(xg) = {x € Rlllx — xll = Ix — x| < &}

=xeR —e<x—xy <&}

={x ERlxg — & < x < xy + &}

= (xg — &x9 + €)-
Jadi, persekitaran-¢ dalam R merupakan interval buka (xo — &,x¢ + €).
Definisi 2.5 Misalkan (X, |- ||) adalah ruang bernorma. Himpunan A c X
dengan A # @ dikatakan terbatas jika terdapat k > 0 sedemikian sehingga

lx — x0ll < k, untuk setiap x, x, € A.

(Kreyszig, 1989)

Contoh 2.4 Misalkan (X, || - ||) adalah ruang bernorma dengan [|x — x|l = [x —
Xo| untuk setiap x,x, € R. Himpunan A = [0,1] < X merupakan himpunan

terbatas karena terdapat k = 1 sehingga ||x - x,|| < k untuk setiap x € [0,1].

Definisi 2.6 Ambil titik di x, € X dan bilangan rill r > 0 diberikan dalam tiga

kasus yaitu,

1.B(xg;r) = {x € X|llx — x|l <71} (Bola buka)

16
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2.B(xg;1) = {x € X||lx — x0ll <7} (Bola tutup)
3.5(xg;1r) = {x € X||lx — x| =7} (Bola)

dengan x, adalah pusat bola dan r adalah jari-jari bola.
(Kreyszig, 1989)

Definisi 2.7 Misalkan (X,|-]]) merupakan ruang bernoma dan A c X.
Subhimpunan A dikatakan buka jika untuk setiapx, € A terdapate > 0
sedemikian sehingga V;(x,) € A. Subhimpunan A dikatakan tutup jika X — A
buka, dengan X — A = {x € X, x & A}. Selanjutnya X — A ditulis A°.

(Kreyszig, 1989)

Contoh 2.5 Diketahui ruang bernorma X = (R,|-1) dan [lx —xll =
|x — xo| untuk setiap x, x, € R. Himpunan D = {x, € R|0 < x, < 1} c X buka di
X.

Bukti:
Ambil sebarang x, € D.
Pilihe = min{xy, 1 — x,}.

(i) Kasus1:untuk e = min{xy,1 — xo} = x5, makae = x, dan
Vi(xy) = {x e R| |lx — x| < &}
={x € R||x — x| < &}
={xeR —e<x—xy < ¢}
={x eER| —e+x < x < &+ x)}
={xeR —e+x<x <@ —x) + &}
={x eR|—xy+xy < x <1 —2x5+x}
={x € R0 < x < 1}

Jadi, VS(XO) c D.

(ii) Kasus 2: e = min{xg, 1 —x¢} = 1 —x,, maka € = 1 — x, dan
V.(xo) = {x € R|llx - x,ll < €}
={x eR||x — x| < &}
={xeER| —e<x—xy < &}

17
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={xeER| — & + xo <x<e+xp)
={xeER| — e+ (1 —x) <x <&+ x}
={xeR|1l — (¢ + xp) < x < 1}
={xeR|0 < x < 1}.

Jadi, V;(x,) € D.

Berdasarkan (i) dan (ii), diperoleh bahwa himpunan D buka di X karena untuk

setiap x, € D terdapat € > 0 sedemikian sehingga V;(x,) € D.
2.4 Ruang Banach

Definisi 2.8 Misalkan (X, || - ||) adalah ruang bernorma. X dikatakan lengkap jika
setiap barisan Cauchy {u,,} dalam X konvergen ke suatu x € X. Ruang bernorma

yang lengkap disebut ruang Banach.

(Kreyszig, 1978).
Contoh 2.6 Ruang L?(£)) merupakan ruang Banach.
Langkah 1. Menunjukkan ruang L?(€) adalah ruang bernorma.

Berdasarkan pada Contoh 2.2 telah ditunjukkan bahwa fungsi ||-|]| memenuhi 4 sifat

norma, sehingga disimpulkan bahwa (L*(€) , ||-||) merupakan ruang bernorma.
Langkah 2. Menunjukkan L2(Q) adalah ruang lengkap.

Untuk menunjukkan L?(Q) lengkap, maka perlu ditunjukkan bahwa suatu barisan
Cauchy {u,,} konvergen ke barisan u € L?(Q) yang dibuktikan melalui teorema
berikut:

Teorema 2.1 (Teorema Riesz-Fischer) Ruang bernorma L?(Q) merupakan ruang

yang lengkap.
Bukti:

Untuk kasus L2(€), maka cukup hanya ditunjukkan bahwa untuk setiap barisan
Cauchy {u,} di L?(Q), maka terdapat sebuah barisanu € L?(Q) sedemikian

sehingga barisan u,, konvergen ke suatu u € L2(Q).

18
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Karena {u,} adalah barisan Cauchy, maka dapat ditemukan sub barisan Un; dan

dengan memilih e = 27/ > 0 sedemikian sehingga

— —Jj
”unj+1 U, 2 <27,
Diperoleh
k k
— =Jj
Z:|unj+1 unj| <ZZ <1.
j=1 1.2 j=1

Untuk setiap k € N. Selanjutnya didefinisikan

k
vG) = lim Y funy,, () =, ()]

]

Dengan menggunakan lemma Fatou, akibatnya
lv|l2 <1.

Sehingga mengakibatkan v(x) < oo untuk hampir disetiap titik dan barisan berikut

t, () + D (i, () = 0, ()
j=1

jelas konvergen untuk hampir disetiap titik x. Karena jumlah parsial dari barisan ini

hanya u,, ,, (x), maka dapat didefinisikan suatu fungsi u(x) untuk hampir disetiap

titik x € (0,1) dengan
u(x) = lim Un,; (X).
Jjo
Akhirnya, dapat ditunjukkan bahwa u € L2(Q) maka ||lu,, — ull;z = 0,

Pilih suatu nilai N sedemikian sehingga

€

Dengan menggunakan lemma Fatou, akibatnya

19
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€
”u — unj”L2 < lim inf ”unk — Uy, < >

k—oo L?

Karenan; > N, makau —uy,, € L?(Q). Perhatikan bahwa,
u= (u — unj) + uy, dengan u,; € L?

maka diperoleh u € L?(Q). Untuk n > N, pilih j sedemikian sehingga n; > N dan

diperoleh

||un —u||L2 < ”un—unj + ”unj —u

L? 12

€

<—-—+=-==¢
2

€
2
Jadi terbukti bahwa untuk setiap barisan Cauchy {u,} di L?(Q), maka terdapat
sebuah barisan u € L?(Q) sedemikian sehingga barisan u,, konvergen ke suatu u €

I2(Q) .

Karena barisan u,, konvergen ke u di ruang L?(Q) , maka ruang L?(Q) adalah ruang
yang lengkap. Selanjutnya karena ruang L?(Q) adalah ruang bernorma dan lengkap

maka dapat disimpulkan L?(Q) merupakan ruang Banach.

2.5 Ruang Hasil Kali Dalam

Definisi 2.9 Misalkan X ruang vektor atas lapangan Riil. Hasil kali dalam pada X
adalah suatu fungsi (-,) : X X X — R untuk setiap x,y € X dan a € R memenuhi
sifat-sifat berikut:

1. (x+y2)=(x2)+ (y,2)
2. (ax,y) = a(x,y)
3. (xy)=(y,x)
4. (x,x) = 0dan(x,x) = 0 jika dan hanya jikax = 0.
(Kreyszig, 1989)
Definisi 2.10 Suatu ruang Hilbert adalah ruang hasil kali dalam yang lengkap

dengan norma yang didefinisikan sebagai berikut.
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llx|l = +/{x, x).
(Kreyszig, 1989).
Contoh 2.7 Fungsi (-,-) yang didefinisikan pada L?(Q) sebagai berikut:

(f, g) = J;f(x)g(X)dx

untuk setiap f, g € L?()) merupakan ruang Hilbert.
Bukti:
Langkah 1. Menunjukkan bahwa fungsi (-,-) yang didefinisikan pada

L? () memenuhi 4 sifat ruang hasil kali dalam
D (F +g.h) = fﬂ(f(x) + g00))h(x) dx
= fﬂ(f(x)h(x) + g(Oh(0)) dx
= ff(x)h(x)dx + f g(x)h(x) dx
Q Q
= (f, k) + (g, ).
(i) (af,g) = fﬂaf(x)g(x)dx
= a [ Fegax
Q
= alf,g).
i) (g, f) = fﬂg(x)f(x)dx

= [ g
Q

=9, f).
(iv) (f,f) = 0dan (f, f) = 0 jika dan hanya jika f = 0.

Perhatikan bahwa,

(ff) = fﬂf(x)f(x)dx

:f(f(x))zdx > 0.
Q

Jadi terbukti bahwa (f, f) = 0.
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Selanjutnya akan dibuktikan bahwa

(f,f) = 0 jika dan hanya jika f = 0.
Pertama, jika (f, f) = 0 maka akan ditunjukkan f(x) = 0.
Perhatikan bahwa,

(1) = [ fOOf) dx= [ (f(x) dx = 0.
Karena fﬂ(f(x))2 dx = 0 maka haruslah (f(x))* = 0. Akibatnya

fx) =0.
Kedua, jika f(x) = 0 maka akan ditunjukkan (f, f) = 0.

Karena f(x) = 0 maka diperoleh (f(x))2 = 0 sehingga dapat ditulis
(1) = | fearedx = [ (F@)Ydx = [ ©@2dx=0
Q Q Q

Jadi terbukti bahwa fungsi (-,-) yang didefinisikan pada L?(£2) memenuhi
4 sifat ruang hasil kali dalam.
Langkah 2. Menunjukkan L2 () adalah ruang lengkap.
Sebelum menunjukkan kelengkapan ruang L%(Q), Terlebih  dahulu
didefiniskan norma yang diinduksi dari ruang hasil kali dalam.
Ambil sebarang f, g € L?(Q), maka

(.9 = [ F@gGdx
Q
Untuk f = g, diperoleh

(f.f) = fﬂf(x)f(x)dx

(f.f) = fﬂ(f(x))zdx

fip- | J (reoyax
Ifll = / Jﬂ(f(x))zdx-

Sehingga barisan cauchy {u,} di ruang L?(2) dapat didefinisikan sebagai berikut:
Untuk setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga untuk setiap m,n > N

maka
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lum — unll = \/f | Uy, — upl?dx < e.
Q

Berdasarkan Teorema Riesz-Fischer (2.1), maka diketahui bahwa ruang L?(12)
lengkap. Karena L?(£2) memenuhi aturan hasil kali dalam dan L?(2) lengkap maka

L?(2) merupakan ruang Hilbert.

2.6 Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan Diferensial Parsial (PDP) adalah persamaan-persamaan yang
mengandung satu atau lebih turunan-turunan parsial. Persamaan tersebut haruslah
melibatkan paling sedikit dua variabel bebas (Ayres, 1992). Sebagai contoh
diberikan persamaan diferensial parsial berikut.

AL = u(x,t
Fri v engan u = u(x,t)
Pada persamaan variabel u merupakan variabel terikat, sedangkan x dan y

merupakan variabel bebas. Karena u bergantung pada x dan t. maka untuk mencari

nilai Z—Z, u akan diturunkan terhadap x dan t akan menjadi konstanta. Sedangkan

untuk mencari nilai g—l:, u akan diturunkan terhadap t dan x akan menjadi konstanta

Dalam Persamaan Diferensial Parsial perlu diketahui notasi-notasi berikut
Ju ou du Ju ou

=== U =77 Uy =% Uy =75 Uy =3
ox YT ot YT gx2 TR T gtz XU T oxt

Suatu Persamaan Diferensial Parsial (PDP) disebut linear jika tidak ada

Uy

perkalian antar variabel terikat dan derivatifnya. Selain itu, koefisien pada suatu
persamaan terebut hanya tergantung pada variabel bebas . Sedangkan suatu PDP
disebut non linear jika variabel terikat u dan turunan parsialnya berpangkat lebih
dari satu dengan koefisien konstanta atau koefisien yang tergantung pada variabel
terikat.

Orde dari suatu Persamaan Diferensial Parsial merupakan tingkat tertinggi
dari turunan parsialnya. Berikut beberapa contoh Persamaan Diferensial Parsial
(PDP) dengan orde tertentu.
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Contoh 2.8
1) aZ* =2 pppOrde2 & Li
1) azz=5, ( rde inear).

2%u ou .
(2) Zua—y2 ty—= 3x (PDP Orde 2 & Non Linear).

Bentuk umum PDP Orde 2 Linear dengan dua variabel sebagai berikut
Auyy + Buyy, + Cuyy + Du, + Euy, + Fu+ G = 0.
PDP ini terbagi dalam 3 tipe

(1) Persamaan Diferensial Eliptik,
Persamaan (2.1) dikatakan persamaan eliptik jika B2 — 4AC < 0.
Contoh: Persamaan Laplace

0%u  0%u
oz oy

(2) Persamaan Diferensial Parabolik,

0.

Persamaan (2.1) dikatakan persamaan diferensial parabolik jika B% —

4AC = 0.

Contoh: Persamaan Model Sistem Kemostat
ds d%s
—_ =K ——
ot~ Kgmz —Hu
ou 0%u

ot~ Koz ~#u

(3) Persamaan Diferensial Hiperbolik

Persamaan (2.1) dikatakan persamaan diferensial hiperbolik jika

B% — 4AC > 0.

Contoh: Persamaan Gelombang
0*u _ _,0%u
— =C?—.
ot? 0x?

2.7 Model Matematika Sistem Kemostat

Dalam dunia ilmu pengetahuan, banyak model matematika yang telah dibuat
untuk memprediksi dan mempelajari sistem biologis. Untuk melihat keberlanjutan

dan kepunahan suatu mikroorganisme, dibutuhkan suatu alat khusus salah satunya
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kemostat. Kemostat adalah sebuah alat laboratorium yang digunakan untuk
pertumbuhan mikroorganisme dalam lingkungannya (Novick dan Szilard, 2015).

Dalam sistem ini, konsentrasi substrat (s) dan populasi mikroorganisme
(x) berubah seiring waktu. Laju perubahan konsentrasi nutrisi dipengaruhi oleh
beberapa faktor seperti laju aliran masukan nutrisi, laju konsumsi oleh
mikroorganisme, dan laju penghilangan. Demikian pula populasi mikroorganisme
tumbuh dengan laju tertentu dan dipengaruhi oleh konsentrasi nutrisi. (Jerome dkk.,
2017).

Bentuk umum dari model kemostat klasik sebagai berikut :

ds

pri K(sin —s) — u(s)u

du p (2.1)
E - (,LL(S) - )ul

dengan s(x,t) dan u(x,t) masing-masing merupakan konsentrasi substrat dan
spesies, K menunjukkan laju pengenceran/aliran masuk, s;, konsentrasi masukan
dari substrat dan u(s) menggambarkan fungsi konsumsi spesies. Terdapat berbagai
kemungkinan untuk mendefinisikan fungsi konsumsi dalam model kemostat.
Fungsi konsumsi menggambarkan bagaimana spesies mengonsumsi nutrisi dalam
lingkungan yang diberikan. Salah satu jenis fungsi konsumsi yang paling umum
digunakan dalam model kemostat adalah tipe Monod yang dimodifikasi menjadi

fungsi tipe Haldane sebagai berikut

msu

uis) = a+s

Namun, dalam perkembangannya, model persamaan diferensial biasa tidak
mencerminkan keadaan yang sebenarnya, oleh karena itu dalam paper Lan dan Lin
(2021) mengkonstruksikan model kemostat menjadi sistem persamaan diferensial

parsial berikut:

25



Universitas Hasanuddin

9 K % u(s)u
ot dx?
ou 0%u (2.2)
ot Nxz p(s)u,
dengan :
s(x, t) : Konsentrasi nutrisi pada waktu t (g/L)
u(x, t) : Konsentrasi mikroorganisme pada waktu t (g/L)
K : Laju pengenceran (L/h)
u(s) : Laju konsumsi mikroorganisme (h™1)
m - Laju pertumbuhan maksimum (h™1)
a : Konstanta Michaelis-Menten
Z—i : Laju perubahan nutrisi terhadap waktu (g/L)/h
‘;—? : Laju perubahan mikroorganisme terhadap waktu (g/L)/h

Model matematika Persamaan (2.3) memiliki nilai koefisen A = D,B = 0,dan C =
0, maka diperoleh nilai B2 — 4AC = 0 yang berarti bahwa persamaan termasuk
persamaan diferensial tipe Parabolik. Persamaan tersebut juga termasuk PDP non-
linear karena terdapat perkalian antar variabel terikat dan derivatifnya.
Pada titik awal (saat t = 0), konsentrasi nutrisi dan mikroorganisme bernilai non-
negatif dapat dituliskan sebagai syarat awal berikut:
s(x,0) =s59(x) =0, 0<x<1
u(x,0) =uy(x) 20, 0<x<1
Saat waktu mulai berjalan, sistem kemostat memenuhi syarat batas berikut;
s,(0,t) =s% s, (L, ) +ys(1,t) =0, t>0
u,(0,t) =0. u,(1,t) +yu(l,t) =0, t>0
Syarat batas s, (0,t) = s® menunjukkan bahwa pada tepi kiri sistem kemostat,
konsentrasi nutrien memiliki gradien yang konstan dan bernilai positif sebesar s°.
Ini menggambarkan kondisi di mana nutrien masuk ke dalam sistem pada tepi Kiri
dengan laju aliran s°. Sedangkan untuk s,(1,t) +ys(1,t) = 0, menunjukkan
bahwa pada tepi kanan sistem kemostat, aliran keluar diimbangi oleh laju aliran

masuk yang dikendalikan oleh parameter y. Syarat batas ini mencerminkan kondisi

26



Universitas Hasanuddin

di mana terdapat aliran keluar dari sistem pada tepi kanan, namun aliran ini diatur
oleh parameter y sehingga terdapat keseimbangan antara aliran masuk dan keluar
dari sistem kemostat. Ini menunjukkan pada tepi kanan kemostat konsentrasi
substratnya stabil dan bernilai nol. Diasumsikan juga bahwa akan selalu ada
susbtrat pada posisi x dan waktu t.
(Jerome dkk., 2017)
2.8 Absorbing Set
Definisi 2.11 Misalkan B(0, R) bola buka dengan pusat O dan radius R > 0 di
H.Himpunan terbatas B, < H disebut absorbing set jika untuk setiap nilai awal
zy € B(0,R) c H terdapat ty = ty(R) sedemikian sehingga
z(x,t) € By, Vt=ty
dimana z(x, t) adalah solusi yang dimulai dari z,.
(Giorgi dan Pata, 1998)
Lemma 2.1. Untuk setiap z, elemen himpunan terbatas B subset H, terdapat t; =
ty(R) = 0 sedemikian sehingga untuk setiap t > ty dipenuhi
lz(t, z)ll < C
dengan C > 0.
(Ammi, 2023)

Ketaksamaan Poincare
Definisi 2.12 Misalkan p, 1 < p < oo, dan 2 adalah himpunan terbatas, maka
terdapat konstanta C, bergantung pada £ dan p. Sehingga untuk setiap fungsi u
dalam ruang Sobolev Wol'p(m , berlaku
lullr iy < ClIVUllr o).
(Hunter, 2014)
Gronwall Lemma
Lemma 2.2 Misalkan u suatu fungsi kontinu dan a,b suatu konstanta positif
yang memenuhi pertidaksamaan berikut
u <au+b pada (0,T)

maka u memenuhi pointwise estimate
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t
u(t) < e4®y(0) + f b(s)eA®-A6) g vt € [0,T)
0

dengan A(t) := fot a(s)ds.

(Paris, 2019)
Beberapa contoh kasus dalam Gronwall Lemma sebagai berikut:
1u' <a(®u+b() = u(t) <u(0)ed®,

2.u' <au+b = u(t) <u(0)e* + Z.
3.u' <au+b(t) = ut) <u(0)e*® + fotea(t_s)b(s)ds.

4.u +b(t) <al®uab=>0 = ut) + fotb(s)ds < u(0)e4®,

2.9 Ketidaksamaan Differensial Energi

Teorema 2.2 (Ketidaksamaan Diferensial Energi)

dE

dimana E (t) adalah fungsi energi tertentu dari solusi u, dan setara dengan norma
(atau norma kuadrat) solusi di H, dan C,, C, adalah dua konstanta positif yang tidak

bergantung dari data awal u,, dengan

E(t) < E(0)e 4t +g—i vt = 0.
E(0) merujuk pada nilai awal dari fungsi energi tertentu dari solusi u pada waktu
awal t = 0. Dalam konteks ini, E (0) dibatasi oleh suatu konstanta yang tergantung
pada himpunan terbatas B dari data awal. Artinya, nilai E'(0) tidak dapat melebihi
batas tertentu yang tergantung pada himpunan B. Maka akan ada waktu tertentu

t,(B) yang bergantung pada B, di mana untuk setiap t > t,(B), energi E(t) akan

terbatas oleh %

1

_ 26,
<3

Hal ini menyiratkan bahwa setelah waktu t, (B) tertentu, semua orbit yang dimulai

28



Universitas Hasanuddin

dari himpunan terbatas B akan secara seragam masuk ke dalam bola penyerap

. 2C
dengan radius C—Z

1

(Zheng dan Songmu, 2004)
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