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Lampiran 1 Persamaan Diferensial Non-Eksak

Definisi 1 (Ross, 2004)

Misalkan F yaitu fungsi dari dua variabel real yang mempunyai turunan parsial
pertama yang kontinu pada domain D. Turunan total dF dari fungsi F
didefinisikan sebagai berikut

dF (x, OF (x,
_0F( y)dx4_ ( y)dy

dF(x,y) = % 3y
untuk setiap (x,y) € D.
Definisi 2 (Ross, 2004)
M(x,y)dx + N(x,y)dy. (1)

Ekspresi (1) disebut diferensial eksak pada domain D jika terdapat fungsi F yang
merupakan fungsi dari dua variabel real sedemikian sehingga

OF (x,y) oF (x,y)
T = M(x, }’), T

untuk setiap (x,y) € D.

= N(x,y)

Jika M(x,y)dx + N(x,y)dy adalah diferensial eksak, maka persamaan
diferensial berikut
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

disebut persamaan diferensial eksak.
Teorema 1 (Ross, 2004)
Misalkan terdapat persamaan diferensial

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (2)
dengan M dan N mempunyai turunan parsial pertama yang kontinu pada semua
titik (x, y) dalam domain D.
1. Jika Persamaan (2) adalah persamaan diferensial eksak pada domain D,

maka

oM (x,y) ON(x,y)
dy  ox

untuk semua (x, y) € D.
2. Sebaliknya, jika

oM (x,y) ON(x,y)
dy ox
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untuk semua (x,y) € D, maka Persamaan (2) adalah persamaan diferensial
eksak pada domain D.
Teorema 2 (Ross, 2004)
Misalkan persamaan diferensial
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
memenuhi Teorema 1 dan eksak pada domain D, maka F(x,y) = ¢ dengan F

adalah fungsi sedemikian sehingga

oF (x,y)
ox

0F (x,
M(x,y), ¥=N(m’)

untuk setiap (x,y) € D dan ¢ merupakan sembarang konstanta.
Definisi 3 (Ross, 2004)
Jika persamaan diferensial
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (3)
bukan persamaan diferensial eksak pada domain D, tetapi persamaan diferensial
uCx, y)M(x, y)dx + pu(x, y)N(x,y)dy = 0
merupakan persamaan diferensial eksak pada domain D, maka u(x,y) disebut
faktor integrasi dari persamaan diferensial (3).
1. Solusi umum dari g, pada (4.62)
Pada (4.62) terdapat persamaan diferensial berikut yang perlu diselesaikan

dg ¥ g%~ ~ * ~
d_%o = —agpciipgo + 66 (1 — go)- (4)

Substitusi solusi dari 71, pada (4.64) yaitu

T

. bse
Ny = * o~
acY0

ke Persamaan (4), diperoleh persamaan berikut

dg . % L e .

d_fo = —p¢pse” " + 8¢ (1 — go),

(pepse™ = 851 — §o) ) di + dgo = 0. 5)

Misalkan u = e®, maka % =e? atau df = i—? = ‘L—u, sehingga Persamaan (5)
menjadi

bsDs _ 5¢(1—go)
u? u

>du +dg, = (6)
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Misalkan M, (u, §o) = (¢5p5 - 63(11:‘60)) dan N;(u,g,) =1, maka diperoleh

u2

%gf"g") = ‘i—‘; dan 2228490) _ ) Berdasarakan Teorema 1, Persamaan (6) bukan
0

. . M, (w,gy) , ONy(ug
merupakan persamaan diferensial eksak sebab 3(;90) + 1;290). Oleh karena
0

itu, perlu dicari terlebih dahulu faktor integrasi u(u) sehingga Persamaan (6)

menjadi persamaan diferensial eksak, yaitu
a(M(U)M1(u’ go)) _ 0(/,1(u)N1(u, QNO))

a7, du
aM1(u, go) ~ a,u(u) aN1(U,§0)
li(u)a—go = N1 (u, §o) e + /«l(u)T,
ou(w) _ p()  (OMy(w,Go) 0Ny Go)
ou  Ni(w go) ddo ou '
Inu(w) = j 1 <6M1(u,g0) _ IN; (u, go)) ou
N;(u, §o) 9o Jdu ’
1 oM; (w,go) ON1(w,go)
ulu) =e N1(u1§0)( 15@0 : 16u : >6u
6*
= efTGau
— elnuS*G+A1
= Au’G.

Misalkan 4 = 1, sehingga faktor integrasi yang digunakan yaitu u(u) = u%.
Kalikan faktor integrasi u(u) tersebut ke Persamaan (6), diperoleh
U0 <¢ZPS _ 8¢(1 = go)
u

= )du +ub6dg, =0 )

Misalkan M, (u, §,) = u’¢ (¢sz — SG(lu_gO)) dan  N,(u, §o) = u®s, maka

oM, (w,go) — 581162_1 dan ION,(w,go)

o = 5;u’¢~1, Berdasarkan Teorema 1,
9o ou

diperoleh

aMZ(ulgO) —

Persamaan (7) merupakan persamaan diferensial eksak sebab 25
0

%. Berdasarkan Definisi 1 dan 2, terdapat fungsi F(u,g,) sedemikian
sehingga
oF (u, go) . 5. (Peps  66(1— go)
T=Mz(u;go)=u ‘\7z ~ ” (8)
dan
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aF (ul gO)
d4o

Berdasarkan Persamaan (8), diperoleh

= Ny(u, go) = u’a, 9)

F(u, go) = sz(u, go) ou +v(go)

_ ju(ng; (‘Péps _ 5¢(1— go)
u

u’

) ou +y(Jo)

= uf (wf’_—";)u ~1+ go) +7(go). (10)

Selanjutnya, berdasarkan Persamaan (10), diperoleh

OFWgo) _ s ¥ (Go) 1)
9do ddo
Bandingkan Persamaan (9) dengan Persamaan (11), diperoleh
u® + M = u%
dgo
dy(Jo) _
dgo
¥(Jo) = ki. (12)
Substitusi Persamaan (12) ke Persamaan (10), diperoleh

)

0,

. . ( ¢cp N
F(u, §o) = u’ <@G*G_—i)u— 1+ go |+ ki

Berdasarkan Teorema 2 yaitu F(u, §,) = k, maka diperoleh

u52<&—1+g0>+k1=k2,

6z —Du
$cPs K17 (13)
G, = — 1 .
9o ="z —Du T ue
Substitusi u = e ke Persamaan (13), diperoleh solusi umum dari g, pada (4.62)
yaitu
go = _%B_f +1+ K17e_68‘[.

2. Solusi umum dari g5 pada (4.99)
Pada (4.99) terdapat persamaan diferensial berikut yang perlu diselesaikan

90

dt° = _“Zk;d’znggg + 52(1 - gg) (14)
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Substitusi solusi dari ng pada (4.101) yaitu

o

—U1—Hy—T
no _ pse H1—HU2
0 — * O
acz90

ke Persamaan (14), diperoleh persamaan berikut

dgo °
290 = —pepseta 4 85 (1 - g§). (15)
Berdasarkan Persamaan (4.94) yaitu
_ $:ps
.u2 - ln 5* - l’tl
G
maka Persamaan (15) dapat ditulis sebagai berikut
dgo * —° o
d_rg = 8(—e™ +1-g5),
Se(e™™ =1+ g§)dr° +dgg = 0. (16)
Misalkan u = e™", maka % = e atau dt° = :7% = %, sehingga Persamaan (16)
menjadi
" 1 gg -1 o
O¢ ﬁ-'_ ” du+dgy = 0. 17)

Misalkan M, (u, gg) = 6; (%+ ggu—1) dan N;(u,gg) =1, maka diperoleh

% = %G dan % = 0. Berdasarkan Teorema 1, Persamaan (17) bukan
0

My(ug;) , ON1(u95)

200 P Oleh karena

. , a
merupakan persamaan diferensial eksak sebab

itu, perlu dicari terlebih dahulu factor integrasi u(u) sehingga Persamaan (17)

menjadi persamaan diferensial eksak, yaitu
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0(kGOM(w, g5)) _ A(u@IN; (u, g5))

99, ou
oMy (u, go) u(u) dN;(u, gg)
p(u) . N (u, g¢) p(u) F—
op(w) __ p(w) aMl(u,g(?)_aNl(u,gc?
du N (w, go) 990 du '
In p(u) :f 1 <6M1(u ,90) aNl(u,g8)> ou
N;(u, g3) a9, ou ’
1 /3M1(u90) 3N1(u90)> u
ulu) =e Ni(wgg)\ 990 ou
5k
_ S
— elnu52+A1
= AuSs.

Misalkan A = 1, sehingga faktor integrasi yang digunakan yaitu pu(u) = u%

Kalikan faktor integrasi u(u) tersebut ke Persamaan (17), diperoleh

* 1 gg - 1 *
o) * ) o __
u®ed; <_u2 + ” >du + uédgy, = 0. (18)
Misalkan M, (u, g3) = u%668; (—12 4 %= 1) dan N,(u, g3) = u%s, maka diperoleh

aMZ(ugo) 6* 66—1 aNz(”Qo) 6* 56—1

dan Berdasarkan Teorema 1,
g5 ou
) ) aMz(u,gS)_
Persamaan (18) merupakan persamaan diferensial eksak sebab Sy
0
9N2(495) - Bergasarkan Definisi 1 dan 2, terdapat fungsi F(w,gS) sedemiki
—.— - Berdasarkan Definisi an 2, terdapat fungsi F(u, ggy) sedemikian
sehingga
aF(ug) o sienf 1 go—1
5y~ Ma(u,g0) =utede | o+ (19)
dan
oF (u, g, )
0P 90) _ y, u, g9) = . 0)
990

Berdasarkan Persamaan (19), diperoleh
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F(u,go) = sz(u,gE?) ou+7(92)

. 1 go-1
_ o) * o
= fu oy <_u2 + ” > ou+vy(go)

. O o o
= u(SG <—(6* —Gl)u + 90 — 1) + y(go) (21)
G

Selanjutnya, berdasarkan Persamaan (21), diperoleh

OF (w,g0) _ - dy(go)

: 22
990 dgo %2
Bandingkan Persamaan (20) dengan Persamaan (22), diperoleh
u‘s& n dV(goo) — ué*z;’
dgo
dy(g0) _
dgo '
¥(g0) = k1. (23)
Substitusi Persamaan (23) ke Persamaan (21), diperoleh
5*
oy — 4,86 G o __
F(u,gg) =u G<(6(’§ — 1)u+g0 1> + k;.
Berdasarkan Teorema 2 yaitu F(u, gg) = k, maka diperoleh
wi (2 g0 1)k =k
(62 _ 1)u 9o 1 2
o _ 8¢ K>, (24)
9o = ©r - 1)u+ 1 +u53'

Substitusi u = e” ke Persamaan (24), diperoleh solusi umum dari g pada (4.99)
yaitu
o _ 86
9o = _m
Berdasarkan Persamaan (4.94) diperoleh
8¢ = pgpse 17z
sehingga Persamaan (25) dapat ditulis sebagai berikut

o ¢2pse_ul_”2_ro
0= TG - D

e +1+ Kzze“g&’o. (25)

+ 1 + K228—52T0.
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Lampiran 2 Nilai Parameter pada Non-Dimensionalisation Model untuk & =

0,008

Tabel 1 Deskripsi parameter baru pada non-dimensionalisation model untuk € =

0,008.
Parameter Nilai

¢ 0,669

8¢ 0,669
Spsi 36,789

ag 1,002

ag 3676,254
s 87,17
b¢ 168,122
Vpq 0,0047
VR1 0,002
kpq 1,706 .107°
kne 9,167 .10710
Vg 0,0033
Vg 0,003
kpy 4,185.107°
k- 3,6901.107°

115



UNIVERSITAS HASANUDDIN

Lampiran 3 Metode Newton-Rhapson

Metode Newton-Rhapson dapat digunakan untuk memperoleh solusi dari

f(x) =0. Langkah pertama yang dilakukan dalam metode tersebut yaitu

menentukan nilai tebakan awal x,. Berikutnya, lakukan iterasi dengan formula
berikut

frix)’

sampai mencapai toleransi eror atau jumlah iterasi yang ditetapkan (Sauer, 2012;

Burden & Faires, 2011). Persamaan (4.115) yaitu

c beps
6 — 1

tidak dapat diselesaikan secara langsung untuk menemukan nilai dari u,. Tetapi

Xiy1 = X i = 0, 1, 2, 3,

1+ (e_aGul — e_ul) =0

dengan nilai parameter pada Tabel 4.6, nilai u; dapat ditentukan menggunakan
metode Newton-Rhapson. Nilai tebakan awal yang digunakan yaitu u;, = 0.
Berdasarkan Tabel 2 dapat dilihat bahwa nilai dari u; mulai dari iterasi 3 dan
seterusnya memiliki nilai yang sama pada 6 digit pertama sehingga diperoleh
Uy ~ 0,22404.

Tabel 2 Nilai u, pada setiap iterasi dengan menggunakan metode Newton-

Rhapson

i Hi; f(l’lli) f,(uli) M1i41

0 0 1 -5,3799 | 0,18588
1 0,18588 | 0,1435472 | -3,8944 | 0,22274
2 0,22274 | 0,0047287 | -3,6399 | 0,22404
3 0,22404 | 5,685E-06 | -3,6311 | 0,22404
4 0,22404 | 8,248E-12 | -3,6311 | 0,22404
5 0,22404 0 -3,6311 | 0,22404
6 0,22404 0 -3,6311 | 0,22404
7 0.22404 0 -3.6311 | 0.22404
8 0.22404 0 -3.6311 | 0.22404
9 0.22404 0 -3.6311 | 0.22404
10 0.22404 0 -3.6311 | 0.22404
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Lampiran 4 Sintaks Matlab

Berikut adalah sintaks matlab yang digunakan dalam tugas akhir ini
https://rb.qy/81kix3
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