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ABSTRAK 

Graf lollipop (𝐿𝑚,𝑛) merupakan graf yang diperoleh dari penggabungan graf 

lengkap 𝐾𝑚 dan graf lintasan 𝑃𝑛. Misalkan 𝑀(𝐿𝑚,𝑛) merupakan matriks 

ketetanggaan graf lollipop. Matriks ketetanggaan graf lollipop 𝑀(𝐿𝑚,𝑛) dapat 

dinyatakan dalam bentuk matriks blok. Suatu vektor yang bebas linear disebut basis 

dari suatu ruang eigen. Ruang eigen dari suatu nilai eigen pada matriks 

ketetanggaan graf lollipop dinotasikan sebagai 𝐸𝜆 (𝑀(𝐿𝑚,𝑛)). Adapun dimensi 

ruang eigen dari matriks ketetanggaan lollipop 𝑀(𝐿𝑚,𝑛), dinotasikan dengan 

𝑑𝑖𝑚𝐸𝜆 (𝑀(𝐿𝑚,𝑛)).  Pada skripsi ini akan ditentukan basis dan dimensi ruang eigen 

dari matriks ketetanggaan graf lollipop 𝑀(𝐿𝑚,𝑛) dengan hanya menggunakan nilai 

eigen berupa bilangan bulat, 𝜆 ∈ ℕ.  

Kata Kunci: graf lollipop, matriks ketetanggaan, matriks blok, nilai eigen, basis 

ruang eigen, dimensi ruang eigen 
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ABSTRACT 

The lollipop graph (𝐿𝑚,𝑛) is graph obtained by combining the complete graph 𝐾𝑚 

and the path graph 𝑃𝑛. Let  𝑀(𝐿𝑚,𝑛) be the adjacency matrix of the lollipop graph. 

The adjacency matrix of the lollipop graph 𝑀(𝐿𝑚,𝑛) can be expressed in block 

matrix form. A linearky vecktor is called the basis of an eigenspace. The eigenspace 

of an eigenvalue in the adjacency matrix of lollipop graph is denoted as 

𝐸𝜆 (𝑀(𝐿𝑚,𝑛)). The dimensions of the eigenspace of the lollipop adjacency matrix 

𝑀(𝐿𝑚,𝑛) are donated by 𝑑𝑖𝑚𝐸𝜆 (𝑀(𝐿𝑚,𝑛)). In this thesis, we will determine the 

basis and dimensions oh the eigenspace of the adjacency matrix of the lollipop 

graph 𝑀(𝐿𝑚,𝑛) using only eigenvalues in the form of integers, 𝜆 ∈ ℕ. 

Keywords: lollipop graph, adjacency matrix, block matrix, eigenvalues, eigenspace 

basis, eigenspace dimensions. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar linear merupakan salah satu bidang studi matematika yang 

mempelajari tentang matriks, nilai eigen dan vektor eigen serta sistem persamaan 

linear. Aljabar linear memiliki peran hampir di semua bidang ilmu matematika. 

Sebagai contoh, aljabar linear menjadi dasar dalam menjelaskan geometri secara 

modern, termasuk dalam mendefinisikan objek-objek dasar seperti garis, bidang, 

rotasi maupun ruang fungsi.  

Matriks merupakan sekumpulan bilangan khususnya bilangan riil yang 

disusun berdasarkan baris dan kolom, serta ditempatkan didalam tanda kurung. 

Bentuk matriks dapat berupa persegi ataupun persegi Panjang. Hal ini bergantung 

pada jumlah baris dan kolom dari matriks tersebut. Adapun matriks yang diperoleh 

dari merepresentasikan suatu graf dengan cara melihat hubungan antar simpul atau 

titik yang ada pada graf disebut matriks ketetangaan. Matriks ketetanggaan atau 

matriks adjacency merupakan salah satu permasalahan yang dibahas dalam teori 

graf.  

Dalam konteks aljabar linear, ruang eigen merujuk pada himpunan semua 

vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen tertentu dari suatu matriks. Basis 

ruang eigen adalah kumpulan atau himpunan vektor eigen yang membentuk basis 

untuk ruang eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen tertentu. Sedangkan dimensi 

ruang eigen adalah jumlah vektor eigen yang membentuk basis untuk suatu ruang 

eigen.  

Selain aljabar linear, dalam matematika dikenal pula teori graf. Teori graf 

merupakan pokok bahasan yang sudah tua usianya namun memiliki banyak terapan 

sampai saat ini. Graf digunakan untuk merepresentasikan objek-objek dsikrit dan 

hubungan antara objek-objek tersebut (Munir, R., 2005). Teori graf pertama kali 

muncul pada tahun 1736, yaitu karena adanya masalah jembatan Königsberg. 

Königsberg terhubung ke daratan oleh tujuh jembatan, yang dibelah oleh Sungai 

Prega, yang mengelilingi Pulau Kneiferhof, dan kemudian terbagi menjadi dua 

anak sungai. Matematikawan Swiss Leonhard Euler adalah orang pertama yang 
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memecahkan masalah jembatan Königsberg, yaitu menemukan kemungkinan 

melintasi seluruh jembatan tepat satu kali dan kembali ke tempat semula. 

Banyak hal tak terduga dan berguna yang dihasilkan dengan 

menghubungkan dua bidang studi matematika yaitu aljabar linear dan teori graf. 

Berbagai penelitian telah dilakukan terkait aljabar linear dan graf. Pada tahun 2014, 

Soleha dan Dian W. Setyawati dari Institut Teknologi Sepuluh Nopember 

melakukan penelitian tentang karakterisasi aljabar pada graf bipartit. Di tahun yang 

sama, Igaku Ayu Kinanthi, seorang mahasiswa dari Universitas Brawijaya 

melakukan penelitian mengenai penentuan spektrum dan diameter graf 

menggunakan nilai eigen. Kemudian pada tahun 2020, Juwita Fransiska Mandey, 

dengan kedua rekannya meneliti tentang automorfisma graf lollipop. Selain itu, 

pada tahun 2021, Iffa Rahma Larasati juga melakukan penelitian mengenai graf 

lollipop yaitu determinan matriks ketetanggaan dari graf lollipop 𝐿(3,𝑛) dan 𝐿(4,𝑛). 

Selain beberapa penelitian yang telah disebutkan di atas, masih banyak penelitian 

lain terkait teori graf dan aljabar linear. 

Berdasarkan penulusuran literatur yang dilakukan, penulis tertarik untuk 

melakukan penelitian lebih lanjut terkait graf khususnya graf lollipop. Jika 

sebelumnya peneliti lain menentukan hingga determinan matriks ketetanggaan pada 

graf lollipop, maka pada penelitian ini dilakukan untuk memperoleh basis ruang 

eigen dari matriks ketetanggaan graf lollipop. Oleh karena itu, penulis memutuskan 

untuk melakukan penelitian terkait basis dan dimensi ruang eigen dari matriks 

ketetanggaan graf lollipop. 

1.2 Rumusan Masalah 

Setiap matriks memiliki suatu nilai eigen yang bersesuaian dengan basis 

dari satu atau lebih vektor eigen yang membentuk suatu ruang eigen maka masalah 

yang dapat dirumuskan yaitu bagaimana basis dan dari ruang eigen yang dihasilkan 

dari matriks ketetanggaan graf lollipop? 

1.3 Batasan Masalah 

Untuk matriks berukuran 𝑛 × 𝑛, jumlah nilai eigen yang mungkin adalah 𝑛, 

sehingga terdapat beberapa ruang eigen matriks ketetanggaan graf lollipop. Oleh 

karena itu diberikan batasan masalah sehingga pada penelitian ini yang dibahas 

hanya nilai eigen yang berupa bilangan bulat. 
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1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini yaitu untuk memperoleh basis dan dimensi ruang 

eigen dari matriks ketetanggaan lollipop pada ruang eigen tertentu. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah menambah pengetahuan 

baru bagi penulis dan pembaca terkait basis dan dimensi ruang eigen yang 

dihasilkan dari matriks ketetanggaan suatu graf, khususnya pada graf lollipop serta 

dapat menjadi sumber referensi terutama bagi yang ingin melakukan penelitian 

mengenai basis dan dimensi ruang eigen matriks ketetanggaan graf. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 Pada bab ini akan dijelaskan mengenai secara singkat konsep dasar yang 

menunjang pembahasan masalah, seperti definisi, teorema dan istilah-istilah serta 

beberapa contoh graf yang berkaitan dengan basis dan dimensi ruang eigen matriks 

ketetanggaan graf lollipop 

2.1 Dasar-dasar graf 

Secara umum, graf dapat didefinisikan sebagai berikut. 

Definisi 2.1.1 Graf merupakan pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) dapat ditulis dengan 𝐺 =

(𝑉, 𝐸) dengan 𝑉 adalah suatu himpunan tak kososng dan berhingga dari objek-

objek yang disebut sebagai simpul, dan 𝐸 adalah suatu himpunan (yang mungkin 

kosong) yang berisi pasangan simpul yang tak berurutan dari simpul-simpul yang 

berbeda di 𝐺 yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di 𝐺 dituliskan dengan 𝑉(𝐺) 

dan himpunan sisi dituliskan dengan 𝐸(𝐺). (Munir, R, 2005) 

Contoh 2.1.1 Gambar di bawah ini merupakan contoh dari suatu graf. 

 

Gambar 2.1.1 Graf 

Berdasarkan gambar 2.1.1, terdapat simpul 𝑣1, 𝑣2 dan 𝑣3 yang dihubungkan 

oleh sisi 𝑒1 dan 𝑒2, atau dapat dapat ditulis 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3} dan 𝐸(𝐺) =

{𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3} atau 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2}.  

Pengelompokkan graf dapat dipandang berdasarkan ada tidaknya sisi ganda 

maupun gelang ataupun berdasarkan orientasi arahnya.  Berdasarkan orientasi arah 

pada sisi, maka secara umum graf dibedakan menjadi 2 jenis yaitu graf tak-berarah 

dan graf berarah. Namun dalam penelitian ini, jenis graf yang digunakan adalah 

graf tak-berarah.  

Definisi 2.1.2 Graf yang sisinya tidak mempunyai orientasi arah disebut graf tak-

berarah. Pada graf tak berarah, urutan pasangan simpul yang dihubungkan oleh sisi 

tidak diperhatikan. Jadi, (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢) adalah sisi yang sama. (Munir, R, 2010) 

𝑒1 𝑒2 
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Contoh 2.1.2 Berikut merupakan contoh dari graf tak berarah 

 

Gambar 2.1.2 Graf tak berarah 

Gambar 2.1.2 adalah graf tak berarah yang memiliki 5 simpul yang berbeda 

serta dihubungkan oleh sebuah sisi, dengan setiap sisinya merupakan pasangan tak-

terurut, sehingga dapat ditulis (𝑣1, 𝑣2) = (𝑣2, 𝑣1). 

Berikut akan dijelaskan mengenai beberapa istilah yang diperlukan pada 

pembahasan selanjutnya. 

Definisi 2.1.3 (Hasmawati, 2020) Misalkan 𝐺 adalah suatu graf dan 𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ∈ 𝑉(𝐺) 

serta 𝑥 ∈ 𝐸(𝐺). Jika 𝑥 = 𝑣𝑖𝑣𝑗, maka dikatakan bahwa 

1. Titik 𝑣𝑖 bertetangga (adjacent) dengan titik 𝑣𝑗. 

2. Sisi 𝑥 terkait (incident) dengan titik 𝑣𝑖, demikian pula untuk 𝑣𝑗.  

Contoh 2.1.3 Berdasarkan gambar 2.1.2, simpul 𝑢1 bertetangga dengan simpul 

𝑢2, 𝑢3, 𝑢4 dan 𝑢5. Sedangkan simpul 𝑢2 bertetangga dengan 𝑢1, 𝑢3, 𝑢4 dan 𝑢5. 

Definisi 2.1.4 Derajat (Degree) merupakan jumlah sisi yang bersisian dengan suatu 

simpul pada graf tak-berarah. Derajat dari simpul 𝑣 dapat dilambangkan sebagai 

𝑑(𝑣). (Munir, R, 2005) 

Contoh 2.1.4 berdasarkan gambar 2.1.2, derajat yang dimiliki oleh semua simpul 

adalah sama yaitu 𝑑(𝑣1) = 𝑑(𝑣2) = 𝑑(𝑣3) = 𝑑(𝑣4) = 𝑑(𝑣5) = 4. 

Definisi 2.1.5 Lintasan (path) merupakan barisan berselang-seling simpul-simpul 

dan sisi-sisi yang berbentuk 𝑣0, 𝑒1, 𝑣1, 𝑒2, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛, 𝑣𝑛 sedemikian sehingga 

𝑒1 = (𝑣0, 𝑣1), 𝑒2 = (𝑣1, 𝑣2), … , 𝑒𝑛 = (𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛) adalah sisi-sisi dari graf dengan 

panjang 𝑛 dari simpul awal 𝑣0 ke simpul tujuan 𝑣𝑛 pada graf 𝐺. (Munir, R, 2005) 
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Contoh 2.1.5 Berdasarkan gambar 2.1.2 barisan 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 merupakan suatu 

lintasan dengan barisan sisinya, yaitu 𝑒1 = (𝑣1, 𝑣2), 𝑒2 = (𝑣2, 𝑣3), 𝑒3 =

(𝑣3, 𝑣4), 𝑒4 = (𝑣4, 𝑣5). 

Graf dapat dikelompokkan berdasarkan ciri khusus yang dimilikinya. Salah 

satu ciri tersebut berupa ada tidaknya gelang pada suatu graf. 

Definisi 2.1.6 Graf sederhana merupakan graf yang tidak mengandung gelang 

(loop) maupun sisi ganda. (Munir, R, 2005) 

Contoh 2.1.6 

 

Gambar 2.1.3 Grar lingkaran 𝐶3 

Graf lingkaran (cycle) adalah graf sederhana yang setiap simpulnya berderajat dua. 

Graf lingkaran dengan 𝑛 simpul dilambangkan dengan 𝐶𝑛. (Munir, 2005) 

Penelitian ini membahas basis dan dimensi ruang eigen matriks 

ketetanggaan graf lollipop. Sebelum menjelaskan definisi dari graf lollipop, berikut 

dikemukakan definisi graf lengkap dan graf lintasan. 

Definisi 2.1.7 Graf lengkap adalah graf sederhana yang setiap simpulnya 

mempunyai sisi ke semua simpul lainnya. Graf lengkap dengan 𝑛 buah simpul 

dilambangkan dengan 𝐾𝑛. Setiap simpul pada 𝐾𝑛 berderajat 𝑛 − 1. (Munir, R, 

2005) 

Contoh 2.1.7  

  

 

𝐾1 𝐾2 𝐾3 

𝑈1 

 

𝑈2 

 

𝑈1 
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𝑉1 

 

𝑉2 

 

Gambar 2.1.4 Graf lengkap 𝐾𝑛 dengan 1 ≤ 𝑛 ≤ 3 

Definisi 2.1.8 Graf lintasan merupakan suatu graf sederhana yang terdiri dari satu 

lintasan. Graf lintasan dengan 𝑛 titik yang dilambangkan dengan 𝑃𝑛, graf lintasan 

dengan 𝑛 titik memiliki 𝑛 − 1 sisi. (Hanif dkk, 2018) 

Contoh 2.1.8 

   

𝑃1 𝑃2 𝑃3 

Gambar 2.1.5 Graf lintasan 𝑃𝑛 dengan 1 ≤ 𝑛 ≤ 3 

Definisi 2.1.9 (Weisstein, 2003) mendefinisikan graf lollipop sebagai graf yang 

diperoleh dengan menggabungkan sebuah graf lengkap 𝐾𝑚 pada sebuah lintasan 𝑃𝑛 

melalui sebuah jembatan. Penggabungan graf lengkap 𝐾𝑚 dengan graf lintasan 𝑃𝑛 

dihubungkan di titik 𝑚 pada 𝐾𝑚. Graf lollipop dapat dinotasikan dengan 𝐿𝑚,𝑛 

dengan 𝑚 menyatakan banyaknya titik pada graf lengkap 𝐾𝑚 dan 𝑛 merupakan 

banyaknya titik pada graf lintasan 𝑃𝑛. 

 

Gambar 2.1.6 Graf lollipop 𝐿(𝑚,𝑛) 

 

Contoh 2.1.9 

   

𝑣3 

𝑣2 

𝑣1 

𝑣4 

𝑣𝑚 𝑢1 𝑢2 𝑢𝑛−1 𝑢𝑛 

𝑉1 
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𝑳𝟑,𝟏 𝑳𝟑,𝟐 𝑳𝟑,𝟑 

Gambar 2.1.7 Graf Lollipop untuk 𝑚 = 3 dan 1 ≤ 𝑛 ≤ 3 

2.2 Matriks Blok 

Matriks adalah sekumpulan elemen-elemen 𝑎𝑖𝑗 dengan 𝑖 = 1,2,3, … ,𝑚 

menyatakan baris dan 𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 menyatakan kolom. Secara umum bentuk dari 

suatu matriks 𝐴 yang berukuran 𝑚 × 𝑛 adalah: 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮

𝑎𝑚1

⋮
𝑎𝑚2

⋱
⋯

⋮
𝑎𝑚𝑛

] 

Definisi 2.2.1 Matriks adalah jajaran empat persegi panjang dari bilangan-bilangan. 

Bilangan-bilangan dalam jajaran tersebut dikatakan entri dari matriks. (Anton, H. 

dan Rorres, C., 2005) 

Contoh 2.2.1 Berikut ini beberapa contoh matriks 

𝐴 = [1 3], 𝐵 = [
5
0
−1
] , 𝐶 = [

2 7
1 2

] , 𝐷 = [
−2 1 0
4 −1 3
6 0 5

] 

Ukuran matriks ditentukan oleh jumlah baris dan kolom yang dimiliki matriks 

tersebut. berdasarkan Contoh 2.2.1, matriks 𝐴 mempunyai 1 baris dan 2 kolom, 

sehingga ukuran matriksnya adalah 1 × 2. Sedangkan matriks 𝐵, 𝐶 dan 𝐷 berturut-

turut memiliki ukuran 3 × 1, 2 × 2 dan 3 × 3. 

Definisi 2.2.2 (Anton, H. dan Rorres, C., 2005) Matriks blok atau matriks partisi 

merupakan matriks yang dipartisi menjadi beberapa matriks berukuran lebih kecil 

dengan menambahkan garis horizontal dan vertikal antara baris dan kolom pada 

suatu matriks. Matriks-matriks kecil hasil partisi disebut submatriks.  
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2.3 Eliminasi Gauss 

Definisi 2.3.1 (Chapra, S. C., & Raymond P. C., 2010) Eliminasi Gauss adalah suatu 

sistem yang digunakan untuk mencari solusi dari suatu sistem persamaan linear. 

Sistem persamaan linear (2.1) diubah kedalam perkalian matriks, sehingga bentuk 

menjadi persamaan (2.2). 

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1 

𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2 

.    . 

.    . 

.    . 

𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 + 𝑎𝑛3𝑥3 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑛 

 

 

 

 

(2.1) 

[
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎23 ⋯ 𝑎2𝑛

𝑎31 𝑎32
⋮
𝑎𝑛1

⋮
𝑎𝑛2

𝑎33 ⋯ 𝑎3𝑛
⋮
𝑎𝑛3

⋱ ⋮
⋯ 𝑎𝑛𝑛]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
⋮
𝑥𝑛]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝑏1
𝑏2
𝑏3
⋮
𝑏𝑛]
 
 
 
 

 

 

                                               𝐴 𝐵 𝐶 (2.2) 

Dalam proses Eliminasi Gauss, matriks 𝐴 dilakukan operasi perkalian, 

penjumlahan, pengurangan dan/atau pembagian baris matriks hingga terbentuk 𝐴′ 

pada persamaan (2.3)  

[
 
 
 
 
𝑎11 𝑎12
0 𝑎′22

𝑎13 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎′23 ⋯ 𝑎′2𝑛
0 0
⋮
0

⋮
0

𝑎′33 ⋯ 𝑎′3𝑛
⋮
0

⋱ ⋮
⋯ 𝑎′𝑛𝑛]

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑥1
𝑥2
𝑥3
⋮
𝑥𝑛]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝑏1
𝑏′2
𝑏′3
⋮
𝑏′𝑛]
 
 
 
 

 

𝐴′ 𝐵 𝐶′ (2.3) 

Selanjutnya dilakukan proses back substitution agar mendapatkan solusi dari 

persamaan linear. Gambar 2.3.1 di bawah menunjukkan proses eliminasi Gauss dari 

awal sampai proses back substitution. Berikut ilustrasi proses eliminasi Gauss  
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Gambar 2.3.1 Ilustrasi Proses Eliminasi Gauss 

2.4 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Definisi 2.4.1 Jika 𝐴 adalah matriks berukuran 𝑛 × 𝑛, maka vektor tak nol 𝒙 di 𝑅𝑛 

disebut vektor eigen dari 𝐴 jika 𝐴𝒙 adalah kelipatan skalar dari 𝑥, yaitu  

                                   𝐴𝑥 = 𝜆𝑥                (2.4) 

untuk suatu skalar dari 𝜆. Skalar 𝜆 disebut nilai eigen dari 𝐴, dan 𝑥 disebut sebagai 

vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆 (Anton, H & Rorres, 2004). 

Untuk menentukan nilai eigen pada matriks 𝐴 berukuran 𝑛 × 𝑛. Persamaan (2.4) 

dapat ditulis sebagai 𝐴𝑥 = 𝜆𝐼𝑥 atau dapat dituliskan sebagai berikut 

𝐴𝑥 − 𝜆𝐼𝑥 = 0 

Atau 

(𝐴 − 𝜆𝐼)𝑥 = 0 

Teorema 2.4.1 (Anton, H & Rorres, 2004) Jika sebuah matriks berukuran 𝑛 × 𝑛, 

maka 𝜆 adalah nilai eigen dari 𝐴 jika dan hanya jika memenuhi persamaan  

                                  det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0   (2.5) 

Disebut persamaan karakteristik dari 𝐴.  

Teorema 2.4.2 Jika 𝐴 adalah sebuah matriks berukuran 𝑛 × 𝑛, pernyataan berikut 

ekuivalen. 
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(a) 𝜆 adalah nilai eigen dari 𝐴. 

(b) Sistem persamaan (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0 memiliki solusi nontrivial.  

(c) Terdapat suatu vektor tak nol 𝑥 sedemikian sehingga 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. 

(d) 𝜆 adalah solusi dari persamaan karakteristik det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. 

Contoh 2.4.1 Eigen vektor dan basis untuk ruang eigen 

Tentukan basis untuk ruang eigen dari  

𝐴 = [
0 0 −2
1 2 1
1 0 3

] 

Solusi Berdasarkan teorema 2.4.1, persamaan karakteristik yang berkaitan dengan 

matriks A adalah 

det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0 

det[
𝜆 0 2
−1 𝜆 − 2 −1
−1 0 𝜆 − 3

] 

Pada Persamaan karakteristik dari 𝐴 adalah 𝜆3 − 5𝜆2 + 8𝜆 − 4 = 0, atau dalam 

bentuk faktor, (𝜆 − 1 )(𝜆 − 2)2 = 0. Sehinnga, diperoleh nilai eigen dari 𝐴 adalah 

𝜆 = 1 dan 𝜆 = 2, jadi terdapat dua ruang eigen dari 𝐴. 

Dengan definisi 

𝑥 = [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] 

adalah sebuah vektor eigen dari 𝐴 yang memenuhi 𝜆 jika dan hanya jika 𝑥 adalah 

solusi nontrivial dari (𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0, atau dalam bentuk matriks 

                 [
𝜆 0 2
−1 𝜆 − 2 −1
−1 0 𝜆 − 3

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

0
0
0
] 

 

(2.6) 

Untuk 𝜆 = 1 

[
1 0 2
−1 −1 −1
−1 0 −2

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

0
0
0
] 
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dengan menggunakan elimininasi Gauss seperti yang dijelaskan pada definisi 2.3.1, 

diperoleh 

𝐵2 = −𝐵2 − 𝐵1 [
1 0 2
−1 −1 −1
−1 0 −2

] 

𝐵3 = −𝐵3 − 𝐵1 [
1 0 2
0 1 −1
0 0 0

] 

{
𝑥1      + 2𝑥3 = 0
     𝑥2 − 𝑥3   = 0

 

𝑥1 = −2𝑠,       𝑥2 = 𝑠,       𝑥3 = 𝑠 

Sehingga, vektor eigen dari 𝐴 bersesuaian dengan 𝜆 = 1 adalah vektor tak nol dari 

bentuk 

𝑥 = [
−2𝑠
𝑠
𝑠
] = 𝑠 [

−2
1
1
] 

Dengan cara yang sama, diperoleh 

Untuk 𝜆 = 2, maka (2.6) menjadi 

[
2 0 2
−1 0 −1
−1 0 −1

] [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] = [

0
0
0
] 

dengan menggunakan elimininasi Gauss, diperoleh 

𝑥1 = −𝑠,       𝑥2 = 𝑡,       𝑥3 = 𝑠 

Sehingga, vektor eigen dari 𝐴 bersesuaian dengan 𝜆 = 2 adalah vektor tak nol dari 

bentuk 

𝑥 = [
−𝑠
𝑡
𝑠
] = [

−𝑠
0
𝑠
] + [

0
𝑡
0
] = 𝑠 [

−1
0
1
] + 𝑡 [

0
1
0
] 

Karena  

[
−1
0
1
] dan [

0
1
0
] 
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adalah bebas linear, maka vektor tersebut merupakan basis untuk ruang eigen yang 

bersesuaian dengan 𝜆 = 2. 

2.5 Matriks Ketetanggaan 

Matriks ketetanggaan merupakan salah satu matriks yang diperoleh dari 

merepresentasikan suatu graf dengan cara melihat hubungan antar simpul yang ada 

pada suatu graf tersebut. (Saputri, N.I., dkk, 2020) 

Definisi 2.5.1 (Biggs, N., 1993) Matriks ketetatanggan dari graf 𝐺 adalah matriks 

𝐴𝑛×𝑛 = 𝐴(𝐺) berukuran 𝑛 × 𝑛 dengan 𝑎𝑖𝑗 didapatkan dari 

𝑎𝑖𝑗 = {
1, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑣𝑖 𝑑𝑎𝑛 𝑣𝑗 𝑏𝑒𝑟𝑡𝑒𝑡𝑎𝑛𝑔𝑔𝑎

0,                           𝑦𝑎𝑛𝑔 𝑙𝑎𝑖𝑛𝑛𝑦𝑎
 

Contoh 2.5.1 Matriks ketetanggaan dari graf pada gambar 2.1.9 untuk 𝐿3,1 adalah 

[

0 1
1 0

1 0
1 0

1 1
0 0

0 1
1 0

] 

Beberapa entri bernilai 0 karena graf tersebut tidak memiliki gelang, sisi ganda serta 

simpulnya tidak bertetangga dengan simpul lain. Sedangkan entri yang bernilai 1 

artinya simpul tersebut bertetangga dengan simpul lainnya. 

 Matriks pada contoh 2.5.1 merupakan matriks ketetanggaan graf lollipop 

dengan 𝑚 = 3 dan 𝑛 = 1. Basis dari matriks ketetanggaan seperti di atas yang akan 

dibahas pada BAB IV. 


