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ABSTRAK

Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V = V(G) dan himpunan sisi
E = E(G). Suatu graf dikatakan graceful jika adalah pemberian label pada titik
suatu graf G yang memenuhi fungsi injektif dari himpunan titik ke himpunan
bilangan bulat tak negatif {0,1,2,...,|E|} dengan |E| banyak sisi, sedemikian
hingga jika setiap sisinya mendapat label harga mutlak dari selisih pelabelan yang
terhubung langsung maka label setiap sisi akan berbeda.

Skripsi ini membahas mengenai pelabelan graceful pada graf I-Bintang
(I(Sn)). Penelitian ini menggunakan pendekatan analisis komprehensif untuk
mengevaluasi pelabelan graceful pada graf. Kami menyelidiki kondisi yang harus
dipenuhi untuk sebuah graf agar dapat diberi label graceful dan merinci metode
penomoran yang dapat menciptakan pelabelan tersebut.

Kata kunci: Pelabelan graceful, graf I-Bintang, fungsi injektif.
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ABSTRACT

Let G be a graph with the set of vertices V = V(G) and the set of edges E =
E(G). A graph is said to be graceful if there is a labeling of the vertices of the
graph G that satisfies an injective function from the set of vertices to the set of
non-negative integers {0,1,2, ..., |E|} where |E| is the number of edges, such that
for every edge the absolute difference of the labels of the vertices it connects
results in distinct labels for each edge.

This thesis discusses graceful labeling on the I-Star graph (I(S,)). The
research employs a comprehensive analytical approach to evaluate graceful
labeling on the graph. We investigate the conditions that must be satisfied for a
graph to be given a graceful label and detail the numbering methods that can
create such labeling.

Keywords: Graceful labeling, I-Star graph, injective function.
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Graf merupakan salah satu cabang matematika yang digunakan untuk
mempermudah menyelesaikan suatu masalah dan turut andil dalam kemajuan
diberbagai bidang. Graf digunakan untuk merepresentasikan suatu objek dan
hubungan dari objek tersebut. Representasinya bisa dengan titik, bulatan, atau
dengan noktah untuk menyatakan objek, sedangkan hubungan antara objek-
objeknya dinyatakan dengan garis. Dengan merepresentasikan permasalahan ke
dalam bentuk graf, maka suatu permasalahan dapat dijelaskan secara lebih
sederhana. Misalnya peta jalan raya yang menghubungkan sejumlah kota di
Sulawesi Selatan, peta tersebut merupakan sebuah graf, yang dalam hal ini suatu
kota dinyatakan dengan titik, sedangkan jalannya adalah sebuah garis. Dengan
diberikannya peta tersebut, kita dapat mengetahui apakah ada lintasan jalan antara
dua buah kota dan rute perjalanan tersingkat dari kota A ke kota B.

Pelabelan graf merupakan salah satu topik dari teori graf yang mendapat
perhatian khusus, karena model-model yang ada dalam teori graf berguna untuk
aplikasi yang luas, misalnya, pada jaringan transportasi, komunikasi dan riset
operasi. Pelabelan graf pertama kali diperkenalkan oleh Sadlack (1964), kemudian
Stewart (1966), Kotzig dan Rosa (1970). Pelabelan dari graf adalah pemetaan
yang memetakan unsur-unsur graf ke bilangan (umumnya bilangan bulat positif)
yang disebut label. Pada umumnya domain dari pemetaan ini adalah himpunan
titik (pelabelan titik), himpunan sisi (pelabelan sisi), atau himpunan titik dan
himpunan sisi (sehingga pelabelan ini disebut Pelabelan total) [1].

Ada banyak pelabelan yang telah dikembangkan, diantaranya adalah
pelabelan graceful. Gallian (2007: 4) mengatakan bahwa Pelabelan graceful
didefinisikan sebagai pemberian label pada titik suatu graf G yang memenuhi
fungsi injektif dari himpunan titik ke himpunan bilangan bulat tak negatif
{0,1,2, ..., |E|} dengan |E| = banyak sisi, sedemikian hingga jika setiap sisinya
mendapat label harga mutlak dari selisih pelabelan yang terhubung langsung maka

label setiap sisi akan berbeda. Dengan demikian, pelabelan graceful merupakan
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salah satu bentuk pelabelan pada titiknya saja sedangkan label sisinya menjadi
akibat dari adanya label titik [1].

Penelitian sebelumnya telah mengulas berbagai aspek pelabelan graceful
pada berbagai jenis graf tertentu, seperti graf lintasan (path graph), graf siklus
(cycle graph), dan graf bintang (star graph), telah ditemukan memiliki pelabelan
graceful. Tulisan oleh Huda dan Amri [2], membahas mengenai pelabelan graceful
pada Graf H-Bintang dan A-Bintang, sementara Kaloko dan Ahvaningsih [3]
mengeksplorasi pelabelan graceful pada graf superstar. Pemahaman lebih
mendalam tentang konsep ini diperluas oleh llyas, dkk.[4] menuliskan pelabelan
graceful pada graf U-Bintang dan Graf S,,3. Melihat keragaman penelitian
tersebut, terbukti bahwa pelabelan graceful menjadi topik yang menarik untuk
diteliti dalam konteks graf. Dengan merujuk pada penelitian-penelitian terdahulu,

penulis bertujuan untuk menyelidiki pelabelan graceful pada graf I-Bintang

(I(Sn)) yang selanjutnya dituangkan dalam bentuk tulisan skripsi ini.

1.2 Rumusan Masalah
Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah apakah dapat

dikonstrusksi pelabelan graceful pada graf I-Bintang (1(S,,)).

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menemukan pola pelabelan graceful

pada graf I-Bintang (1(S,,)).

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:
1. Menambah wawasan mengenai teori graf, khususnya pelabelan graceful.
2. Sebagai media untuk mengaplikasikan ilmu matematika yang telah diterima
dalam bidang keilmuannya.
3. Menjadi pustaka bagi matematikawan yang ingin membahas mengenai

pelabelan graceful.
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BAB I
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pengertian Graf

Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi, dengan
himpunan sisi diperoleh dari himpunan titiknya. Pengaitan titik—titik pada graf
membentuk sisi dan dapat direpresentasikan menjadi sebuah gambar sehingga
membentuk suatu graf. Secara formal definisi graf dapat dituliskan sebagai
berikut.

Definisi 2.1.1 Graf adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V himpunan diskrit
yang anggota-anggotanya disebut titik dan E himpunan dari pasangan anggota-
anggota V yang disebut sisi. Secara matematika dapat ditulis sebagai berikut:
Graf G = (V(G),E(G)) dengan V(G) = {u:udisebut titik} dan E(G) =
{(w,v):u,veV(G)}[5]

€1

€, )

€3
Gambar 2.1.1 Graf G

Pada Gambar 2.1.1 dapat dilihat bahwa graf G memiliki himpunan titik, yaitu
V(G) = {vy, v,,v3,v,} dan himpunan sisi, yaitu E(G) = {e,, e, e3,e,} dimana

€1 = V1Vy, €3 = VUpVU3,€3 = VU3l,, dan €4 = V1V,4.

Definisi 2.1.2 Misalkan G = (V, E) adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan
himpunan sisi E(G). Jikau,v € V(G) dan e = uv € E(G), maka e disebut terkait
(incident) dengan u dan v; u dikatakan bertetangga (adjacent) dengan v. Lebih
jauh, jika e; dan e, adalah sisi yang berbeda pada G yang terkait dengan sebuah
titik yang sama, maka e, dan e, disebut sisi bertetangga [6].

Pada Gambar 2.1.1 dapat dilihat bahwa titik v; bertetangga dengan titik v,
dan v, yang terhubung langsung dengan sisi e; dan e, namun tidak bertetangga

dengan titik v; karena tidak ada sisi yang menghubungkan kedua titik secara



Universitas Hasanuddin

langsung. Sisi e, terkait dengan titik v; dan v, tetapi tidak terkait dengan titik v,
dan v,. Demikian pula dengan sisi e; bertetangga dengan sisi e, dan e,, namun

tidak bertetangga dengan sisi e;.

Definisi 2.1.3 Misalkan G = (V,E) adalah graf dan v € V(G). Derajat titik v
adalah banyaknya sisi-sisi dari graf G yang terkait dengan v. Derajat titik v pada

graf G dinotasikan dengan deg(v) [6].

€1

Gambar 2.1.2 Graf G
Pada Gambar 2.1.2 dapat dilihat bahwa vs pada graf G memiliki derajat

empat atau deg(vs) =4 karena sisi yang terhubung dengan vy adalah
{ez, e3,e4, €5}
2.2 Jenis-Jenis Graf

Graf dibagi menjadi beberapa jenis atau kategori sesuai dengan jenis

pengelompokannya. Pengelompokan graf terbagi berdasarkan ada tidaknya sisi

ganda atau gelang atau berdasarkan orientasi arah sisi.

2.2.1 Jenis Graf Berdasarkan Sisi Ganda
Berdasarkan pengelompokan ada tidaknya sisi ganda atau gelang maka dibagi
menjadi dua jenis, yaitu graf sederhana (simple graph) dan graf tak sederhana

(unsimple graph).

1. Graf Sederhana (Simple Graph)

Graf sederhana merupakan graf yang tidak memiliki sisi ganda (multiple
edges) dan gelang (loop). Pada graf sederhana sisi merupakan pasangan tak
terurut (unordered pairs). Sehingga, dapat dituliskan bahwa sisi (u,v) sama

dengan sisi (v, u) [7].
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Gambar 2.2.1 Graf Sederhana

2. Graf Tak Sederhana (Unsimple Graph)
Graf tak sederhana merupakan graf yang memiliki sisi ganda (multiple edges)
dan/ atau gelang (loop). Graf tak sederhana dibedakan menjadi dua, yaitu graf

ganda (multigraph) dan graf semu (pseudograph).

a. Graf Ganda (Multigraph)

Graf ganda vyaitu graf yang mengandung sisi ganda. Sisi ganda
menghubungkan dua titik dengan dua atau lebih sisi, serta tidak mengandung
gelang (loop). Selain itu, graf ganda juga dapat didefinisikan sebagai G = (V, E)
yang terdiri dari himpunan tak kosong titik dengan E adalah himpunan ganda

(multiset) yang memuat sisi ganda [7].

b. Graf Semu (Pseudograph)

Graf semu yaitu graf yang mengandung gelang (loop). Berbeda dengan graf
ganda yang tidak boleh memiliki gelang (loop), graf semu dapat memiliki sisi
ganda. Graf ini lebih umum dibandingkan dengan graf ganda karena dapat

terhubung ke dirinya [7].

Gambar 2.2.2 Graf Ganda Gambar 2.2.3 Graf Semu
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2.2.2 Jenis Graf Berdasarkan Orientasi Arah
Sisi pada graf memiliki orientasi arah. Berdasarkan orientasi arah pada sisi
tersebut, maka jenis graf dibagi menjadi dua, yaitu graf tak berarah (undirected

graph) dan graf berarah (directed graph atau digraph).

1. Graf Tak Berarah (Undirected Graph)

Graf yang setiap sisinya tidak mempunyai orientasi arah disebut graf tak-
berarah. Pada graf tak-berarah, urutan pasangan simpul yang dihubungkan oleh
sisi tidak diperlihatkan. Jadi, (u,v) = (v,u) adalah sisi yang sama [7], seperti

yang ditunjukkan pada Gambar 2.2.4.

2. Graf Berarah (Directed Graph atau Digraph)

Graf berarah, yaitu graf yang sisi-sisinya memiliki orientasi arah seperti pada
Gambar 2.2.5. Sisi yang memiliki arah biasa disebut dengan busur (arc). Pada graf
berarah, (u,v) dan (v,u) menyatakan dua busur yang berbeda, sehingga dapat
ditulis (u,v) # (v,u). Pada busur (u,v) titik u dinamakan titik asal
(initialvertex), sedangkan titik v dinamakan titik terminal (terminal vertex). Pada

graf berarah diperbolehkan terdapat gelang (loop), namun sisi ganda tidak [7].

Gambar 2.2.5 Graf Tak Berarah Gambar 2.2.4 Graf Berarah

2.3 Graf Sederhana Khusus

Selain pengelompokan graf diatas, terdapat juga graf khusus yang sering
dijumpai seperti graf lintasan, graf siklik, graf komplit, graf roda, graf bipartit,
graf bipartit komplit dan graf bintang.
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Definisi 2.3.1 Graf lintasan (path) dinotasikan B, adalah graf terhubung yang
terdiri dari tepat 2 titik berderajat 1 dan n — 2 titik berderajat 2, dimana n > 2
[8]. Suatu graf G dikatakan terhubung jika Vu,v € G 3 lintasan dari u ke v.

Contoh graf lintasan ditunjukan pada gambar 2.3.1.

@ @ D @ Py
@ @ @ Q—@ 5
Gambar 2.3.1 Graf Lintasan

Definisi 2.3.2 Graf siklik (cycle graph) merupakan graf terhubung sederhana
yang setiap titiknya berderajat dua. Graf siklus dengan 7z buah titik dinotasikan

dengan C,, [8]. Contoh graf siklik ditunjukkan pada Gambar 2.3.2.

UNSES

Gambar 2.3.2 Graf Siklik

Definisi 2.3.3 Graf G dikatakan komplit atau lengkap jika setiap dua titik yang
berbeda saling terhubung langsung (adjecent). Graf komplit dengan n buah titik

dinotasikan dengan K,,. Dengan demikian, maka graf merupakan graf beraturan
n(n-1)

(n — 1) dengan banyak titik p = n dan banyak sisi g = — [9]. Berikut ini

adalah gambar graf K, K,, ..., dan K.

@ @
K, K

2 K3 K4 KS

Gambar 2.3.3 Graf Komplit
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Definisi 2.3.4 Untuk n > 3, Graf Roda W,, (Wheels Graph) merupakan graf yang
diperolen dengan cara menambahkan satu titik baru pada graf siklik C,
sedemikian hingga setiap titik pada graf siklik C,, berhubungan langsung dengan
titik baru tersebut. Banyak titik graf roda adalah n + 1, sedangkan banyak
sisinya adalah 2n [10].

AN R

Gambar 2.3.4 Graf Roda

Definisi 2.3.5 Graf Bipartit adalah suatu graf yang himpunan titiknya dapat
dipartisi menjadi dua bagian V;danV, sedemikian sehingga setiap sisinya
mempunyai titik ujung di V;dan titik ujung di V,. Kita sebut (V,V,) bipartit G
[11]. Gambar 2.3.5 merupakan contoh graf bipartit. Graf G dipartisi menjadi graf
G(V,,V,) dengan V; = {v,, v3,vs} dan V, = {v,, vy, v4}.

G: @ - M

Gambar 2.3.5 Graf Bipartit

Definisi 2.3.6 Graf Bipartit Komplit adalah graf bipartisi yang tiap sisinya
menghubungkan masing-masing titik di V;dan V, oleh tepat satu titik. Jika V;dan
V, memiliki titik m dan n, maka dinyatakan dengan K,,, [12]. Gambar 2.3.6
merupakan contoh graf bipartit komplit dengan V, = {v;,v5,vs} dan V, =

{v,, v4, V4 }, diperoleh m = 3 dann = 3.
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Gambar 2.3.6 Graf K3 3

Definisi 2.3.7 Graf Bintang adalah graf bipartit komplit yang berbentuk K; ,,.

Graf bintang dinotasikan dengan S,,. Graf bintang memiliki n + 1 titik dan n sisi.

Pada Gambar 2.3.7 merupakan contoh graf bintang.

e

Gambar 2.3.7 Graf Bintang

2.4 Pemetaan

Misalkan diberikan dua himpunan yang tidak kosong yaitu A dan B. Suatu
aturan yang memasangkan setiap elemen dari himpunan A ke tepat satu elemen di
himpunan B disebut pemetaan dari himpunan A ke himpunan B yang dinotasikan
f: A— B. Himpunan A disebut sebagai daerah asal (domain), himpunan B

disebut sebagai daerah kawan (kodomain) dan daerah hasil Ry (Range). Secara

umum pemetaan dibagi menjadi 3 macam sebagai berikut:

Definisi 2.4.1 Misalkan f: A — B adalah sebuah pemetaan dari A ke B.
Pemetan f disebut injektif jika V x; # x, maka f(x;) # f(x,) atau jika f(x;) =
f(x;) maka x; = x,[13].
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Gambar 2.4.1 Fungsi Injektif
Definisi 2.4.2 Misalkan f : A - B adalah sebuah pemetaan dari A ke B.
Pemetaan f disebut surjektif jika Vy € B maka 3 x € A sedemikian hingga

f(x) = y atau jika range Ry = B [13].
A B

Gambar 2.4.2 Fungsi Surjektif

Definisi 2.4.3 Misalkan f : A - B adalah sebuah pemetaan dari A ke B.
Pemetaan f disebut bijektif jika pemetaan f merupakan pemetaan injektif dan

surjektif [13]. A B

Gambar 2.4.3 Fungsi Bijektif
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2.5 Pelabelan Graf

Pelabelan dari graf adalah pemetaan yang memetakan unsur-unsur graf ke
bilangan (umumnya bilangan bulat positif) yang disebut label. Pada umumnya
domain dari pemetaan ini adalah himpunan titik (pelabelan titik), himpunan sisi
(pelabelan sisi), atau himpunan titik dan himpunan sisi (Pelabelan total) [1].

Contoh dari pelabelan graf dapat dilihat dari gambar dibawabh ini.

Gl Gz G3
Gambar 2.5 1 Pelabelan Graf

Pada gambar 2.5 merupakan contoh pelabelan graf dimana pada graf G, adalah
contoh pelabelan titik, graf G, adalah contoh pelabelan sisi sedangkan graf G

adalah contoh pelabelan total.

2.6 Pelabelan Graceful
Definisi 2.6 Pelabelan graceful adalah pemberian label pada titik suatu graf G
yang memenubhi fungsi injektif dari himpunan titik ke himpunan bilangan bulat tak
negatif {0,1,2,...,|E|} dengan |E| banyak sisi, sedemikian hingga jika setiap
sisinya mendapat label harga mutlak dari selisih pelabelan yang terhubung
langsung maka label setiap sisi akan berbeda[l]. Graf yang dapat dikenai
pelabelan graceful disebut graf graceful.

Berikut adalah contoh yang membuat graf K; dan S¢ menjadi graf

graceful.

Gambar 2.6.1 Graf K5 dan S5
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Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf K5 sebagai berikut:
V ={v,,v,,v3}dan E = {v,v,, v V3, V,V3}.
Selanjutnya, misalkan f adalah fungsi pelabelan titik dan f* adalah fungsi
pelabelan sisi pada graf K5 maka,
f(w) =1,f(v;) = 0dan f(vs) =3
Sebagai akibat, diperoleh:
ffw) =fw) —fw)l=11-0[ =1
frpvs) = |f(w2) = f(ws)| =10-3] =3
frs) = If(v) — f(wa)| = [1 -3 = 2.
Karena f:V(K3) — {0,1,2,3} merupakan fungsi injektif dan f*(uv)
berbeda Vuv € E(K3) dengan demikian fungsi pelabelan pada graf K;
merupakan suatu graf graceful.
Hasil dari pelabelan graceful pada graf K5 dapat dilihat pada gambar

dibawah ini.

3
Gambar 2.6.2 Pelabelan Graf K5

Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf S5 sebagai berikut:
V = {vy, v1,V,, V3,04, Vs } dan E = {vyvy, Vo Vs, Vo Vs, VoVs, VoVs }.
Selanjutnya, misalkan f adalah fungsi pelabelan titik dan f* adalah fungsi
pelabelan sisi pada graf S maka,
fo) =0,f(vy) =1,f(v2) =2,f(v3) =3,f(vy) =4, dan f(vs) =5
Sebagai akibat, diperoleh:

froev1) = f(wo) —fw)| =10-1] =1

frov2) = |f(wo) = f(w2)| =10 —-2] =2

fr(wovs) = |f(vo) — f(v3)| =10-3] =3

frova) = If (o) —fw) = 10— 4| =4

f*(wovs) = |f(wo) — f(vs)| = |0 = 5] = 5.
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Karena f:V(Ss) = {0,1,2,3,4,5} merupakan fungsi injektif dan f*(uv)
berbeda Vuv € E(Ss) dengan demikian fungsi pelabelan pada graf S
merupakan suatu graf graceful.

Hasil dari pelabelan graceful pada graf S5 dapat dilihat pada gambar dibawah ini.

Gambar 2.6.3 Pelabelan Graf S¢
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