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ABSTRAK

Pelabelan harmonis ganjil merupakan pelabelan dengan himpunan titik
bilangan bulat tidak negatif sampai 2q — 1 dengan q adalah banyaknya sisi pada G
dan himpunan sisi bilangan bulat ganjil tidak negatif sampai 2qg — 1 dengan fungsi
pelabelan sisi diperoleh dari perhitungan antara dua titik saling terhubung serta
setiap titik dan sisi tidak ada terulang. Graf Shackle adalah graf yang menempelkan
suatu titik yang terkait antara sembarang titik pada graf pertama dengan sembarang
titik pada graf kedua.

Penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif dengan tiga tahap,
yaitu kajian literatur, pembuatan pola, dan deduktif aksiomatik. Berdasarkan hasil
penelitian, terbukti bahwa, pelabelan harmonis ganjil pada graf n(shack(Ls 3, P;))
dengan n > 1 dan graf n(shack(P,, C,, P,)) dengan n > 1 merupakan pelabelan
harmonis ganjil dengan fungsi f memenuhi fungsi injektif sedemikian sehingga
menginduksi fungsi f* bijektif, dan f(v;) # f(v,) untuk setiap titik v; # v,, serta
f*(ey) # f*(e,) untuk setiap sisi e; # e;.

Kata Kunci : Pelabelan Harmonis Ganjil dan Graf Shackle
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ABSTRACT

Odd harmonic labeling is a labeling with the set of non-negative integer
points up to 2q — 1 where q is the number of edges in G and the set of odd non-
negative integer edges up to 2q — 1 with the edge labeling function obtained from
the calculation between two connected points and each point and edge is not
repeated. Shackle graph is a graph that attaches an associated point between any
point in the first graph and any point in the second graph.

This research uses a qualitative research method with three stages, namely
literature review, pattern making, and axiomatic deduction. Based on the research
results, it is proven that, odd harmonic labeling on graph n(shack(L; 3, P,)) with n
> 1 and graph n(shack(P,, C4, P;)) with n > 1 are odd harmonic labelings with the
function f satisfies the injective function such that it induces the bijective function
f* and f(vy) # f(v,) for every vertex v, # v, and f*(e;) # f*(e,) for every

edge e; # e,.

Keywords : Odd Harmonic Labeling and Shackle Graphs
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DAFTAR NOTASI

Operasi amalgamasi pada graf lintasan P, dan graf

siklus/lingkaran C, dengan titik tetap v;.
Blok.
Graf siklus/lingkaran berorde n.

Graf siklus/lingkaran berorde 4 sebanyak k.

Operasi amalgamasi pada graf siklus/lingkaran dengan
orde 4 sebanyak k, graf lintasan dengan orde 2, dan graf
siklus/lingkaran dengan orde 4 sebanyak k dengan

memperoleh graf kincir angin belanda.
Himpunan sisi pada graf G.
Himpunan sisi pada graf kali G dan H.
Himpunan sisi.

Sisi ke-n-1 dari suatu graf.

Fungsi.

Fungsi pelabelan titik pada graf G.
Fungsi pelabelan sisi pada graf G.
Fungsi pelabelan sisi pada sisi xy.
Graf.

Operasi kali graf G dan H.

Graf terhubung.

Graf amalgamasi.

Graf jaring.
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Graf ular jaring.

Graf jaring L3 3 dan graf lintasan P, dengan menerapkan

operasi graf shack sebanyak n.

Graf lintasan P,, graf siklus/lingkaran C,, dan graf
lintasan P, dengan menerapkan operasi graf shack

sebanyak n.
Halaman sumber kutipan.

Halaman a-b pada sumber kutipan (a dan b merupakan

variabel pemisalan).
Lintasan berorde n.
Banyaknya anggota dari sisi.

Graf jaring L3 3 dan graf lintasan P, dengan menerapkan

operasi graf shack.

Himpunan titik.

Himpunan titik pada graf G.
Himpunan titik pada graf kali G dan H.
Titik ke-n pada suatu graf.
Himpunan bilangan bulat.
Elemen atau termuat.
Gabungan atau termuat.
Kurang dari atau sama dengan.
Himpunan bagian.

Untuk setiap.

Pembuktian selesai/terbukti.
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Ke/pemetaan.
Maka.
Pemisalan pemetaan satu-satu pada sisi G.

Jadi.
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BAB |
PENDAHULUAN

Bab ini berisi uraian mengenai latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan.
1.1 Latar Belakang

Matematika adalah pengetahuan untuk memecahkan permasalahan
dalam berbagai bidang kejuruan. Salah satu bagian dari ilmu matematika
dengan pertumbuhan sangat cepat, baik secara teori maupun aplikasi adalah
teori graf. Pada tahun 1736, Leonard Euler memperkenalkan teori graf. Beliau
merupakan seorang pakar matematika dari Swiss dengan memecahkan
permasalahan pada jembatan Koanigsberg (terletak di kota Kaliningrad,
Jerman). Jembatan Konigsberg memiliki sungai Pregal dengan aliran
mengelilingi Pulau Kneiphof dan terbagi menjadi 2 anak sungai.

Graf adalah pasangan himpunan (V,E) dengan V adalah himpunan
diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik dan E adalah himpunan dari
pasangan anggota V yang disebut sisi (Hasmawati, 2020, p. 12). Pelabelan graf
adalah salah satu bagian dari teori graf yang telah mengalami perkembangan
pesat karena penerapannya dapat digunakan dalam berbagai bidang. Contoh
penggunaan pelabelan graf dapat ditemukan pada masalah teori koding,
jaringan, kristalografi sinar X, kerangka sirkuit, basis informasi, kendaraan,
penetapan frekuensi radio, dan berbagai bidang lainnya.

Terdapat beberapa jenis pelabelan graf, salah satunya adalah pelabelan
harmonis. Pelabelan harmonis dipublikasikan pertama kali pada tahun 1980
oleh R. L. Graham dan N. J. Sloane. Misal G (V, E) suatu graf dan f : V(G) -
{0,1,2,...,0-1} dengan g adalah banyaknya sisi pada G, fungsi f disebut pelabelan
harmonis jika f injektif dan terdapat fungsi f* : E(G) - {0,12,..,0-1}
didefinisikan sebagai f*(uv) = f (x) + f (y) (mod q) bijektif untuk setiap uv, dan
f (v1) # f (v,) untuk setiap titik v, # v,, serta f*(e;) # f*(e,) untuk setiap
sisi e; # e, (Pujiwati, 2020, pp. 9-10).

Penelitian mengenai pelabelan harmonis berkembang menjadi pelabelan
harmonis ganjil (odd harmonious). Pada tahun 2009, Liang dan Bai melakukan

penelitian mengenai pelabelan graf dengan fokus pelabelan harmonis ganjil.
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Misal G(V,E) suatu graf dan f: V(G) — {0,1,2,3,..,29-1} dengan q adalah
banyaknya sisi pada G, fungsi f disebut pelabelan harmonis ganjil jika f injektif
dan terdapat fungsi f* : E(G) = {1,3,5,...,20-1} didefinisikan sebagai f*(xy) =
f (x) + f (y) bijektif untuk setiap uv, dan f (v;) # f (v,) untuk setiap titik v; #
v,, serta f*(e;) # f*(e,) untuk setiap sisi e; # e, (Pujiwati, 2020, p. 11).
Beberapa hasil penelitian terdahulu yang membahas pelabelan harmonis
ganjil, yaitu Alyani dkk (2013) melakukan penelitian tentang pelabelan
harmonis ganjil pada graf kC,, untuk beberapa nilai n (Alyani dkk, 2013, p.
225). Firmansah & Yuwono (2017) melakukan penelitian tentang pelabelan
harmonis ganjil pada graf ular jaring (Firmansah & Yuwono, 2017, p. 88).
Firmansah & Syaifuddin (2018) melakukan penelitian tentang pelabelan

harmonis ganjil pada operasi amalgamasi 2 graf kincir angin belanda, yaitu
Cf‘) * Py * Cf‘) dengan k > 1 dan amalgamasi k graf kincir angin belanda

Cf) * P, * Cf) * Lk Cf) dengan k > 1 dan r > 1 (Firmansah & Syaifuddin,
2018, p. 38).

Berdasarkan beberapa penelitian terdahulu yang telah diuraikan dapat
disimpulkan bahwa, tidak semua graf dapat diberi label sesuai sifat-sifat
pelabelan harmonis ganjil. Oleh karena itu, sebagai pengembangan dari
penelitian sebelumnya, peneliti melakukan penelitian dengan judul “Pelabelan
Harmonis Ganjil pada Dua Graf Shackle”. Penelitian ini melibatkan dua tipe
graf, yaitu graf n(shack(Ls3,P,)) dengan n > 1 dan graf n(shack(P,,C,,P,))
dengan n > 1 merupakan pelabelan harmonis ganjil. Graf shack(L; 3,P,)
terinspirasi pada graf jaring L3 3 dengan peneliti Firmansah & Yuwono tahun
2017. Pada penelitian ini, peneliti menggunakan graf jaring L;3; dan
menambahkan graf lintasan P, dengan menerapkan operasi graf shackle
sebanyak n blok. Sementara itu, graf shack(P,,C,,P,) terinspirasi pada
penamaan graf C{¥ P, » ¢{¥ dan graf ¢ x P, + €7 * ..x C{” dengan
peneliti Firmansah & Syaifuddin tahun 2018. Namun, penelitian ini
menggunakan gambar yang berbeda. Graf tersebut mengalami modifikasi

dengan cara membuat graf lintasan P, di awal, menambahkan graf siklus C,,
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kemudian menambahkan graf lintasan P, dengan menerapkan operasi graf
shackle sebanyak n blok.
1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah yang diteliti adalah apakah graf n(shack(L; 3,P;))
dengan n > 1 dan graf n(shack(P,,C4,P,)) dengan n > 1 merupakan pelabelan
harmonis ganjil ?.
1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah yang diteliti membahas mengenai pelabelan harmonis
ganjil pada dua graf shackle, yakni graf n(shack(L3 3,P,)) dengan n > 1 dan graf
n(shack(P,,C4,P,)) dengan n > 1.
1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian, yaitu untuk mengetahui graf n(shack(L; 3,P;))
dengan n > 1 dan graf n(shack(P,,C4,P,)) dengan n > 1 merupakan pelabelan
harmonis ganjil.
1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diteliti sebagai berikut :

1. Membagikan informasi dan pemahaman mengenai pelabelan harmonis
ganjil.

2. Sebagai daftar bacaan bagi peneliti pelabelan harmonis ganyjil.

3. Memberikan motivasi bagi peneliti lain untuk meningkatkan penelitiannya
mengenai pelabelan harmonis ganjil dengan menggunakan jenis-jenis graf
yang berbeda.

1.6 Sistematika Penulisan
Penyusunan skripsi ada 5 bab. Penyusunan skripsi yang diterapkan
sebagai berikut :

1. Bab I. Pendahuluan, menguraikan tentang latar belakang, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika
penulisan.

2. Bab Il. Tinjauan Pustaka, menguraikan tentang konsep pada pembahasan,
yakni definisi graf, terminologi graf, operasi graf, jenis-jenis graf, fungsi,

dan pelabelan graf.
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3. Bab Ill. Metodologi Penelitian, menguraikan tentang metode penelitian,
lokasi dan waktu penelitian, tahapan penelitian, dan diagram bagan alur
penelitian.

4. Bab IV. Pembahasan, menguraikan tentang hasil dari tugas akhir yang
membahas mengenai graf n(shack(Ls3,P,)) dengan n > 1 dan graf
n(shack(P,,C4,P,)) dengan n > 1 merupakan pelabelan harmonis ganjil.

5. Bab V. Penutup, menguraikan tentang kesimpulan dari pengerjaan tugas
akhir dan saran bagi peneliti untuk menyusun skripsi.
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BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini menguraikan tentang konsep pembahasan, meliputi definisi graf,
terminologi graf, operasi graf, jenis-jenis graf, fungsi, dan pelabelan graf.
2.1 Graf
Subbab ini menguraikan tentang graf yang akan digunakan pada subbab

berikutnya.
Definisi 2.1.1 (Graf secara umum) Graf adalah pasangan himpunan (V,E)
dengan V adalah himpunan diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik dan
E adalah himpunan dari pasangan tidak terurut dari anggota-anggota V
disebut sisi. Jika graf (V,E) dinotasikan G, dengan kata lain G = (V,E), maka V
= V(G) dan E = E(G), sehingga graf G = (V(G),E(G)). (Graf secara
matematika) Graf G = (V(G),E(G)) dengan V(G) = {u : u disebut titik} dan E(G)
= {(uyv) : uv € V(G)} dengan (u,v) disebut sisi, rusuk atau garis. Selanjutnya,
sisi u,v ditulis uv (Hasmawati, 2020, p. 12).
Definisi 2.1.2 Graf G adalah graf dengan himpunan titik V(G) = {v;,v,,..., v, }
dan himpunan sisi E(G) = {e; = (v1v,),e;, = (V,V3),...en = (V,—1V,)} Untuk n
adalah jumlah titik. Variabel titik pada graf dapat dibuat seperti a,b,c,...,v,w,...
bilangan asli 1,2,3,.., atau gabungan keduanya. Sedangkan, sisi yang
menghubungkan titik u dengan titik v dinyatakan dengan (u,v) atau dinyatakan
dengan lambang eje,,... Dengan kata lain, jika e adalah sisi yang
menghubungkan titik u dan v, maka e dapat ditulis sebagai e = (u,v) atau e =
(uv) (Munir, 2016).
Contoh 2.1.1

Gambar 2.1 Graf G
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Pada Gambar 2.1, representasi graf G pada himpunan titik V(G) =
{v1,v,,v3,v,} dan himpunan sisi E(G) = {e; = (v,v,),e, = (v1v3),e5 = (V,v3),
ey = (V2v4).85 = (V314)}-

2.2 Terminologi Graf

Subbab ini menguraikan tentang terminologi graf yang akan digunakan
pada subbab berikutnya.

Definisi 2.2.1 Kardinalitas adalah banyaknya anggota pada suatu himpunan.
Kardinalitas dinotasikan dengan | |. Jika p(G) adalah orde (jumlah titik) dan
q(G) adalah ukuran (jumlah sisi), maka p(G) = |V(G)| dan q(G) = |E(G)|
(Hasmawati, 2020, p. 13).

Contoh 2.2.1

(&)
Gambar 2.2 Graf C,

Berdasarkan Gambar 2.2, graf C, adalah graf dengan himpunan titik
V(C,) = {vy,v,,v3,v,} dan jumlah titik p(C,) = |[V(C,)| = 4 serta himpunan sisi
E(Cs) ={e1 = (v1v2).e2 = (V2v3),63 = (V3V4),€4 = (V4v1)} dan jumlah sisi q(C,)
= [E(Cy)| = 4.
Definisi 2.2.2 Sisi e dikatakan bersisian/terkait dengan titik v jika titik v
merupakan salah satu dari ujung sisi e. Dengan kata lain, untuk sembarang sisi
e = (v,v,), sisi e dikatakan bersisian dengan titik v; dan v, (Daniel & Taneo,
2019, p. 11).
Contoh 2.2.2

)
Gambar 2.3 Graf P,
Berdasarkan Gambar 2.3, sisi e; dikatakan bersisian/terkait dengan titik
v; dan v, atau dengan kata lain e; = (v,v,).
Definisi 2.2.3 Duah buah titik u dan v dikatakan bertetangga jika keduanya
terhubung langsung oleh sebuah sisi (Daniel & Taneo, 2019, p. 11).
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Contoh 2.2.3

@ €1 @ 82@

Gambar 2.4 Graf P,
Berdasarkan Gambar 2.4, titik yang bertetangga pada graf P; sebagai berikut :
1. Titik v; bertetangga dengan titik v,
2. Titik v, bertetangga dengan titik v; dan v,
3. Titik v; bertetangga dengan titik v,
Definisi 2.2.4 Dua buah sisi e; dan e, dikatakan bertetangga jika keduanya
bersisian dengan titik yang sama (Daniel & Taneo, 2019, p. 12).
Contoh 2.2.4

Gambar 2.5 Graf C;
Berdasarkan Gambar 2.5, titik yang bertetangga pada graf C5 sebagai berikut :
1. Sisi e; = (v,v,) bertetangga dengan sisi e, = (v;v3) karena sisi e; dan e,
bersisian/terkait dengan titik yang sama pada titik v,
2. Sisi e; = (v,v,) bertetangga dengan sisi e; = (v,v3) karena sisi e; dan eg
bersisian/terkait dengan titik yang sama pada titik v,
3. Sisi e, = (v,v3) bertetangga dengan sisi e; = (v,v3) karena sisi e, dan es
bersisian/terkait dengan titik yang sama pada titik v
Definisi 2.2.5 Graf G dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap dua
titik u dan v selalu terdapat lintasan yang memuat titik u dan v (Hasmawati,
2020, p. 44).
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Contoh 2.2.5
L
@ @
ez €3
) €4 s
@gf \':‘;)
eg =13

Vo) - @

Gambar 2.6 Graf Terhubung
Berdasarkan Gambar 2.6, graf tersebut dikatakan graf terhubung, karena
terdapat lintasan antara setiap pasangan titik.
Definisi 2.2.6 Graf G dikatakan tidak terhubung (disconnected) jika untuk
setiap dua titik u dan v tidak terdapat lintasan yang memuat titik u dan v
(Hasmawati, 2020, p. 44).
Contoh 2.2.6

Gambar 2.7 Graf Tidak Terhubung
Berdasarkan Gambar 2.7, graf tersebut dikatakan graf tidak terhubung,
karena tidak terdapat lintasan penghubung antara titik v, dengan titik v,
begitupula pada titik vg dengan titik vg.
Definisi 2.2.7 Titik v € V(G) adalah titik potong (cut vertex) dari graf G jika
graf G-v adalah graf tidak terhubung dan memiliki jumlah komponen yang lebih
banyak dibandingkan graf G (Fauziah, 2017, p. 20).
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Contoh 2.2.7

menjadi ®\
‘.‘," N /:" '\\
7 Y / *,
7 b s/ *,

1 komponen 2 komponen
Gambar 2.8 Konstruksi titik v merupakan cut vertex dari G

Berdasarkan Gambar 2.8, titik v merupakan titik potong dari G karena
jika titik v dan semua sisi penghubung dihapus, maka graf G — v menjadi graf
tidak terhubung dan memiliki lebih banyak komponen terhubung dari graf G.
Definisi 2.2.8 Misalkan G suatu graf. Graf G disebut graf tidak dapat
dipisahkan jika graf tersebut bukan graf trivial, terhubung, dan tidak memiliki
titik potong. Sebuah blok dari suatu graf adalah subgraf maksimal dari G
dengan tidak memiliki titik dapat dipisahkan (Balakrishnan & Ranganathan,
2012, pp. 59-60).
Contoh blok dapat dilihat pada Gambar 2.9.

° menjadi o
O - — OO
ROE )

Graf G Blok pada Graf G
Gambar 2.9 Konstruksi Blok pada Graf G
2.3 Operasi Graf
Subbab ini menguraikan tentang operasi graf yang akan digunakan pada

subbab berikutnya.
Definisi 2.3.1 Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan
himpunan sisi E(G) serta H adalah graf dengan himpunan titik V(H) dan
himpunan sisi E(H), maka graf kali antara G dan H ditulis G x H adalah graf
dengan himpunan titik V(G x H) = V(G) x V(H) (Hasmawati, 2020, pp. 28-
29) dan himpunan sisi E(G x H) = E(G) x V(H) U V(G) x E(H) (Gross &
Yellen, 2004).
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Contoh 2.3.1

Misalkan graf G = (5 adalah graf dengan himpunan titik V(C5)

{u,,u,,us} dan himpunan sisi E(C3) = {u,u,,u us,u,us}. Misalkan graf H
P; merupakan graf dengan himpunan titik V(P3) = {v4,v,,v3} dan himpunan

sisi E(P3) = {v,v,,v,v3}, maka himpunan titik dan sisi graf C; X P; sebagai

berikut :
@) @)
.@ @
) @)

G: Cy H: P
Gambar 2.10 Graf C; dan P;
V(C3xP3) = V(C3) XV(P3)
= {uy, up, uz} x {vy, v;, v3}
= {wg vy, Uy, W V3, Up D, U Vg, Up V3, Ug Vg, Us Uy, UsVs)
dan
E(C;xP;) = E(G)xV(H)UV(G) x E(H)

= {wuyupuzuzusy X {vy,v2,v3} U {ug,uz,uz} X {vv,,

V,V3}
U1 VULV, U1 V1 U3V,
U VU3V, U VUL Dy, U1 VU1 V2, U1 VU4 U3,
= U1 VU3V, Up VU3 Vg, » U {U2V1 ULV, U VU, Vs,
U1 V3U, V3, U1 V3U3 V3, U3V1U3V,, U3VrU3 V3
UpV3U3V3

U1 V1 UV, U1 V1 U3V, U VU3V, U1 VU Vp, U3V U3V,
U VU V5, U1 VUL V2, U VU3 V), U VU3 V), U VU Vs,
U3 VU3 V3, U U Up V3, U V3 U, V3, U1 V3 U3 V3, Up V3 U3 V3

sebagai ilustrasi dapat dilihat pada gambar berikut :

10
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U1V3 @ U1
U313 U3 Uy U3V
Uy V3 \%_TJ} U2y

Gambar 2.11 Graf C3 X P;

Jadi, Gambar 2.10 adalah gambar dari graf C; dengan himpunan titik
V(C3) = {uy,u,,usz} dan himpunan sisi E(C3) = {u;u,,u; us,u,us} serta gambar
dari graf P; dengan himpunan titik V(P;) = {v;,v,,v3} dan himpunan sisi E(Ps)
={v,v,,v,v3}. Gambar 2.11 adalah gambar dari graf C; X P; dengan himpunan
titik V(C3 X P3) = {uqv1,UqV5,U V3,Up V1, Uy Vg, Up V3, U3 Vq, Uz Vg, Uz V3 } dan
himpunan sisi E(C5 X P3) = {uyvU, V1, U V1 U3V, , Uy V1 Uz Uy, Uy V1 U Up,Us V1 U3
Uy, Up V1 U Vs U1 VU Vs U1 Uy Uz Vs  Up Up Uz Uy Uy Up Uy Vs Uz Va Uz Vs, U U U Vs,
U V3UyV3,U; V3U3 V3, Uy VU3 Vs )
Definisi 2.3.2 Misalkan G; : G4,G>,...,G, adalah masing-masing graf
terhubung pada masing-masing titik tetap v, : v, vo,, ..., Vo, € V(G;) :
V(G1),V(G,),...,.V(G,) dengan i = 1,2,...,n untuk suatu n. Amalgamasi graf
Gq; Go; -3 G, pada  titik  tetap vy, v, .., Vo, dinotasikan dengan
Amal(Gy, Gy, .., Gp, Vo, ; Vo,; -5 Vo) adalah menggabungkan semua unsur-
unsur (titik dan sisi) pada Gy, Gy, ..., G, dengan vy, = v, ,Vi,n € {1,2,...,n}
menjadi satu graf dan satu titik tetap. Jika G; = G, = G,Vi,n €{1,2,...,n},
maka graf Amal(Gy;Gy;...;Gn V0, ;V0,;---3V0,,) dapat ditulis Amal(nG,,v,,)
dengani = 1,2,..,n (Hasmawati, 2020, p. 30).
Contoh 2.3.2

Misalkan graf G, = P; adalah graf terhubung dengan titik tetap x;
dalam himpunan titik V (P;) = {x;,x,,x3} dan himpunan sisi E(P3) = {x;x5,x,
x3}. Misalkan graf G, = C, adalah graf terhubung dengan titik tetap y, dalam
himpunan titik V(C,) = {y1.y2.¥3.Y«} dan himpunan sisi E(C,) =
{V1Y2:Y1YV3,Y2V4,V3V4}. Gambar graf P; dan C, sebagai berikut :

11
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oYofoloNG

G, = P, G,=C,
Gambar 2.12 Graf P; dan C,

Jika graf G, digabungkan dengan graf G,, maka titik tetap x; pada G,
dan titik tetap y,; pada G, menjadi satu titik tetap v,, sehingga diperoleh graf
Amal(P;; C4,v,) dengan himpunan titik V(Amal(Ps;C4,v1)) = {X1,%2,V1,Y2,V3,
¥4} dan himpunan sisi E(Amal(Ps;Cy,v1)) = {x1X2,%2V1,01Y2,V1Y3,Y2Y4Y3
va}. Graf Amal(Gy; G, vy ;vo,) atau graf Amal(Ps; C,,v,) dengan v, =
(x5 = y,) dapat dilihat pada Gambar 2.13.

Gambar 2.13 Graf Amal(P5; C,, v4)
Definisi 2.3.3 Misalkan Gy, G;, dan G adalah graf terhubung nontrivial dengan
Vo € Gy, vlj, vzj € G; dan vy € Gy untuk j = 1,2,..,k - 1 untuk suatu bilangan asli
k. Operasi shackle titik pada graf terhubung nontrivial G, G;, dan G, adalah
mengambil semua titik dan sisi pada graf G, G;, dan G dengan vy = v{, v; =
V2., v =vitt pkl =y,

Shackle titik graf terhubung nontrivial G,, G;, dan G, dinotasikan
shack(Gy, Gj, Gy : vo = v1,..,v5 = vi*1,., v~ = ;). Jadi, jika diberikan G;,
Gj, dan Gy, maka diperoleh shack(G;,G;:v; = v;). Selanjutnya, menempelkan
suatu titik yang terkait di shack(G;,G;:v; = v;) sebut x # v; pada suatu titik yang
terkait di G, sebut vy, sehingga diperoleh shack(G;,G;,Gy : v; = vj,X = vy).

Operasi shackle titik serupa dengan operasi amalgamasi titik yang
beruntun, yakni shack(G;,G;:v; = v;) serupa dengan Amal(G;;G;:v;;v;) dan

shack(G;,G;,Gy : v; = vj, X = vy) serupa [Amal(Amal(G;;G; : v;);Gy = Xvy)]

12
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dengan x titik di Amal(G;;G;:v;) yang berbeda dengan v;. Titik v; dan v, disebut
titik keterkaitan (linkage vertex)/bersisian.

Jadi, misalkan diberikan graf-graf terhubung nontrivial G4,G,,...,G
dengan titik tetap berturut-turut vy;uy, v;Uy, V3iUs, Vajes Ui, Vi) Uk —2Vk—13
vg. Titik u;,v;,, adalah titik pada graf G;,;, untuk i = 1,2,...,.k - 2. Graf yang
dibangun oleh graf-graf terhubung nontrivial G4,G,,...,G), pada titik-titik v;;u,
VaiUy,V33Usz, VUgjesUi,Vig1s-Uk—2,Vk—1;Vx Melalui operasi shackle adalah
shack(G1,Go,...Gy : V1 = Uq,Vp = Uy, UV = Ui, Uk—1 = Vi). Operasi shackle
titik pada graf G,,G5,...,Gy hanya ditulis shack(G4,G,....Gi). Dengan demikian,
operasi shackle titik menghasilkan bermacam-macam graf dengan struktur
berbeda (Hasmawati, 2023, pp. 42-43).

Contoh 2.3.3
Diberikan graf G,,G,, dan G5 seperti berikut :

O ()
OBNONOONOENO
(D—) ()

G, G Gy
Gambar 2.14 Graf Sederhana G, G,, dan G5
Graf pada Gambar 2.14 adalah graf hasil shackle titik antara G,,G,,dan

G padatitik u; = v, danw, = v,, yakni graf shack(G,,G,,G3:u; = v{,w, = 1,).

13
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Gambar 2.15 Operasi Shackle Titik G4, G,, dan G5

Operasi shackle titik antara G4,G,, dan G5 hasilnya bermacam-macam,
tergantung dititik mana mau dihubungkan. Adapun salah satu graf hasil shackle
titik antara G,,G,, dan G5 dapat dilihat pada Gambar 2.15.

2.4 Jenis-Jenis Graf

Subbab ini menguraikan tentang jenis-jenis graf yang akan digunakan
pada subbab berikutnya.
Definisi 2.4.1 Graf sederhana (simple graph) adalah graf yang tidak memiliki
gelang dan atau sisi ganda (Daniel & Taneo, 2019, p. 7).
Contoh 2.4.1

——®

=5 €3

l-"‘\ s @
Gambar 2.16 Graf Sederhana C,
Berdasarkan Gambar 2.16, graf C, disebut graf sederhana, sebab tidak
mempunyai loop dan atau sisi ganda.
Definisi 2.4.2 Graf lintasan (path) dengan n titik dinotasikan dengan B,

merupakan graf dengan orde (jumlah titik) n dan panjang (jumlah sisi) n-1

14
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(Hasmawati, 2020, p. 43). Himpunan titik V(B,) = {v,,v,,..,U,} dan himpunan
sisi E(F,) = {e1 = (v1v2).€2 = (V2V3),..n = (Vn—1Vn) }-
Contoh 2.4.2
Gambar 2.17 Graf Lintasan P

Berdasarkan Gambar 2.17, graf lintasan P;, dengan 10 titik merupakan
graf dengan orde 10 dan panjang 9. Himpunan titik V(P; o) = {v1,v2,V3,V4,V5,V,
V7,Vg,Vo,V10} dan himpunan sisi E(P;,) = {e; = (v1v,),6; = (Vov3),e3 = (V314
)ses = (V4V5),e5 = (VsVs),86 = (Vs V7),€7 = (V7Vg),e3 = (VgVg),e9 = (VoV10)}-
Definisi 2.4.3 Graf siklus (cycle graph) dengan n titik dinotasikan dengan C,,
merupakan graf dengan orde (jumlah titik) n > 3 dan panjang (jumlah sisi) n
(Hasmawati, 2020, p. 43). Himpunan titik V(C,,) = {v,,v,,... v, } dan himpunan
sisi E(Cy) = {e1 = (v1v2).2 = (V2v3),-€n = (Vn-1Vn)}-

Contoh 2.4.3

Gambar 2.18 Graf Siklus C;

Berdasarkan Gambar 2.18, graf siklus C;, dengan 10 titik merupakan

graf dengan orde 10 dan panjang 10. Himpunan titik V(Cyo) = {v1,v,,v3,04,V5,
Ve, V7,Vg,V9,V10} dan himpunan sisi E(Cyo) = {e; = (v1v,).6; = (vav3),e3 =
(V3v4),64 = (V4V5),65 = (VsVe),e6 = (V6V7),67 = (V7Vg),eg = (VgVg),e9 =
(Vov10)}-

Definisi 2.4.4 Graf jaring L,,, adalah graf yang terbentuk dari operasi kali

graf lintasan B,, x B, (Firmansah & Yuwono, 2017, p. 88).
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Contoh 2.4.4

Misalkan G; = P; dengan himpunan titik V(P;) = {u;,u,,uz} dan
himpunan sisi E(P3) = {u;u,,u,us}. Misalkan G, = P, himpunan titik V(P,) =
{v,,v,,v3,v,} dan himpunan sisi E(P,) = {v,v,,v,v3,v3v,}. Misalkan graf
jaring L3 4 adalah graf yang terbentuk dari operasi kali graf lintasan P; X P,.

Gambar graf P; dan P, adalah sebagai berikut :

ae () oo (D)

Gambar 2.19 Graf P; dan P,
Berdasarkan Gambar 2.19, himpunan titik dan sisi melalui operasi kali

pada graf P; dan graf P, adalah sebagai berikut :

V(P; X P,) = {ulvl’ Uq Vg, Uy V3, Uq Vg, Up ¥y, Up Vs, Up V3, Up Uy, u3v1,}
U3 V2, U3V3, U3V,
dan
U1 VU1V, U1 VU2 V1, U1 VU1 V3, U1V U Vp, U1 VU3 U Uy,
E(P; X P,) = U V3U5 V3, U VgUy Uy, Up VU Vg, Up VU3 Ve, U UV Uy Vs,

Uz VU3V, U V3Up Uy, Up V3 U3 V3, Up Vs Uz Uy, U3V U3V,
U3 VU3 V3, U3V3U3 Vs

sebagai ilustrasi dapat dilihat pada gambar berikut.

Gambar 2.20 Graf Jaring L3 4
Jadi, Gambar 2.19 adalah gambar dari graf P; dengan himpunan titik
V(P;) = {u,,u,,u3} dan himpunan sisi E(P3) = {u,u,,u,us} serta gambar dari
graf P, dengan himpunan titik V(P,) = {v;,v,,v3,v,} dan himpunan sisi E(P,)

= {vyv;,v,v3,v3v,}. Gambar 2.20 adalah gambar graf jaring Ls, dengan
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himpunan titik V(P; X Py) = {uqv1,UyV5,U;V3,Uq Vs, Uy Uy, Up Vg Uy Vs, Uy Uy Us
V1,U3V4,U3V3,U3V, } dan himpunan sisi E(P; X Py) = {uqv1UyV5,u VU, V1, Uy

VU1 V3,U1 VU V2, U 1 U3l Vg, U1 V3Up V3, U Vg Up Uy ,Up V1 Up V2, U V1 U3V, U V2 U

V3,Up Vo Uz Vg, Up V3Up Vg Up V3Uz V3, Up Vg Uz Vs, Uz V1 Uz Vo U VpUs V3, Ug V3 Us Vs }

Definisi 2.4.5 Graf shackle adalah graf yang dikonstruksi oleh graf-graf
terhubung nontrivial G4, G,, ..., G, sehingga untuk setiap s,t € [1,k] dengan |s-
t| = 2, graf G, dan G, tidak memiliki titik keterkaitan dan untuk setiap i € [1k-
1], graf G; dan G;,; memiliki tepat satu titik keterkaitan (linkage vertex). Titik
keterkaitan sebanyak k-1 tersebut semuanya berbeda. Graf shackle dibangun
oleh graf-graf terhubung nontrivial G4, G, ..., Gy dinotasikan shack(G4, G, ...,
Gy)- Jika untuk setiap i,j graf G; = G; = H, graf shack(Gy, Gy, ..., G) hanya
ditulis shack(H,k) (Hasmawati, 2023, pp. 248-249).

Definisi 2.4.6 Misalkan G, = P, adalah graf terhubung dengan titik keterkaitan
x, dalam himpunan titik V(P,) = {x;,x,} dan himpunan sisi E(P,;) = {x;x,}.
Misalkan G, = C, adalah graf terhubung dengan titik keterkaitan y,; dalam
himpunan titik V(C,) = {y1, ¥2, V3, Y4} dan himpunan sisi E(C,) = {y1V2,Y1V3,
Y2Y1Y3Ya}. Misalkan G; = P, adalah graf terhubung dengan titik keterkaitan
z, dalam himpunan titik V(P,) = {z;,z,} dan himpunan sisi E(P,) = {z,z,}.
Jika graf G; digabungkan dengan graf G, dan graf G, digabungkan dengan
graf G5, maka titik keterkaitan x, pada G; dan titik keterkaitan y, pada G,
menjadi satu titik keterkaitan v, serta titik keterkaitan y, pada G, dan titik
keterkaitan z; pada G; menjadi satu titik keterkaitan v,, sehingga diperoleh
graf shack(P,,Cy4,P5).

menjadi

oéo OO — eéo

Vo 1 Yo 2 Vo 3

G, =P, Gy=Cy G, =P, Shack(P3,C4P5)

Gambar 2.21 Graf shack(P,,C,,P,)
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Definisi 2.4.7 Graf n(shack(P,,C4,P,)) dengan n > 1 adalah graf terhubung
dengan n blok yang memiliki titik potong blok berupa graf lintasan P, dan

setiap n blok isomorfik dengan shack(P,,C,,P,).

Gambar 2.22 Graf n(shack(P,,C4,P,)) dengann > 1
Definisi 2.4.8 Misalkan G; = L33 adalah graf terhubung dengan titik
keterkaitan y; dalam himpunan titik V(L33) dan himpunan sisi E(L33).
Misalkan G, = P, adalah graf terhubung dengan titik keterkaitan y; dalam
himpunan titik V(P,) dan himpunan sisi E(P,). Jika graf G; dan G,
digabungkan, maka titik keterkaitan y, pada G, dan titik keterkaitan y,; pada

G, menjadi satu titik keterkaitan vy, sehingga diperoleh graf shack(Ls 3,P;).

menjadi

olop

G,=P Shack(Ly,Py)

Gambar 2.23 Graf shack(Ls 3,P;)
Definisi 2.4.9 Graf n(shack(L; 3,P,)) dengan n > 1 adalah graf terhubung

dengan n blok yang memiliki titik potong blok berupa graf P, dan setiap n blok
isomorfik dengan shack(L3 3, P;).

Gambar 2.24 Graf n(shack(L3 3,P,)) dengann > 1
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2.5 Pelabelan Graf

Subbab ini menguraikan tentang pelabelan graf yang akan digunakan

pada subbab berikutnya.
Definisi 2.5.1 Pelabelan graf adalah suatu pemetaan dari himpunan elemen-
elemen pada graf (titik dan sisi) ke suatu himpunan bilangan, umumnya
bilangan bulat positif atau bilangan non-negatif yang disebut label (Marr &
Wallis, 2013, p. 10).

Jika domain pemetaannya merupakan himpunan titik, maka
pelabelannya disebut pelabelan titik (vertex labelling). Jika domain
pemetaannya merupakan himpunan sisi, maka pelabelannya disebut pelabelan
sisi (edge labelling).

Contoh 2.5.1
Misalkan graf Cs dengan

himpunan titik V {v1,V2,03,04,V5},
{v1V2,0203,V304, 045,051 },
f:V(G) {0,1,2,3,4}, dan
f*:EG) {0,1,2,3,4},
maka f : V - {0,1,2,3,4} ke suatu pelabelan graf. Karena
fw)=1  f(w)=2
flvs) =3,  f(w) =4,
f(vs) =0,
dan f* : E(G) - {0,1,2,3,4} ke suatu pelabelan graf, sehingga diperoleh
f*(vivy) =3, f*(vyv3) =0,
frvsv,) =2, fr(vavs) = 4,
fr(wsvy) = 1.
Pelabelan f dan f* diilustrasikan pada Gambar 2.25. m

himpunan sisi E
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Gambar 2.25 Graf Cg
Selanjutnya akan didefinisikan salah satu jenis pelabelan graf, yaitu

pelabelan harmonis.

Definisi 2.5.2 Misal G(V,E) suatu graf dan f : V(G) - {0,1,2,...,0-1} dengan q
adalah banyaknya sisi pada G, fungsi f disebut pelabelan harmonis jika f
injektif dan terdapat fungsi f* : E(G) = {0,1,2,...,g-1} didefinisikan sebagai
f*(uv) =f (u) + f (v) (mod q) bijektif untuk setiap uv, dan f (v;) # f (v,) untuk
setiap titik v; # v,, serta f*(e;) # f*(e,) untuk setiap sisi e; # e,.

Contoh 2.5.2

Misalkan graf Cs dengan

himpunan titik V {v1,v,,V3,04,05},
{v1V2,0,V3,0304,04V5,V5v1 },
|E(Cs)|
= 5
mod(q) = mod(5),
F:V(C) = {012..q9-1}
= {01,2,...5-1}
= {0,1,2,3/4}, dan
f*+EC) = {012...9-1}
= {012...5-1}
= {01,234},
maka f : V(Cs) — {0,1,2,3,4} ke suatu pelabelan graf. Karena
f(v) =0, fv) =1,
fw) =2,  f(v) =3,
fvs) =4,

himpunan sisi E

q
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(Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.26 memperlihatkan pembuktian f(v;)
dengan i = 1,2,3,4,5, yaitu f(v,), f(v,), f(v3), f(v,), dan f(vs) memenuhi
fungsi injektif sebagai berikut :

/vy

|
Vs -

B
0

[y g
2
v, 3
4

Vo

Gambar 2.26 Fungsi Injektif f(v;) pada Graf Cs
)
sedemikian sehingga menghasilkan fungsi bijektif f* : E(Cs) — {0,1,2,3,4}
dengan f*(uv) = f(u) + f(v)(mod q) ke suatu pelabelan graf, sehingga
diperoleh
f*(wvy) = f(vy) + f(vy) (mod5)=(0+1)mod5=1mod5=1,
f*(vyv3) = f(vy) + f(v3) (Mmod5) = (1 +2)mod 5=3mod 5 =3,
f*(wsv,) = f(vg) + f(vy) (Mod 5)=(2+3)mod5=5mod 5 =0,
f*(wavs) = f(vy) + f(vs) (mod5) =(3+4)mod5=7mod 5 =2,
f*(wsvy) = f(vs) + f(vy) (mod 5) = (4 +0) mod 5=4mod 5 = 4.
(Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.27 memperlihatkan f* memenuhi fungsi

bijektif sebagai berikut :
AT

B
’/‘\\ //’\‘
/ \

fnvey /L0

[ A\

"" Va3 ""
"' W
V3l ‘ ‘ .

\
| Va¥s- |
‘

-i‘:-uomr—ﬂ

\ / \
\ Vs
\ Vst f" \\‘

\_/ ""\___,/f
Gambar 2.27 Fungsi Bijektif f* pada Graf Cs
)
Jadi, fungsi f memenuhi pemetaan injektif sedemikian sehingga menginduksi
fungsi f* yang bijektif, dan f(v,) # f(v,) untuk setiap titik v; # v,, serta
f*(e1) # f*(e,) untuk setiap sisi e; # e,. Akibatnya, graf Cs adalah pelabelan
harmonis dan dapat dilihat pada Gambar 2.28. m.
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Gambar 2.28 Pelabelan Harmonis pada Graf Cs
Contoh 2.5.3

L 2
1
©
2 0
V3 1 (=

Gambar 2.29 Tidak Termasuk Pelabelan Harmonis pada Graf C,

Pada Gambar 2.29 menunjukkan graf C, memiliki 4 titik, 4 sisi, dan
modulo 4. Setiap label sisi dari graf C, merupakan hasil dari perhitungan label
titik yang saling berkaitan pada setiap sisi dan masing-masing label titiknya
berbeda. Graf C, tidak termasuk pelabelan harmonis karena terdapat label sisi
yang bernilai sama, yakni terdapat 2 label sisi yang bernilai 1.

Selanjutnya akan didefinisikan salah satu jenis pelabelan harmonis,
yaitu pelabelan harmonis ganjil.

Definisi 2.5.3 Misal G(V,E) suatu graf dan f : V(G) = {0,1,2,...,29-1} dengan
q adalah banyaknya sisi pada G, fungsi f disebut pelabelan harmonis ganijil jika
f injektif dan terdapat fungsi f* : E(G) — {1,3,5,...,20-1} didefinisikan sebagai
f*(uv) =1 (u) +f (v) bijektif untuk setiap uv, dan f (v4) # f (v,) untuk setiap titik

vy # Uy, Serta f*(eg) # f*(ey) untuk setiap sisi e; # e,.

Contoh 2.5.4
Misalkan graf shack(P,, C,, P,) dengan
himpunan titik V.- = {x,,ul,vi vz u?x,},
himpunan sisiE = {x,ul,ulviviu?u?v?viulu?
X2},
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q = |E(shack(Py, Cy, Py))|
= 6,
f:V(shack(P,,C4, P,)) = {012,..,29-1}
= {0,12,..(2.6)-1}
= {012,..,12-1}
= {01,2345,6,7,8,910,11}
(himpunan titik tidak diambil semua, karena hanya bilangan tertentu yang
akan menghasilkan himpunan sisi ganjil), dan
f 1 E(shack(P,, C4, P,)) = {1,35,..,2q- 1}
{1,35,...(2.6) - 1}
{135,...,12 - 1}
{1,3)5,7,9,11},
maka, f : V(shack(P,, C4,P;)) = {0,1,2,..,.11} ke suatu pelabelan graf.

Karena
fGx) =0,  flup=1,
fwh=2, f@d=3,
fwH =6,  flx2)=8,
(Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.30 memperlihatkan f(x;) dengani = 1,2,
yaitu f (x;) dan f(x,) memenuhi fungsi injektif sebagai berikut :
A S

X .__‘.

pLs

[ x| ,
|
N

DO W= O

Gambar 2.30 Fungsi Injektif f(x;) pada Graf shack(P,, Cy4, P;)
Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.31 memperlihatkan f(u}) dengan i = 1,

yaitu f (u}) memenuhi fungsi injektif sebagai berikut :
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. ONouvRswNRo )&

Gambar 2.31 Fungsi Injektif f(u}) pada Graf shack(P,, Cy, P,)
Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.32 memperlihatkan f(u?) dengan i = 1,

yaitu £ (u?) memenuhi fungsi injektif sebagai berikut :

AT B
SN ST
JSu /0 \
b 1}
f 2
| =3
e
[ [ 1 5 |
II 6 II
| 7 !
v 8
\_/ \_/

Gambar 2.32 Fungsi Injektif f(u?) pada Graf shack(P,, Cy, P,)
Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.33 memperlihatkan f(v}) dengan i = 1,

yaitu f (vi) memenuhi fungsi injektif sebagai berikut :

.

[ oNouwbrwuNn=o T
)

/
A

- '/,

R

Gambar 2.33 Fungsi Injektif f(v;") pada Graf shack(P,, C4, P,)
Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.34 memperlihatkan f(v?) dengan i = 1,

yaitu f (vZ) memenuhi fungsi injektif sebagai berikut :

A—L—3
[vi\ /0
II! ] II‘I
'\I 2 '.I
| | 3 |

| o4
| | | 5 |
| | ‘6 .'I
‘I". Vo7
I\ o'.’

e N

Gambar 2.34 Fungsi Injektif f(v?) pada Graf shack(P,, Cy, P,)
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Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.35 memperlihatkan f(x;,,) dengani =1,

yaitu f (v?) memenuhi fungsi injektif sebagai berikut :

( @oNouvusrwNnrRo W

Va
L\
o
7
.

Gambar 2.35 Fungsi Injektif f(x;,,) pada Graf shack(P,, C,, P,)

)
sedemikian sehingga menghasilkan fungsi bijektif f* : E(shack (P,, C4, P5))

- {1,35,..,11} dengan f*(uv) = f(u) + f(v) ke suatu pelabelan graf,
sehingga diperoleh

fraupd) = flo)+fud) 1

frav) = f@)+f) = 1+2 = 3

f*iud) fD+f@) = 2+3 =5

9

7

0+1 =

frugvd) = f@)+fw) = 3+6 =
FFoul) = FOD+fw) = 1+6 =
fruin) = fh+f(x) = 3+8 = 1L

(Sebagai ilustrasi, pada Gambar 2.36 memperlihatkan f* memenuhi

pemetaan bijektif sebagai berikut :

o

r/ \\ \\.
I..-" Xy I“"}_\". ."lllr .

SN

.'I 1 1 I'.

[ UIVE

| |
1,2

| vlui-
1,2

', ujvy .l |

1

[Co TS N 4 ) %

AN
Gambar 2.36 Fungsi Bijektif f* pada Graf shack(P,, Cy, P,)
)

Jadi, fungsi f memenuhi pemetaan injektif sedemikian sehingga menginduksi

fungsi f* yang bijektif, dan f(v,) # f(v,) untuk setiap titik v, # v,, serta
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f*(e1) # f*(e,) untuk setiap sisi e; # e,. Akibatnya, graf shack (P, C4, P;)

adalah pelabelan harmonis ganjil dan dapat dilihat pada Gambar 2.37. m

Gambar 2.37 Pelabelan Harmonis Ganjil pada Graf shack(P,, C4, Py)
Contoh 2.5.5

Gambar 2.38 Tidak Termasuk Pelabelan Harmonis Ganjil pada Graf C;
Pada Gambar 2.38 menunjukkan graf C; memiliki 3 titik dan 3 sisi.
Setiap label sisi dari graf C; merupakan hasil dari perhitungan label titik saling
berkaitan pada setiap sisi dan masing-masing label titiknya tidak ada sama. Graf
C5 tidak termasuk pelabelan harmonis ganjil karena terdapat label sisi bernilai

genap, yakni terdapat label sisi bernilai 2.
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