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Abstrak

Salah satu topik pembahasan dalam teori graf adalah Dimensi metrik. Dimensi
metrik dari suatu graf G merupakan banyaknya himpunan pembeda minimum atau
basis dari G.Himpunan terurut W disebut himpunan pembeda jika setiap titik pada
graf G memiliki representasi jarak yang berbeda terhadap W. Himpunan pembeda
dengan kardinalitas minimum dari G disebut himpunan pembeda minimum atau basis
dari G. Kardinalitas dari himpunan pembeda minimum tersebut disebut dimensi
metrik dari G dan dinotasikan dengan dim(G). Pada penelitian ini, dibahas mengenai
dimensi metrik dari graf hasil operasi kali graf lengkap orde dua terhadap graf barbel,
dimana n > 3. Hasil penelitian menyatakan bahwa dimensi metrik dari graf hasil
operasi kali graf lengkap orde dua terhadap graf barbel, dengan n > 3 adalah

dim(K, X B,,) = 2 untuk n ganjil dan dim(K, X B,,) = 3 untuk n genap.

Kata Kunci: Himpunan Pembeda, Dimensi Metrik, Graf Lengkap, Graf Barbel,
Operasi Kali
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Abstract

One of the topics discussed in graph theory is metric dimension. The metric
dimension of a graph G is the number of minimum resolving sets or basis of G. An
ordered set W is called a resolving set if each vertex in the graph G have different
representations that respect to W. The resolving set with minimum cardinality of G is
called the minimum resolving set or basis of G. The cardinality of the minimum
resolving set is called the metric dimension of G and is denoted by dim(G). In this
final research, we discuss the metric dimension of the graph of the product of a
second-order complete graph over a barbell graph, where n > 3. The result states
that the metric dimension of the product of a second-order complete graph on a
barbell graph, with n > 3 is dim(K, X B,,) = 2 for n odd and dim(K, X B,,) = 3

for n even.

Keyword; Resolving Set, Metric Dimension, Complete Graph, Barbell Graph,

Product Operation
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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai latar belakang penelitian yang
berkaitan dengan masalah yang akan diteliti, rumusan masalah, batasan masalah,

tujuan serta manfaat dari dilakukannya penelitian ini.

1.1. Latar Belakang

Matematika merupakan salah satu anggota dari ilmu eksakta yang
memiliki peranan sangat penting bagi perkembangan ilmu pengetahuan dan
teknologi. Matematika merupakan ilmu yang dapat melatih kemampuan untuk
berpikir secara Kritis, logis, kreatif, cermat, dan teliti sehingga dapat menjadi
pemecah masalah yang baik. Salah satu cabang dari matematika yang dapat
mendukung tercapainya kemampuan tersebut adalah teori graf (Tuhfatul &
Syifaul, 2022).

Teori graf adalah bagian dari matematika diskrit yang banyak digunakan
sebagai alat bantu untuk menggambarkan atau menyatakan suatu persoalan agar
lebih mudah dimengerti dan diselesaikan (Fitri & Syafruddin, 2019). Graf
digunakan untuk merepresentasikan objek-objek dan hubungan objek-objek
tersebut. Representasi visual dari graf dengan menyatakan objek sebagai titik,
sedangkan hubungan antara objekdinyatakan dengan garis (Putri F.A dkk, 2019).
Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tak kosong
dengan elemen-elemennya disebut titik (vertex) dan E adalah himpunan dengan
elemen-elemennya adalah pasangan tak terurut dua elemen berbeda dari V yang
disebut sisi (edge). Himpunan titik dari graf G dinotasikan dengan V(G),
sedangkan himpunan sisi dari graf G dinotasikan dengan E(G)(Tuhfatul &
Syifaul, 2022).

Salah satu topik penelitian dalam teori graf yang telah berkembang adalah
dimensi metrik. Topik ini pertama kali diperkenalkan oleh Slater pada tahun 1975
dan secara terpisah oleh Melter & Harary tahun 1976 pada jurnal yang berjudul on
the metrik dimension of a graph (Tuhfatul & Syifaul, 2022). Misalkan G adalah

suatu graf terhubung dan u dan v adalah titik-titik dalam G, maka panjang lintasan



terpendek dari u ke v pada G dinotasikan d(u, v). Jika W = {wy, wy, ..., wi}
adalah suatu himpunan terurut dari titik-titik dalam graf terhubung G dan titik v di
V(G), maka representasi dari titik v terhadap W adalah r(v|W) = (d(v, wy), d(v,
wa), ..., d(v, wy)). Jika r(v|W) berbeda untuk setiap v € V(G), maka W disebut
himpunan pembeda dari G. Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum dari
G disebut himpunan pembeda minimum atau basis dari G. Kardinalitas dari
himpunan pembeda minimum tersebut disebut dengan dimensi metrik dari G dan
dinotasikan dengan dim(G). Konsep dimensi metrik sering diaplikasikan dalam
beberapa permasalahan seperti pada pemasangan sensor kebakaran dan penemuan

sumber sebaran dalam suatu jaringan (Tuhfatul & Syifaul, 2022).

Pada beberapa penelitian sebelumnya telah ditemukan dimensi metrik
untuk beberapa graf misalnya Chartrand (2000) menemukan hasil dimensi metrik
dari graf lintasan Py, graf lengkap K, dan graf siklus C». Fitri & Syafruddin pada
tahun 2019 menemukan dimensi metrik dari graf barbel B2, yaitu 2. Kemudian
Saskia dalam tugas akhirnya berhasil menemukan dimensi metrik dari hasil
operasi kali dari graf lengkap orde dua K dengan graf Sarang Lebah HC (n) yaitu
3. Dari beberapa hasil penelitian tersebut, timbul ide untuk mencari dimensi
metrik dari graf barbel B2, yang dioperasikan dengan graf lengkap orde dua
menggunakan operasi kali. Oleh karena itu, penulis termotivasi untuk mengkaji
lebih dalam mengenai penelitiaan ini sebagai tugas akhir dengan judul “Dimensi
Metrik Graf Hasil Operasi Kali Graf Lengkap Orde Dua Terhadap Graf Barbel”.

1.2 Rumusan Masalah

Adapun rumusan masalah berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan
di atas yaitu bagaimana pemilihan himpunan pembeda minimum dalam penentuan
dimensi metrik graf hasil operasi kali graf lengkap orde dua terhadap graf barbel

(K, X By,,), dengan B,,, = 2C,, + {x,,yn}-

1.3. Batasan Masalah

Graf barbel merupakan graf yang dibentuk dengan menambahkan satu sisi



XnYn Pada gabungan dua buah graf siklus ¢, dan C,, dimana n,,n, > 3 serta
n, = n,. Sehingga batasan masalah dalam penentuan dimensi metrik graf hasil
operasi kali graf lengkap orde dua terhadap graf barbel (K, X B,,), dengan
By, = 2C,, + {x,v,} terbatas untuk n > 3.

1.4, Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini yaitu untuk menentukan bentuk umum
dari dimensi metrik graf hasil operasi kali graf lengkap orde dua terhadap graf

barbel K, X B,,, dengan B,,, = 2C, + {x,,y,} untukn > 3.

1.5. Manfaat Penelitian

Berdasarkan tujuan penelitian di atas, diharapkan penelitian ini dapat
memberikan pengetahuan baru mengenai teori graf khususnya pada topik dimensi
metrik, baik bagi penulis maupun pembaca. Selain itu, penelitian ini diharapkan

juga dapat menjadi referensi bagi peneliti lain dalam mengkaji dimensi metrik.



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Pada Bab Il ini akan dijelaskan beberapa materi yang mendukung
penulisan skripsi ini, antara lain konsep dasar teori graf dan jenis-jenisnya, operasi

pada graf serta dimensi metrik pada suatu graf.
2.1  Konsep Dasar Graf
Terdapat beberapa penulis yang memberikan definisi graf yang dituangkan

dalam sebuah buku. Berikut definisi graf sederhana yang merujuk pada buku

Pengantar dan Jenis-jenis Graf.

Definisi 2.1 Graf sederhana G adalah pasangan (V(G),E(G)) dimana V(G) adalah
himpunan diskrit berhingga dan tidak kosong yang anggotanya disebut titik, dan
E(G) adalah himpunan pasangan-pasangan tak berurutan dan berbeda dari

anggota-anggota V (G) yang disebut sisi (Hasmawati, 2020).

Orde (order) dari graf G dinyatakan dengan simbol p yakni banyaknya
anggota dari V(G) dan ukuran (size) dari G dinyatakan dengan simbol g yakni
banyaknya anggota dari E(G). Jadi orde graf G adalah banyaknya titik pada G dan
ukuran graf G adalah banyaknya sisi pada G.

Contoh 2.1 Diberikan suatu graf G dengan himpunan titik V(G) = {u1, uz, us, ua,
us} dan himpunan sisi E(G) = {ujuy, Ujus, Uylly, UgUs, Uslly, UgUs} SEPErti
gambar berikut.

g

Uy

Ls

Gambar 2.1 Graf G

Karena banyaknya titik pada graf G atau |[V(G)| = 5 dan banyaknya sisi



pada graf G atau |(G)| = 6, maka p(G) = 5 dan q(G) = 6.

Definisi 2.2 Misalkan dua grafH = (V(H),E(H)) dan G = (V(G),E(G)). Graf H
disebut subgraf dari G, jikaV(H) € V(G) dan E(H) < E(G).

ug Uy ug
—

uy L4

uq

Hq H3z H3
Gambar 2.2 Subgraf dari Graf G

Definisi 2.3 Misalkan G adalah suatu graf dan v;, v; € V(G) serta x € E(G). jika

x = v;vj, maka dikatakan bahwa:

a) Titik v; bertetangga (adjacent) dengan titik v;.

b) Sisi x terkait (incident) dengan titik v;, demikian pula untuk titik v;
Definisi 2.4 Derajat suatu titik v; dalam graf G dilambangkan “d (v;)” adalah
banyaknya sisi x € E(G) yang terkait dengan titik v;.

Definisi 2.5 Misakan u dan v adalah dua titik dalam graf G. Jarak titik u dan v
ditulis d (u, v) yang memenubhi:

0, jikau=v
d(u,v) =14k, jika panjang lintasan terpendek u — v adalah k
0, jika tidak ada lintasan dari u ke v

2.2 Jenis - jenis Graf

Berikut akan dijelaskan beberapa graf khusus sebagai berikut:

a) Graf Lintasan

Definisi 2.6 Lintasan pada graf G adalah barisan titik dan sisi v1, e1, vz, e,
., Un—1, €n—1, Up dengan e; = viviy1, i = 1,2, .., n — 1. Graf yang hanya
terdiri dari satu lintasan disebut graf lintasan dan dinotasikan P, apabila

berorde n.



uy Uz Uz
P5;  ¢—o—o—o0—o
Uy Uz U5 Uy Us
Pn ® & & & ®--@ ®
Uy Uz Uz Uy Us Upq Un

Gambar 2.3 Graf Lintasan
b) Graf Siklus

Definisi 2.7 Misalkan Pn: v1, e1, vz, €2, ..., Vn—1, en—1, Vn adalah lintasan
berorde n dengan panjang n — 1. Siklus C» dengan panjang n, n = 3
adalah graf dengan himpunan titik (C) =(P») dan himpunan sisi (C») =
(Prn) U {vnv1} (Hasmawati, 2020). Graf siklus adalah graf yang hanya

terdiri atas satu siklus.

Cq (o Cs
Gambar 2.4 Graf Siklus

¢) Graf Lengkap

Definisi 2.8 Graf lengkap adalah salah satu graf khusus yang setiap dua
titiknya bertetangga. Akibatnya, setiap titik pada graf lengkap mempunyai
derajat yang sama. Graf yang setiap titiknya memiliki derajat yang sama
disebut graf regular. Graf regular berderajat r dinotasikan r — reguler.
Berdasarkan notasi ini, graf lengkap K, = (n—1)—reguler
(Hasmawati, 2020).

¢ o A g
Kz K, K,

K4

Gambar 2.5 Graf Lengkap K;, K, K3, K,



Pada gambar 2.4 dapat dilihat bahwa graf lengkap K, memiliki
bentuk yang sama dengan graf lintasan P, begitupula dengan graf lengkap
K5 memiliki bentu yang sama dengan graf siklus C;. Adapun untuk graf
lengkap K; yang hanya memiliki satu titik dan tidak mempunyai sisi

disebut juga dengan graf trivial.
d) Graf Barbel
Definisi 2.9 Graf barbel B,,, = 2C,, + {x,,y»}, n = 3 didefinisikan sebagai

graf yang berasal dari dua graf C,,, dan C,, , dengan cara menambahkan

satu sisi xnyn ke graf C, U C,, (Fitri & Syafruddin, 2019).

X ¥
Xs g g

Xy

Xs

X3

Gambar 2.6 Graf Barbel By, = 2C,, + {x,yn}

Pada Gambar 2.6 dapat dilihat bahwa Graf barbel dibentuk dari
gabungan dua graf siklus C, U C,, yang memiliki orde yang sama (n; =
n,) dengan V(Cnl) = X1, X2, X3, ..., X ) dan V(an) = Y1,V2, V3, - Yn)-
Kemudian dari hasil penggabungan tersebut diberikan tambahan sisi x, y;,
dengan x, € V(C,,) dan y, € V(C,,). Adapun himpunan titik dan
himpunan sisi graf barbel B,,, = 2C,, + {x,,y,,} adalah sebagai berikut:

V(Byy) = V(Cy,) UV(Cp,)
= {x1, %2, ., X0} U {y1, Y2, oo, Yn}
E(Bzn) = E(Cn,) U E(Cny) U Gnyn)
={xixi1 11 <i<n—-13U{yyi1 11 <10

=n- 1} U {xnyn}



2.3  Operasi Pada Graf

Terdapat banyak operasi graf yang dapat digunakan diantaranya operasi

gabung, operasi jumlah dan operasi kali. Berikut definisi dari ketiga operasi

tersebut.

Definisi

himpunan

2.10 Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G) dan

sisi E(G) dan H adalah graf dengan himpunan titik V(H) dan

himpunan sisi E (H). Maka,

a) Graf gabung (union graph) antara G dan H ditulis G U H, adalah

b)

graf dengan himpunan titik V(G U H) = V(G)U V(H)dan
himpunan sisi E(G U H) = E(G) U E(H).

Graf jumlah antara G dan H ditulis G + H, adalah graf dengan
himpunan titik V(G + H) = V(G) UV (H) dan himpunan sisi E(G
+H)=E(G)VEH)U{uv,u € V(G), € (H)}.

Graf kali G x H adalah graf dengan himpunan titik (G X H) = (G) U
(H) dan himpunan sisi (G x H) adalah himpunan {xy|x = wivi, =

UV2; U1 = Uz dan viv, € (H) atau v1 = v, dan uiuz € E(G)}

Contoh 2.2 Diberikan graf lengkap K> dengan himpunan titik V(K,)= {a, b}

dan himpunan sisi E(K,) = {ab} , serta graf siklus C. dengan himpunan titik

V(Cy)= {x1, x2, x3, x4} dan himpunan sisi E(C,) = {xix2, X2X3, X3X4, X1X4}

sebagai berikut:

9 X ® $ X7

b ¢ X4 @ ® X3

Gambar 2.7 Graf K, dan Graf C4



a) Graf gabung K2UCs mempunyai himpunan
titik V(K, U C,) = {V(Ky) UV (Cy)} = {a, b, xq,x3,x3, x4}
dan himpunan sisi (K2 U C4) = {ab, x1x2, X2x3, X3X4, X1X4 }.
b) Graf jumlah K, + C4+ mempunyai himpunan titik V(K2 + Cs) = { a, b,
X1, X2,X3, X4 }
dan memiliki himpunan sisi E(K2 + C4) =

{ab, x1x2, x2X3, X3X4, X1X4, AX1, AX2, AX3, AX4, bx1, bX2, bx3, bx4}

X4 X7
d
X4 X3
b
Gambar 2.8 Graf K2 + Ca
Graf kali K2 X Ca mempunyai  himpunan titik  (K2X Cq) =

{ax1, axz, axs, axa, bxi, bx, , bx3z, bxs} dan himpunan sisi E(K, X C,) =
{axiaxz, ax2ax3, axzaxs, axiaxs, axibxi, ax2bxz axzbxs, axabxa, bx1bxz,

bx2bxs, bx3bxs, bx1bx,}.
ax4 axa
b4 /
- B
bx4 ‘
bxa

Gambar 2.9 Graf K, X C,



2.4 Isomorfisma Graf

Berikut diberikan definisi isomorfisma pada suatu graf.
Definisi 2.11 Diberikan dua graf (V(Gl),E(Gl)) dan (V(Gz),E(GZ)). Suatu
pemetaan satu-satu 6 dari V(G;) ke dalam V(G,)dikatakan isomorphisme dari
(V(Gl), E(Gl)) ke (V(Gz),E(GZ)), apabila memenuhi untuk setiap u, v € V(G,)
dengan (u,v) € E(G,) jika hanya jika 6(u), 8(v) € E(G,). Dua graf G, dan G,

dikatakan isomorph, jika ada isomorphism antara G, dan G,.
Adapun makna dari Definisi 2.11 diuraikan sebagai berikut:

1. Terdapat fungsi satu-satu dan onto antara titik-titik pada kedua graf
tersebut.

2. Misalkan sisi e terkait dengan titik u dan v di G;, maka sisi e’ di G, yang
berkoresponden di G, harus terkait dengan titik u" dan v’ di G,. Dalam hal
ini, titik u’ adalah peta dari titik u dan titik v' adalah peta dari titik v.

3. Graf G; dan G, adalah isomorfik jika simpul-simpulnya dapat diurut
dengan cara sedemikian rupa sehingga matriks ketetanggaan (adjacency)

M(G,) dan M(G,) sama .

25 Dimensi Metrik

Dimensi metrik dari suatu graf G merupakan banyaknya himpunan
pembeda minimum atau basis dari G. Untuk lebih jelasnya akan diberikan definisi

dimensi metrik sebagai berikut.

Definisi 2.12 Jika W= {w1, wy, ..., wi} adalah suatu himpunan terurut dari titik-
titik dalam graf terhubung G dan titik v di V(G), maka representasi dari titik v
terhadap W adalah r(v|W) = (d(v, wi), d(v, w), ..., d(v,w)). Jika r(v|W)
berbeda untuk setiap v € V(G), maka W disebut himpunan pembeda dari G.
Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum dari G disebut himpunan
pembeda minimum atau basis dari G. Kardinalitas dari himpunan pembeda
minimum tersebut disebut dengan dimensi metrik dari G, dan dinotasikan dengan
(G) (Tuhfatul & Syifaul, 2022).
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Teorema 2.1 Jika G suatu graf terhubung dengan orde n, maka

a. dim(G) = 1 jika dan hanya jika G = B,

b. Jikan = 2,dim(G) = n — 1 jika dan hanya jika G = K,
Teorema 2.2 For any graph G,

dim(G) < dim(K, x G) < dim(G) + 1, (Hernando et all, 2005)

Teorema 2.3 Misalkan n > 3 dan terdapat graf B,, = 2C, + {x,y,}, maka
dim(B,,) = 2.
Contoh 2.3 Diberikan graf K» X Bes seperti pada gambar dibawah dengan
himpunan titik (K2 X Be ) = {x1, x2, X3, Y1, Y2, V3, X'1, x'2, x'3, ¥'1, y'2, y'3} dan
himpunan sisi E(K, X Bg) = {x1x2, X2X3, X1X3, Y1V2, Y2V3, Y1¥3, X3Y3, X 1X'2,
x'2x'3, x"1x'3, y'1y' 2, y'2y's, v'1y'3, X33, X122, x2X3, X1X3, Y1y 2, Y23, Y1V3},

¥4

Xy
X5 /\13 Va /\h

X'y Y1
X'3 Ax‘g Y‘EAYE

Gambar 2.10 Graf K3 X B

Dari Teorema 2.1 dikatakan bahwa dim (G) = 1 jika dan hanya jika G =
Pn. Karena graf K, x Bg bukan merupakan graf lintasan (P»), maka dim (K, X Bg)
# 1. Oleh karena itu (K, x Bg) = 2. Selanjutnya dapat dipilih subset dari (K> %
Be), yaitu W = {x;, y,} sehingga diperoleh representasi untuk setiap titik terhadap
graf K2 X Be pada W adalah sebagai berikut:

r(x1|W) = [d(x1,x1), d(x1,y1)] = [0,3]
r(x2|W) = [d(x2, x1), d(x2,y1)] = [1,3]

r(xs|W) = [d(x3, x1), d(x3,y1)] = [1,2]
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r(y1lW) = [d(y1,x1), d(y1, y1)] = [3,0]

r(y2AW) = [d(y2 x1),d(y2, y1)] = [3,1]

r(ysIW) = [d(ys, x1), d(ys, y0)] = [2,1]

r(x1W) = [d(x's, x1), d(x'y, y1)] =
r(x'2|W) = [d(x'2, x1), d(x'2, y1)] =
r(x'slW) = [d(x's, x1), d(x's, y1)] =
r(IW) = [d(y', x1), d(y's, y0)] =
r(2lW) = [d(y'2 x1), d(y'2, y1)] =

r(x'1|W) = [d(x'1, x1), d(x'1, y1)] =

[1,4]
[2,4]
[2,3]
[4,1]
[4,2]

[1,4]

Dari representasi titik di atas diperoleh bahwa W adalah himpunan

pembeda dari graf (K, X Be) karena tidak terdapat representasi titik yang sama

untuk setiap titik pada graf (K, x Bg), maka diperoleh batas atas dimensi metrik

graf (K2 xBs) adalah dim(K, X Bg) < 2. Sehingga berdasarkan uraian di atas

diperoleh dimensi metrik dari graf (K2 xBs) adalah dim(K, xBes )= 2.

Berikut beberapa hasil penelitian mengenai dimensi metrik yang disajikan

dalam tabel berikut:

Tabel 2.1 Beberapa hasil penelitian mengenai dimensi metrik.

Graf

Hasil dim (G)

Keterangan

Sumber

Graf Lintasan

dim (P,) =1 Chartrand (2000)
(Pn)
Graf Siklus

dim (C,) =2,n>3 Chartrand (2000)
(Cn)

Graf Lengkap
(Kn)

dim (Kn) =n-1

Chartrand (2000)
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Graf Tangga
(Ln)

dim(L,) = 2 untuk n > 2

Adawiyah R,
Megahnia.(2021)

Graf (K2 X
dim(K, x HC(n)) = 3 Saskia N.J, 2023
HC(n))
Hernando et. al,
Graf (Pm, X Pm,
y Hernando et. al,
dlm(Pml XPmZ X ...XPmd) == d 2005
)
Hernando et. al,
Graf (Pm X Kn)| dim (Pm X Kn) =n — 1,untuk n > 3 2005
dim(Fp X Cp) Hernando et. al,
2, n odd
Graf (Pm X Cr) - {3, nevenand m #+ 1 2005
Hernando et. al,
aim(Cu % G = {3 Dirorwive
Graf (Cn X Cr) ’ 2005
Graf (Km X Cr) dim(Km X Cr) Hernando et. al,
_ m, m = 4 and n odd
untuk m > 4 - {m -1, otherwise 2005
dim(K,, X K,)
Graf (K, X K;) n—1, m—2<n Hernando et. al,
untukm >4 | = {[M} om— 2> 2005
3 ’ -
Purwati D &
Graf (Pn X Pm) Gim(P. X P Ko =3
n X Pm = .
OK: im( ) OK: Rudianto B, 2019

Graf (Kn X Pm)
O K

1,
3,

v

dim(K, x P) OKy = {" ™ ;

n

Rahmi R &

Zulakmal, 2016

Selanjutnya, dalam penelitian skripsi ini akan dikaji penentuan dimensi

metrik pada graf hasil kali graf lengkap orde dua K, terhadap graf barbel B,,.

Adapun untuk tahapan serta alur kerja dalam penelitian ini akan dijelaskan pada

Bab I1I.
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