BILANGAN r-KROMATIK DARI PEWARNAAN
TITIK r-DINAMIS PADA GRAF SISIR

SKRIPSI

HERYATI NUR FATIMAH SARI

H011191020

PROGRAM STUDI MATEMATIKA DEPARTEMEN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA & ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS HASANUDDIN
MAKASSAR

OKTOBER 2023



BILANGAN r-KROMATIK DARI PEWARNAAN
TITIK r-DINAMIS PADA GRAF SISIR

SKRIPSI

Diajukan sebagai salah satu syarat untuk memperoleh gelar Sarjana Sains
pada Program Studi Matematika Departemen Matematika Fakultas
Matematika dan llmu Pengetahuan Alam Universitas Hasanuddin

HERYATINUR FATIMAH SARI
HO11191020

PROGRAM STUDI MATEMATIKA DEPARTEMEN MATEMATIKA
FAKULTAS MATEMATIKA DAN ILMU PENGETAHUAN ALAM
UNIVERSITAS HASANUDDIN
MAKASSAR
OKTOBER 2023









KATA PENGANTAR

Segala puji dan syukur penulis panjatkan atas rahmat dan taufik dari Allah
Subhanahu wa Ta’ala atas segala berkah dan kemudahan dari-Nya sehingga penulis
dapat menyelesaikan skripsi ini dengan judul “Bilangan r-Kromatik dari
Pewarnaan Titik r-Dinamis pada Graf Sisir” sebagai salah satu syarat untuk
mendapatkan gelar Sarjana Sains (S.Si) pada Program Studi Matematika Fakultas
Matematika dan llmu Pengetahuan Alam Universitas Hasanuddin. Shalawat serta
salam juga senantiasa tercurahkan kepada Rasulullah, Muhammad Shallallahu
‘Alaihi wa Sallam.

Penulis menyadari bahwa dalam penyelesaian skripsi ini tidak dapat
terselesaikan tanpa adanya doa, bimbingan, bantuan, dukungan, serta nasehat dari
berbagai pihak. Pada kesempatan ini, izinkan penulis mengucapkan terima kasih
dan memberikan penghargaan kepada kedua orang tua penulis, Bapak
Saripuddin, SE dan Ibu Waslia yang dengan sabar mendoakan, membesarkan, dan
mendidik penulis. Terima kasih kepada Kakak dan Adik saya, Kakek dan Nenek,
Om dan Tante, serta seluruh keluarga yang dengan ikhlas memberi doa dan
dukungan kepada penulis dalam menyelesaikan skripsi ini. Pada kesempatan ini
pula, penulis menyampaikan terima kasih kepada:

1. Bapak Prof. Dr. Ir. Jamaluddin Jompa, M.Sc., selaku Rektor Universitas
Hasanuddin beserta seluruh jajarannya, serta Bapak Dr. Eng. Amiruddin
selaku Dekan Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam beserta
jajarannya.

2. Bapak Prof. Dr. Nurdin, S.Si, M.Si.,, selaku Ketua Departemen
Matematika Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas
Hasanuddin beserta Bapak dan Ibu Dosen Departemen Matematika yang
telah memberikan banyak ilmu dan pengetahuan kepada penulis selama
menjadi mahasiswi di Program Studi Matematika serta Para Staff
Departemen Matematika yang telah membantu dan memudahkan penulis
dalam berbagai hal administrasi.

3. Bapak Prof. Dr. Budi Nurwahyu, MS. Dan Ibu Jusmawati Massalesse,
S.Si, M.Si selaku Dosen Pembimbing yang dengan sabar, tulus, dan ikhlas



meluangkan banyak waktu, pikiran, dan perhatian ditengah kesibukan dan
prioritasnya untuk mengajar, membimbing dan memberikan motivasi
kepada penulis dalam menyelesaikan skripsi ini.

4. Bapak Dr. Agustinus Ribal, S.Si.,, M.Sc dan Ibu Prof. Dr. Kasbawati,
S.Si., M.Si selaku Tim Penguji yang telah meluangkan waktunya untuk
memberikan masukan dan kritikan yang membangun terhadap penyelesaian
penulisan skripsi ini.

5. Teman-teman Prodi Matematika 2019 yang telah mendukung dan berjuang
bersama-sama selama ini.

6. Semua pihak yang dengan tulus dan ikhlas memberikan doa, dukungan, dan

motivasi kepada penulis sehingga penulis dapat menyelesaikan skripsi ini.

Akhir kata, semoga segala bentuk kebaikan yang telah diberikan dapat bernilai
ibadah dan mendapatkan balasan yang lebih baik dari Allah Subhanahu wa Ta'ala.

Semoga skripsi ini dapat bermanfaat bagi penulis dan bagi pengembangan ilmu.

Makassar, 27 Oktober 2023

Heryati Nur Fatimah Sari

Vi



Universitas Hasanuddin

ABSTRAK

Misalkan G adalah graf dengan pasangan himpunan titik V(G) dan himpunan
sisi E(G). Pewarnaan titik r-dinamis pada graf G adalah pemberian warna pada
titik-titik graf G sedemikian sehingga untuk setiap titik v menerima setidaknya
min {r,d(v)} warna untuk titik ketetanggaannya. Jumlah minimum warna yang
digunakan pada pewarnaan titik r-dinamis pada graf G disebut bilangan kromatik
r-dinamis dinotasikan x,.(G). Pada penelitian ini akan ditentukan pola pewarnaan
dan bilangan kromatik r-dinamis pada graf sisir B, © K;, graf pusat dari graf sisir
C(P, © K;), graf tengah dari graf sisir M(P, © K;), graf garis dari graf sisir
L(B, © K;), graf sub-divisi dari graf sisir S(B, O K;), dan graf para-line dari graf
sisir P(P, © K;).

Kata Kunci: Pewarnaan r-dinamis, bilangan kromatik, graf sisir, graf pusat, graf

tengah, graf garis, graf sub-divisi, graf para-line.

Judul - Bilangan r-Kromatik dari Pewarnaan Titik r-Dinamis pada Graf
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ABSTRACT

Let G be a graph with vertex set V(G) and edge set E (G). An r-dynamic vertex
coloring of a graph G is a assigning colors to the vertices of G such that for every
vertex v receives at least min {r, d(v)} colors in its neighbors. The minimum color
used in r-dynamic vertex coloring of graph G is called the r-dynamic chromatic
number denoted as x..(G). In this research we well determine the coloring pattern
and the r-dynamic chromatic number of the comb graph P, © K;, central graph of
comb graph C (P, © K;), middle graph of comb graph M (P, ©® K;), line graph of
comb graph L(BP, © K;), sub-division graf of comb graph S(B, © K;), and para-
line graph of comb graph P(P, © K;).

Keywords: r-Dynamic coloring, chromatic number, comb graph, central graph,

middle graph, line graph, sub-division graph, para-line graph.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf adalah salah satu bagian dari matematika diskrit yang
penggunaannya untuk menyatakan hubungan sebuah objek dengan objek yang lain.
Teori graf pertama kali diperkenalkan pada tahun 1736 oleh matematikawan dari
Swiss bernama Leonhard Euler. Dalam tulisannya kala itu, Euler memberikan
ilustrasi jembatan Konigsberg dengan empat daratannya sebagai titik dan ketujuh
jembatannya sebagai sisi dengan hasil penelitian bahwa tidak mungkin untuk
melewati ketujuh jembatan tersebut masing-masing satu kali dan kembali lagi ke

tempat semula.

Teori graf dalam aplikasinya dapat dikatakan cukup esensial karena mencakup
berbagai macam lini, seperti jaringan komunikasi, transportasi, digital, komputer,
dan lain sebagainya. Mudahnya, teori graf dapat digunakan pada kondisi dimana
terdapat relasi antar-objek yang dapat dipresentasikan ke dalam himpunan titik dan

himpungan sisi.

Dewasa ini, teori graf mulai banyak mengalami perkembangan. Satu dari sekian
topik teori graf yang populer untuk dikaji adalah pewarnaan graf. Pewarnaan graf
terbagi menjadi tiga jenis antara lain pewarnaan titik (vertex coloring), pewarnaan
sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (region coloring). Lebih jauh, pada
pewarnaan graf juga dikenal sebuah konsep pewarnaan r-dinamis. Fierera dan
Sugeng (2021) mendefinisikan pewarnaan r-dinamis yaitu misalkan » merupakan
bilangan bulat positif, pewarnaan r-dinamis dengan k-warna pada suatu graf G
adalah pewarnaan tepat titik dengan k-warna pada graf G sedemikian sehingga
untuk setiap titik v menerima setidaknya min{r,d(v)} warna untuk titik
ketetanggaannya. Nilai minimal k untuk graf G pada pewarnaan r-dinamis dengan
k-warna disebut dengan bilangan kromatik r-dinamis pada graf G, dinotasikan

dengan x,-(G).

Penelitian-penelitian pada topik pewarnaan r-dinamis telah banyak dikaji.

Beberapa penelitiannya antara lain oleh H. Lai dan B. Montgomery (2001) dalam
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penelitiannya yang berjudul “Dynamic Coloring of Graph” kemudian ditahun
berikutnya H. Lai, B. Montgomery, dan H. Poon (2003) membuat artikel dengan
judul “Upper Bounds of Dynamic Chromatic Number”. Kedua penelitian tersebut
membahas mengenai pewarnaan dinamis, batas atas pewarnaan dinamis, dan
bilangan kromatik dinamis. Pengembangan konsep pewarnaan dinamis menjadi
pewarnaan r-dinamis juga dapat ditemukan pada penelitian tersebut. Oleh M.
Alishahi (2012) dengan judul penelitiannya “Dynamic Chromatic Number of
Regular Graphs” mengkaji tentang pewarnaan r-dinamis pada graf dan hipergraf.
Kemudian penelitian yang dilakukan oleh Ali Taherkhani (2015) dengan judul “On
r-Dynamic Chromatic Number of Graphs” yang mengkaji bilangan kromatik r-
dinamis pada graf. Tarmidzi (2015) meneliti tentang “Nilai Kromatik dan
Pewarnaan Titik r-Dinamis pada Graf Khusus dan Operasi Shakel”. Penelitian oleh
Adelia, dkk (2020) tentang “Pewarnaan Titik r-Dinamis pada Graf Hasil Operasi
Edge Corona” yang mengkaji tentang pewarnaan titik r-dinamis pada graf lintasan
dengan graf lengkap, graf bintang, dan graf sapu. Fierera dan Sugeng (2021)
melakukan penelitian yang membahas tentang “Pewarnaan Simpul r-Dinamis pada
Graf Teratai Ty,.

Berdasarkan hasil kajian yang telah dikemukakan oleh banyak peneliti, penulis
dalam hal ini juga tertarik untuk mengkaji tentang pewarnaan titik r-dinamis pada
graf, terkhusus pada graf sisir. Pada penelitian yang akan penulis lakukan, penulis
akan mengkaji tentang pewarnaan titik r-dinamis dan bilangan kromatik r-dinamis
pada graf sisir serta menuangkan hasilnya dalam bentuk tulisan skripsi dengan judul

“Bilangan r-Kromatik dari Pewarnaan r-Dinamis pada Graf Sisir”.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian di atas, rumusan masalah skripsi ini adalah:

1. Bagaimana mencari pola pewarnaan r-dinamis pada graf sisir B, © K;, graf
pusat dari graf sisir C(P, © K;), graf tengah dari graf sisir M(P, © K;),
graf garis dari graf sisir L(B, © K;), graf sub-divisi dari graf sisir
S(P, © K;), dan graf para-line dari graf sisir P(P, © K;).

2. Bagaimana menentukan bilangan r-kromatik pada graf sisir B, © K, graf
pusat dari graf sisir C(P, © K;), graf tengah dari graf sisir M(P, © K;),
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graf garis dari graf sisir L(P, © K;), graf sub-divisi dari graf sisir
S(P, ® K;), dan graf para-line dari graf sisir P(P, © K;).

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan skripsi ini adalah:

1.

Menemukan pola pewarnaan titik r-dinamis pada graf sisir B, © K;, graf
pusat dari graf sisir C(P, © K;), graf tengah dari graf sisir M(P, © K;),
graf garis dari graf sisir L(B, © K;), graf sub-divisi dari graf sisir
S(P, ©® K;), dan graf para-line dari graf sisir P(B, © K;).

Menentukan bilangan r-kromatik pada graf sisir B, © K;, graf pusat dari
graf sisir C(P, © K;), graf tengah dari graf sisir M(P, © K;), graf garis
dari graf sisir L(P, © K;), graf sub-divisi dari graf sisir S(P, © K;), dan
graf para-line dari graf sisir P(P, © K;).

1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah:

1.
2.

Menambah wawasan dan pengetahuan mengenai pewarnaan graf.

Sebagai tambahan kepustakaan dalam bidang kajian pewarnaan r-dinamis
dan bilangan kromatik r-dinamis pada graf.

Konsep pewarnaan r-dinamis dapat diaplikasikan pada permasalahan

jaringan listrik dan computer, serta scheduling.
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BAB Il

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini dipaparkan beberapa teori graf yang akan digunakan di dalam
skripsi ini, diantaranya yaitu pengertian dan teori dasar graf, jenis-jenis graf,
pewarnaan graf, graf sisir, graf pusat, graf tengah, graf garis, graf sub-divisi, dan

graf para-line.
2.1 Pengertian dan Teori Dasar Graf

Definisi 2.1.1 (Slamin, 2009). Sebuah graf G merupakan pasangan himpunan
(V(G),E(G)) dengan V(G) adalah himpunan berhingga tak kosong dari elemen
yang disebut titik, dan E(G) adalah sebuah himpunan (mungkin kosong) dari
pasangan tak terurut u, v dari titik-titik u, v € V(G) yang disebut sisi. V(G) disebut
himpunan titik dari G dan E (G) disebut himpunan sisi dari G.

Dua buah titik u dan v pada graf G dikatakan bertetangga (adjacent) jika
terdapat sebuah sisi e yang menghubungkan antara u dan v atau ditulis e = uv.
Dengan kata lain yaitu titik u dan v (uv € V(G)) dikatakan bertetangga apabila
terdapat sisi e € E(G) yang menghubungkan kedua titik tersebut. Kondisi uv =
e € E(G) mengakibatkan titik u dan v bersisian (incident) dengan sisi e (Chartrand
dan Zhang, 2011).

Contoh 2.1 Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik dan himpunan sisi
sebagai berikut:
V(G) = {v,,v,, v3,v,4} dan

E(G) ={v1v;,, 0,03, U3y, V4,01 }.

51 Vg

Vg U3

Gambar 2.1 Graf G
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Berdasarkan Gambar 2.1, titik v; bertetangga dengan titik v, dan titik v,.
Titik v; dan titik v, dikatakan bertetangga karena terdapat sisi v;v, yang
menghubungkan kedua titik tersebut. Begitupun pada titik v; dan v,, kedua titik ini
bertetangga karena terdapat sisi v, v, yang menghubungkannya. Sementara itu, titik
v, dan vy tidak bertetangga. Dari Gambar 2.1, sisi v, v, bersisian dengan titik v,

dan v,, tetapi sisi tersebut tidak bersisian dengan titik v5 dan v,.

Suatu graf ¢ memiliki himpunan titik V = V(G), himpunan sisi E = E(G).
Himpunan ketetanggan suatu titik v, dinotasikan N (v) adalah himpunan titik-titik
yang bertetangga dengan titik v. Derajat dari sebuah titik v pada graf G adalah
banyaknya titik yang bertetangga dengan titik v, dinotasikan dengan d(v). Jika
sebuah titik v tidak bertetangga dengan sebarang titik lainnya (berderajat 0), maka
v disebut dengan titik terisolasi. Adapun jika setiap titik pada graf G memiliki
derajat yang sama, maka graf G disebut dengan graf reguler atau graf teratur.
Derajat terkecil pada suatu graf G dinotasikan dengan 6(G). Sedangkan derajat
terbesar dari suatu graf G dinotasikan dengan A(G). Pada Gambar 2.2 bagian (a)
ditunjukkan sebuah titik us pada graf G, adalah titik terisolasi. Sementara pada

Gambar 2.2 bagian (b) ditunjukkan contoh graf reguler atau graf teratur.

U Uy Uy
Us
'y Us
4 Uy Uz
(a) (b)

Gambar 2.2 a) Graf G, dan (b) Graf Reguler G,
2.2 Jenis-Jenis Graf

Berikut beberapa jenis graf yang akan digunakan dalam penelitian ini:

Definisi 2.2.1 (Hasmawati, 2020). Graf lintasan berorde n dinotasikan B,
adalah barisan titik dan sisi vy, e, v,, €5, ..., Up_1,€n—1, Uy deNgan e; = v;v;,4,

i=12,..,n—1.
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Graf lintasan hanya terdiri dari satu lintasan, dengan n > 2. Terdiri dari n titik

dan n — 1 sisi. Graf lintasan P, dapat dilihat pada Gambar 2.3.

[ 4 & @ @ L 4 ®----0
L1 Vs VU3 Vy Vs Un-1 Un

Gambar 2.3 Graf Lintasan P,

Contoh 2.2 Misalkan terdapat graf lintasan P, dengan himpunan titik dan himpunan
sisi sebagai berikut:

V(P;) = vy, V3, V3, Uy, Vs, Vg, U7} dan

E(Py) = {v1V;, VaV3, V3V, V4 Vs, Vs Ve, VeV7}-

Maka graf lintasan P, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 2.4 Graf Lintasan P,

Definisi 2.2.2 (Novian, 2017) Graf lengkap adalah graf yang setiap titiknya

mempunyai sisi ke semua titik lainnya.

Graf lengkap dinotasikan K,, adalah suatu graf G yang memiliki himpunan titik
V(K,) = {v1, V3, ..., vy} dan himpunan sisi E(Ky,) = {v;v;|i,j € 1,2,..,n: i # j}.

Graf lengkap K,, dengan n titik memiliki jumlah sisi @ Contoh graf lengkap

dapat dilihat pada Gambar 2.5.

- — A X %

Gambar 2.5 Graf Lengkap K;, K5, K3, K, dan Ks

Definisi 2.2.3 (Alfian Y. H, dkk., 2015) Graf sikel (cycle) adalah graf sederhana
yang setiap titiknya berderajat dua.

Graf sikel dinotasikan C, adalah graf yang mempunyai himpunan titik dan
himpunanssisi V(C,,) = {v4, vy, ..., v, } dan E(Cy) ={v,v,, V3V3 ..., Vp_1Vp, Vp V1 }-
Graf sikel dengan n titik memiliki n — 1 sisi. Graf sikel C, dapat dilihat pada
Gambar 2.6.
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Contoh 2.3 Misalkan terdapat graf sikel C; dengan himpunan titik dan himpunan
sisi sebagai berikut:

V(Co) ={v1,v2, V3,14, Vs, 6} dan

E(C) = {v1v2, VoV3, V3Vs, Uy Us, Vs Vg, Ve V1 }-

Maka graf sikel C, dapat digambarkan sebagai berikut:

L1

Vg ]

Vs V3

Uy
(Cn) (Cﬁ)

Gambar 2.6 Graf Sikel C,, dan Graf Sikel Cg

2.3 Pewarnaan Graf

Pewarnaan graf adalah pemberian warna pada objek berupa titik, sisi, dan/atau
wilayah pada graf. Pemberian label warna dapat dipresentasikan dengan
memberikan bilangan bulat positif (1,2,3, ..., k) atau dengan memberikan warna
yang sebenarnya seperti hijau, biru, dan lain-lain pada objek graf. Perlu diketahui
bahwa dalam pewarnaan graf setiap objek yang bertetangga tidak boleh memiliki
warna yang sama. Selain itu, banyaknya macam warna yang digunakan harus

seminimal mungkin.

Definisi 2.3.1 (D. Tarmidzi, 2015) Bilangan kromatik (chromatic number) dari graf
G dinotasikan x(G) adalah bilangan k terkecil atau minimum pada graf G sehingga

dua titik yang bertetangga mempunyai warna yang berbeda.

Bilangan kromatik merupakan tujuan utama dari pewarnaan titik pada suatu
graf. Definisi 2.3.1 menunjukkan bilangan bulat positif k terkecil untuk mewarnai
graf G sedemikian sehingga dua titik yang bertetangga tidak diwarnai dengan warna
yang sama. Jika graf G dapat diberi warna sebanyak k-warna, maka dapat dikatakan
bahwa graf G disebut k-colorable. Jika bilangan kromatik y(G) = k, maka graf G
dapat disebut sebagai graf G k-kromatik.
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Contoh 2.6 Misalkan terdapat graf sikel Cs dengan himpunan titik dan himpunan
sisi sebagai berikut:

V(Cs) = {vy,v,, V3,14, v5} dan

E(Cs) = {v1v3, 0503, V304, V4 Vs, V51 },

Berikut adalah pewarnaan titik pada graf sikel Cs dengan beberapa warna.

L1 vy vy vy
Vg .172 vg .172 Vg .vz Vs .vz
Vs U3 Vg U3 Uy, Vg Uy U3
(a) (b) (c) (d)

Gambar 2.7 Pewarnaan Titik Graf Sikel Cs

Pada Gambar 2.7 (a), tampak bahwa graf roda sikel Cs adalah 3-colorable
karena banyaknya warna yang diberi adalah 3-warna. Sementara pada Gambar 2.7
(b), graf roda sikel Cs adalah 4-colorable karena banyaknya warna yang diberi
adalah 4-warna. Sedangkan pada Gambar 2.7 (c), graf roda sikel Cs adalah 5-
colorable karena banyaknya warna yang diberi adalah 5-warna. Gambar (d) secara
tidak langsung membuktikan bahwa graf sikel C; hanya dapat diwarnai dengan
warna 3 < k < 5. Terlihat pada Gambar 2.7, ketika graf hanya diberi 2 warna maka
akan terdapat titik yang bertetangga yang memiliki warna sama. Dalam pewarnaan
graf pula, pewarnaan yang tepat (proper coloring) yaitu ketika banyaknya macam
warna yang digunakan seminimal mungkin, sehingga dari Gambar 2.7 disimpulkan
bahwa pewarnaan titik graf sikel Cs yang memenuhi adalah gambar (a) 3-colorable.
Karena dapat diwarnai sebanyak 3-warna, maka bilangan kromatiknya adalah
x(G) = 3, atau dengan kata lain graf sikel Cs 3-kromatik.

2.3.1 Pewarnaan Titik

Definisi 2.3.2 (Chartrand dan Zhang, 2009). Pewarnaan titik pada graf G
merupakan pemberian warna pada titik-titik graf G, satu warna untuk setiap titik,

sehingga titik-titik yang bertetangga diwarnai dengan warna berbeda.

Pewarnaan titik adalah suatu fungsi ¢ : (V(G)) — N, dengan N adalah bilangan
positif, sedemikian sehingga c(u) # c(v) untuk u dan v yang saling bertetangga.
Perhatikan Contoh 2.6 pada Gambar 2.7 (a), tampak bahwa titik-titik yang
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bertetangga pada graf sikel Cs tersebut tidak memiliki warna yang sama. Fungsi
¢ : V(G) — N pada graf sikel Cs pada Contoh 2.6 didefinisikan sebagai berikut:

c(v) =1,c(vy) =2,¢c(v3) = 1,¢c(vy) = 2,¢c(vs) = 3.
2.3.2 Pewarnaan r-Dinamis pada Graf

Pewarnaan r-dinamis merupakan pengembangan dari pewarnaan dinamis yang
dilakukan oleh Lai dan Montgomery pada tahun 2001. Pewarnaan dinamis dengan
k-warna atau pewarnaan k-warna dinamis pada graf G didefinisikan sebagai
pewarnaan tepat (proper coloring) sehingga untuk setiap titik v berderajat minimal
dua setidaknya mempunyai lebih dari satu warna yang berbeda pada setiap titik-
titik ketetanggaannya. Nilai k terkecil yang diperoleh agar graf G memenuhi kondisi
pewarnaan k-warna dinamis disebut sebagai bilangan kromatik dinamis,
dinotasikan dengan x,(G). Pewarnaan dinamis kemudian digeneralisasikan

menjadi pewarnaan r-dinamis.

Definisi 2.3.3 (Fierera dan Sugeng, 2021) Misalkan r merupakan bilangan bulat
positif. Pewarnaan r-dinamis dengan k-warna pada suatu graf G adalah pewarnaan
tepat titik dengan k-warna pada graf G sedemikian sehingga untuk setiap titik v
menerima setidaknya min{r,d(v)} warna untuk titik ketetanggaannya. Nilai
minimal k untuk graf G pada pewarnaan r-dinamis dengan k-warna disebut dengan

bilangan kromatik r-dinamis pada graf G, dinotasikan dengan y,.(G) = k.

Bilangan kromatik pada pewarnaan 1-dinamis (r = 1) merupakan bilangan
kromatik pada graf G atau x(G). Bilangan kromatik 2-dinamis disebut bilangan

kromatik dinamis x,(G) dan bilangan kromatik r-dinamis disebut x,.(G).

Definisi 2.3.4 (Lai dan Montgomery, 2001). Pewarnaan titik r-dinamis pada suatu
graf G didefinisikan sebagai pemetaan c dari V (G) ke himpunan warna sedemikian

sehingga memenuhi kondisi:

a) Jikauv € (E(G)) maka c(u) # c(v) dan
b) vv € V(G),|c(N())| = min{r,d(v)}

dengan N (v) menunjukkan himpunan semua titik yang bertetangga dengan v, d(v)

ialah derajatnya dan r adalah bilangan bulat positif. Kondisi a) mencirikan
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pewarnaan yang tepat disebut sebagai kondisi adjacency dan kondisi b) adalah
kondisi r-adjacency (K. Kalaiselvi, dkk, 2021).

Contoh 2.7 Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik dan himpunan sisi
sebagai berikut:
V(G) = {vy,v,, V3,14, Vs, Vg} dan
E(G) = {v1v,, V03, V3V, V4 Vs, Vs Ve, V6 V3 }-

Akan ditunjukkan pewarnaan titik r-dinamis dan bilangan kromatik r-dinamis
pada graf G.
Untukr =1

Vg
Vg

151

Va2 Tz

Vg

Gambar 2.8 Pewarnaan Titik 1-Dinamis pada Graf G

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

c(vy) =c(ws3) =1,c(w;) = c(vy) = c(vg) = 2,c(vs) = 3
Dari Definisi 2.3.4 syarat a) terlihat bahwa c(v;) # c(v;) untuk v; yang

bertetangga dengan v;. Dari syarat b) ditunjukkan sebagai berikut:

N(v,) = {v,} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v;)) = c(v,) = {2} sehingga
lc(N(v1))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,1} = 1.

N(v,) = {vy,v3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {1} sehingga
lc(N(v3))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,2} = 1.

N(v3) = {v,, v, Vs, v6} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v3)) = {2,3} sehingga
|c(N(v3))|= 2 = min{r,d(v;)} = min{1,4} = 2.

N(v,) = {vs,vs} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v,)) = {1,3} sehingga
|c(N(vy))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{1,2} = 2.

N(vs) = {vs, v, v} fungsi pewarnaannya adalah c(N(vs)) = {1,2} sehingga
|(c(N(vs))|= 2 = min{r,d(vs)} = min{1,3} = 2.

10
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N(vg) = {v5,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ve)) = {1,3} sehingga
|(c(N(vg))|= 2 = min{r,d(ve)} = min{1,2} = 2.

Karena banyaknya warna itu adalah yang paling sedikit adalah tiga, maka bilangan
kromatik dari x, (G) = 3.

Untukr = 2

Vg

vy Vs

U2 U3

Vg

Gambar 2.9 Pewarnaan Titik 2-Dinamis pada Graf G
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut
c(vy) = c(vy) = c(We) = 1,¢c(v2) = c(vs) = 2,c(vs) = 2

Dari Definisi 2.3.4 syarat a) terlihat bahwa c(v;) # c(v;) untuk v; yang

bertetangga dengan v;. Dari syarat b) ditunjukkan sebagai berikut:

N(v,) ={v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={2} sehingga
lc(N(v1))|=1 = min{r,d(v,)} = min{2,1} = 1.

N(v,) = {vy,v3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={1,3} sehingga
lc(N(v2))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,2} = 2.

N(v3) = {v,, v, Vs, v6} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v3)) = {2,1} sehingga
|c(N(v3))|= 2 = min{r,d(v;)} = min{2,4} = 2.

N(v,) = {vs,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {3,2} sehingga
|c(N(vy))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,2} = 2.

N(vs) = {vs,v,, v} fungsi pewarnaannya adalah c(N(vs)) = {3,1} sehingga
|(c(N(vs))|= 2 = min{r,d(vs)} = min{2,3} = 2.

N(ve) = {v;3,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(vg)) ={3,2} sehingga
|(c(N(vg))|= 2 = min{r,d(ve)} = min{2,2} = 2.

11
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Karena banyaknya warna itu adalah yang paling sedikit adalah tiga, maka bilangan
kromatik dari x,(G) = 3.

Untukr =3

Vg

Gambar 2.10 Pewarnaan Titik 3-Dinamis pada Graf G
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut
c(wy) =c(ws) =1,c(vy) =c(vy) =3,c(v3) =2,c(vs) =1=c(vg) =4

Dari Definisi 2.3.4 syarat a) terlihat bahwa c(v;) # c(v;) untuk v; yang

bertetangga dengan v;. Dari syarat b) ditunjukkan sebagai berikut:

N(v,) ={v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={3} sehingga
lc(N(v1))|=1 = min{r,d(v,)} = min{3,1} = 1.

N(vy) = {vy,v3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {1,2} sehingga
|c(N(v2))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{3,2} = 2.

N(vs) = {v,,vs,vs,v6} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v3)) = {3,1,4}
sehingga |c(N (v3))|= 3 = min{r, d(v;)} = min{3,4} = 3.

N(v,) = {vs,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {2,1} sehingga
|c(N(vy))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{3,2} = 2.

N(vs) = {vs, vy, v} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(vg)) = {2,3,4} sehingga
|(c(N(vs))|= 3 = min{r, d(vs)} = min{3,3} = 3.

N(ve) = {v5,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(vg)) ={2,1} sehingga
|(c(N(vg))|= 2 = min{r,d(ve)} = min{3,2} = 2.

Karena banyaknya warna itu adalah yang paling sedikit adalah empat, maka

bilangan kromatik dari x5 (G) = 4.

12
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Lemma 2.1 (K. Kalaiselvi, dkk., 2021) x,-(G) = min {r,A(G)} + 1.

Berdasarkan dua kondisi pada definisi pewarnaan titik r-dinamis, dapat dilihat
Lemma 2.1 x,.(G) = min{r,A(G)} + 1. Setiap pewarnaan r-dinamis pada graf G
juga merupakan pewarnaan t-dinamis pada graf G, dengan r >t > 1. Dengan
demikian, jikar > t > 1 maka berlaku x,.(G) = x;(G) untuk setiap graf G (Lai dan
Montgomery, 2002). Contoh 2.7 sekaligus membuktikan Lemma 2.1 dapat dilihat
tampak bawah x5 (G) = x,(G) = x1(G).

2.4 Graf Sisir

Misalkan P, adalah graf lintasan dengan himpunan titik dan himpunan sisi
V(B,) = {vy, vy, ..., vy} dan E(P,) = {v,v,, V33, ..., Up_1Vy, }. Graf sisir B, © K;
adalah graf dengan himpunan titik V (B, © K;) = {v4, V3, ..., Uy, Uq, Uy, ..., Uy} dan
himpunan sisi E(B, © K;) = E(B) U {v;u; : i = 1,2,3 ...,n}. Graf sisir B, © K;
dapat digambarkan sebagai berikut:

2 vy V3 vy Vg Vp1 vy

Uy Uz Usz Ug Us Up—1 Up

Gambar 2.11 Graf Sisir B, © K;

Graf sisir merupakan graf hasil operasi korona dari graf lintasan P, dengan graf
lengkap K;. Operasi korona (G; © G,) pada dua buah graf G, (dengan n, titik dan
m, sisi) dan G, (dengan n, titik dan m, sisi) didefinisikan sebagai graf yang
diperoleh dengan mengambil 1 salinan G, dan n; salinan dari G,, kemudian
menghubungkan titik i,;, dari G; dengan sebuah sisi ke setiap titik pada i, salinan
dari G, (R. Frucht dan F. Harary, 1970).

Contoh 2.8 Misalkan terdapat graf lintasan Ps dan graf lengkap Kj.

v vy Vg N Vg
Ps: o . . o ° Ki: @

Uy

Gambar 2.12 Graf Lintasan P; dan Graf Lengkap K;

13
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Graf lintasan Ps memiliki himpunan titik V(Ps) = {v;, v,, V3,14, v5} dan
himpunan sisi E (Ps) = {v,v,, V,V3, V3,, U, VUs}. Sedangkan graf lengkap K; hanya
memiliki satu titik yaitu titik u, dan tidak memiliki sisi. Hasil operasi korona graf
lintasan Ps dan graf lengkap K; menghasilkan graf sisir Py O K, dapat digambarkan
sebagai berikut:

vy vy V3 Uy Vs

Uy Uz Uz Uy Us

Gambar 2.13 Graf Sisir Py O K;

Adapun untuk graf hasil operasi korona antara graf lengkap K; dan graf lintasan
P: dapat digambarkan sebagai berikut:

Uy

2 vz V3 Vs Vs

Gambar 2.14 Graf Kipas Fs

Terlihat bahwa hasil operasi korona graf lengkap K; dan graf lintasan P
menghasilkan graf kipas Fs. Dari hasil operasi ini pula dapat diketahui bahwa
operasi korona pada graf tidak bersifat komutatif.

2.5 Graf Pusat (Central Graph)

Definisi 2.5.1 (J. Vernold Vivin, 2007). Graf pusat C(G) dari graf G diperoleh dari
graf G dengan menambahkan titik pada setiap sisi dari graf G, kemudian
menghubungkan setiap pasangan titik dari graf asli yang sebelumnya tidak
bertetangga.

Misalkan G = (V(G), E(G)) dengan V(G) = {vq, vy, Vs, ..., vy }. Graf pusat
C(G) adalah graf dengan himpunan titik V(C(G)) = V(G) U {uy, up, us, ..., ui},

dimana u; berada diantara vy; dan v;; yang bertetangga, serta himpunan sisi

14
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E(C(®) = {vsu, wvy | i = 1,2,3, ..., k; untuk suatu s, t € {1,2,3,...,n}} U
{vivi|lvv; ¢ E(G)}.

Contoh 2.9 Misalkan terdapat graf pusat dari graf G dengan himpunan titik dan
himpunan sisi sebagai berikut:

V(G) = {v1,v,, V3,14, v} dan

E(G) = {v1v3, V5V3, V3Vs, VsVy, Va1 }-

vy

V3

Vs

Uy
V3

Gambar 2.15 Graf G

Graf pusat dari graf C(G) diperoleh dengan membagi setiap sisi G tepat satu
kali dengan membuat titik baru vyaitu u,,u,,us, us, us, ug, dan u, kemudian

menghubungkan semua titik yang tidak bertetangga pada graf G.

Uy

Gambar 2.16 Graf Pusat C(G) dari Graf G

Sehingga diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf pusat dari G yaitu:
V(C(G)) = V(G) U {ulJ Uz, U3, Uy, Us, Ug, u7}
E(C(G)) = {V1Uy, Uy V3, VolUy, Up V3, Uz Ve, UUs, Vsly, Uy Vs, Uslls, V1 Uy, Us Vs,

VsUs, UsVp, V1 V3, VaVs, V1 V3, Vs V3 ).

Contoh 2.10 Misalkan terdapat graf sisir P; O K; dengan himpunan titik dan
himpunan sisi sebagai berikut:
V(P; O K;) = {vy,v,,v3,uy, Uy, Uz} dan
E(P3 O Ky) = {v1v;, V203, V1 Uy, VaUs, V3Us}
Untuk setiap sisi dari graf sisir P; O K; dibuat titik baru yaitu v';, v',, u'y, u',,

dan u'; seperti pada Gambar 2.17. Graf pusat dari graf sisir C(P; © K;) dibuat

15
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dengan cara menghubungkan semua titik yang tidak bertetangga dari G, sehingga
diperoleh graf pusat dari graf sisir C(P; © K;), lihat Gambar 2.17.

vy vy Vq v Vg
uf r b I

1 U s Uy

Uy U U

Gambar 2.17 Graf Pusat dari Graf Sisir C(P; © K;)

Sehingga diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf pusat C(P; © K;) yaitu:
V(C(Ps © K1)) =V(P; O Ky U{v'y,vyu'y,u'yu's} dan
E(C(Ps © K1) = {0101, V' 105, 150" 5, ¥ 05, 01U 1, W Uy, Vou' 5, U 5Uy, aU 5,

U'3Us, V1 V3, V1 Uy, V1Us, Ually, Uals, Uslly, Vgly, Uy Uy, UpUs
2.6 Graf Tengah (Middle Graph)

Definisi 2.6.1 (D. Michalak, 1983). Graf tengah dinotasikan M(G) didefinisikan
sebagai berikut, himpunan titik dari M(G) adalah V(G) U E(G). Dua buah titik u, v
M (G) bertetangga di M(G) jika salah satu dari berikut ini berlaku:

(i) u, v berada di E(G) dan u, v bertetangga di G.
(i) v €V(G), u € E(G) dan u, v bersisian di G.

Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, ..., U }-
Dibuat satu titik w;;, jika sisi v;v; € E(G). Sehingga graf tengah dari graf G dapat
didefinisikan dengan graf yang memiliki himpunan titik dan himpunan sisi sebagai
berikut:

V(M(®)) =V(6) u{uyli,j €{1,2,..,n},i # j}; u;; berada diantara v; dan v,
E(M(G)) = {viuij,uijvj|vivj € E(G)} V) {uijuik|vivj, ViV € E(G)}

Contoh 2.11 Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik dan himpunan sisi
sebagai berikut:

V(G) = {vy1,v,, V3,1, vs} dan

E(G) = {v1v3, 3V3, V3Vs, VsV, Vg1 }.
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L

V3

Uy
Vs

Gambar 2.18 Graf G

Graf tengah dari graf G diperoleh dengan membagi setiap sisi G tepat satu kali
dan menghubungkan semua titik baru yang diperolen dengan sisi-sisi yang

bertetangga dari G, dapat dilihat pada Gambar 2.19.

Gambar 2.19 Graf Tengah M (G) dari Graf G

Sehingga diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf tengah dari graf M(G):
V(M(G)) = {v1, V3, V3, Uy, Vs, Uz, Upa, Uss, Uz, Upa, Uss ),
E(M(G)) = {V1Uy2, U1 V5, Volys, Up3 Vs, V3Uss, Uss Vs, V1 Uys, Uy Vs, Vallos,

Upa Vs, V1Uss, UsaVs ).

Contoh 2.12 Misalkan terdapat graf sisir P; O K; dengan himpunan titik dan
himpunan sisi sebagai berikut:

V(P; O K;) = {v1,v2,V3,uq,Up, us} dan

E(P; O K1) = {v1;, V503, V1 Uy, VoUy, V3Us).

Untuk setiap sisi dari graf sisir P; O K; dibuat titik baru yaitu v'y, v',, u'y, u’,,
dan u'; seperti pada Gambar 2.20. Graf tengah dari graf sisir P; O K, dibuat
dengan cara menghubungkan semua titik baru yang diperoleh dengan sisi-sisi yang
bertetangga dari G, sehingga diperoleh graf tengah dari graf sisir M (P; O K;), lihat
Gambar 2.20.
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51 vy L) L] U3
° - P
’
uy ) us
Uy Uz Uz

Gambar 2.20 Graf Tengah dari Graf Sisir M(P; O K;)

Sehingga diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf pusat M (P; O K;) yaitu:

V(M(Ps © K1)) =V(P; O Ky U{v'y,v5,u'y,u'5,u's} dan

E(M(P3 O] Kl)) = {v V', V1V, 00", v s, viu' U Uy, vou U Uy, iU s,
U 3us, v w'y, v w,, v v, vou'y, vu's )

2.7 Graf Garis (Line Graph)

Definisi 2.7.1 (F. Harary, 1969). Graf garis dinotasikan L(G) adalah adalah graf
yang himpunan titiknya merupakan himpunan sisi dari G. Dua titik dari L(G)

bertetangga apabila sisi-sisi yang bersesuaian dari G bertetangga.

Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, v,, v3, ..., v, } dan
himpunan sisi E(G) = {v,v;, V03, ..., Vp_1 ). UNtuk setiap v;v; € E(G) dibuat
titik v;; pada setiap sisi v;v; dan setiap v;v;, v;jv, dibuat sisi e;,. Maka graf garis
L(G) dari graf G memiliki himpunan titik V(L(G)) = {v;;|v;v; € E(6)} dan
himpunan sisi E(L(G)) = {eyleix = vijvjx, vij, vj. € V(L(G))}.

Contoh 2.13 Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik dan himpunan sisi
sebagai berikut:

V(G) = {v;1,v,,v3,1,} dan

E(G) = {v1V3, V33, V3V, V4 V2, V1 U3}

7 vy

Gambar 2.21 Graf G
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Maka graf garis dari graf L(G) dapat digambarkan sebagai berikut.

Uy Uy

V12 U3y

L&)

Gambar 2.22 Graf Garis L(G) dari Graf G

Dari Gambar 2.22 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari L(G) yaitu:
V(L(G)) = {V12, V13, Va2, V34, V23}

E(L(G)) = {€13, €23, €14, €12, €34, €41, €32, €24}

Contoh 2.14 Misalkan terdapat graf graf sisir P; O K; dengan himpunan titik dan
himpunan sisi sebagai berikut:

V(P; © K;) = {vy,v,, V3,Uyq, Uy, uz}, dan

E(P; O K1) = {v1v3, V203, V1, Vo Uy, V3Us}.

Maka graf garis dari graf sisir L(P; © K;) dapat digambarkan sebagai berikut:

1] - . ’
1 vy . v, e VU Vg
; °- . -e .
.
u, Uy Uz
Uy Uz Uz
Vi Va2
€13
€12 €32
€21 €33
r
u'y Uy Uz
L(P;s O K)

Gambar 2.23 Graf Garis dari Graf Sisir L(P; O K;)
Dari Gambar 2.23 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari graf garis dari
graf sisir L(P; © K;) yaitu:
V(L(P3 ) Kl)) ={v', v, u', U, u'5} dan
E(L(P3 ©) Kl)) = {e12,€21,€13, €23, €32 }-
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2.8 Graf Sub-Divisi (Sub-Division Graph)

Definisi 2.9.1 (Kalaiselvi, dkk, 2021). Graf sub-divisi S(G) diperoleh dengan hanya

menyisipkan titik baru untuk setiap sisi dari G.

Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik V(G) = {v,, vy, v3, ..., v, } dan
himpunan sisi E(G) = {v,v,, V303, ..., Vp_1 1, }. Untuk setiap v;v; € E(G) dibuat
titik v;; pada setiap sisi v;v;. Maka graf sub-divisi dari graf G dinotasikan S(G)
memiliki himpunan titik V(S(G)) = V(G) U {v;;|v;v; € E(G)} dan himpunan sisi
E(S(G)) = {'l?ivij, 'l?ijvj'lvivj (S E(G)}

Contoh 2.15 Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik dan himpunan sisi
sebagai berikut:
V(G) = {vl, vz, v3, 174} dan

E(G) = {v1V;, 0,03, V3V, V4V, }.

Maka graf subdivisi dari graf S(G) dapat dilihat pada Gambar 2.24.

U2

U3

Gambar 2.24 Graf G dan Graf Sub-Divisi S(G) dari Graf G
Dari Gambar 2.24 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari S(G) yaitu:
V(S(G)) = V(G) U {vy2, V23, V34, V4o } dan

E(S(G)) = {V1V12, V12V3, V3 V33, V23V3, V3V34, V34Vs, VaVap, Var V2 }.

Contoh 2.16 Misalkan terdapat graf graf sisir P; O K; dengan himpunan titik dan
himpunan sisi sebagai berikut:

V(P; © K;) = {vy,v,,v3,ug, Uy, Uz} dan

E(P3 O K1) = { v, VoV3, V1 Uy, VoUy, V3Us})

Maka graf garis dari graf sisir S(P; O K;) dapat digambarkan sebagai berikut:
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vy L] V3 vy V2 L]
* - . . . °
vy v’y
- u'y u'z u'y
Uy Uz Ug Uq Uz Ug
P3®K1 S(P?,@Kl)

Gambar 2.25 Graf Sub-Divisi dari Graf Sisir S(P; © K;)
Dari Gambar 2.26 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari graf garis dari
graf sisir S(P; O K;) yaitu:
V(S(P; O Ky)) =V(G)U{v'y,v'5u'y,u'5,u 5} dan
E(S(P3 O] Kl)) = {v V', V105, 005, v s, viu U Uy, vou U Uy, e s,

u'3us}.
2.9 Graf Para-Line (Para-Line Graph)

Definisi 2.10.1 (K. Kalaiselvi, dkk, 2021). Graf paraline P(G) adalah graf garis dari
graf sub-divisi graf G.

Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik V(G) = {v;, v,, v, ..., vy} dan
himpunan sisi E(G) = {v,v,, V03, ..., Vy_1 1, }. Untuk setiap v;v; € E(G) dibuat
titik v;; pada setiap sisi v;v; sehingga diperoleh graf sub-divisi S(G) dari G.
Kemudian dibuat titik w;;; dan w;;; masing-masing untuk setiap v;v;; dan v;;v;.
Setiap titik wy; dan w;;; yang sisi-sisi v;v;;, v;;v; € S(G) bertetangga
dihubungkan, sehingga diperoleh graf garis L(S(G)) = P(G) dari graf sub-divisi
S(G). Maka graf para-line dinotasikan P(G) memiliki himpunan titik dan himpunan
sisi V(P(G)) = {wyij, wijjlvivi; € S(G)} dan E(P(G)) = {Wiijwijj|wil-j, w;jj €
V(P(G))}-

Contoh 2.17 Misalkan terdapat graf G dengan himpunan titik dan himpunan sisi
sebagai berikut:

V(G) = {v;1,v,,v3,1,} dan

E(G) = {v1v,, V33, V3V, U4V; }.

Graf para-line dari graf P(G) diperoleh dengan membuat graf garis dari graf
sub-divisi dari graf G terlebih dahulu. Graf sub-divisi dari graf G dapat dilihat pada

Gambar berikut.
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vy V1

vy vy
G S(G)
Gambar 2.26 Graf G dan Graf Sub-divisi S(G)

Setelah membuat graf sub-divisi dari graf G, selanjutnya dibuat graf garis dari
graf sub-divisi pada graf G. Berdasarkan Definisi 2.10.1, graf garis dari graf sub-
divisi adalah graf para-line dari graf G atau P(G). Maka graf para-line dari graf G
dapat digambarkan pada Gambar 2.28.

Wi41 Wi12

Wa3q

L(S(6)) = P(G)
Gambar 2.27 Graf Para-line dari Graf P(G)

Dari Gambar 2.28 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari P(G) yaitu:
V(P(G)) = {W112, W12, W223, W323, W33, Wa3a, Waaq, Wiaq } dan
E(P (G)) = {W112W212, W212W223, W223W323, W323W334, W334Wa34, Wa34Waa1,

W441W141, W141W112}-

Contoh 2.18 Misalkan terdapat graf graf sisir P, © K; dengan himpunan titik dan
himpunan sisi sebagai berikut:

V(Py O Kq) = {v1, V5, V3, V3, Uy, Up, Uz, Uy} dan

E(Py © K1) = {0103, V503, V3V, V1Uy, VoUy, V3Us, Vally}

Graf para-line P(P, © K; ) dari graf sisir P, O K; diperoleh dengan membuat
graf garis L(P, O K;) dari graf sub-divisi dari graf sisir P, © K; terlebih dahulu.
Graf sub-divisi S(P, © K;) dari graf sisir P, © K; dapat dilihat pada Gambar
berikut.
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L2 L] V3 ‘l'il,
oy & r N
PLOK =
Uy Uz Uz Uy
vy Uz V3 Uy
vy Vs [
— ! r I r
S(PLOK;) = uh Uz Uz Uy

Uy Uo Uz Uy

Gambar 2.28 Graf P, © K; dan Graf Sub-divisi S(P, © K;)

Setelah membuat graf sub-divisi S(P, O K;), selanjutnya dibuat graf garis dari
graf sub-divisi pada graf sisir P, © K;. Berdasarkan Definisi 2.10.1, graf garis dari
graf sub-divisi adalah graf para-line dari graf G atau P(G). Maka graf para-line
P(P, © K;) dari graf sisir P, © K; dapat digambarkan sebagai berikut.

e i e il S e
| Wy Wz“\I_,/'W3 Wy ws Wig |
-wl 'w:.] -‘W'5 Wy
13 )
r r r
uyb u'zt usb Uyt
lwz lW4 lws lws
uy Uz ! us Uy

wrl wiz w'

( \f ) WW?

w3 Wy Wg Wg
L(S(P+ © K1) =P(Pr O K1)
Gambar 2.29 Graf Para-line dari Graf Sisir P(P, O K;)

Dari Gambar 2.30 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi pada graf para-line
dari graf sisir P(P, © K;) yaitu:
V(P(G)) ={w', Wy, ws, W, we, W, wy, wy, wy, wy, we, we, wy, wg} dan

— ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
E(P(G)) ={w wo,wow' s, ww ,wiws,wew'e, wiw, wows, wisws,

! ! !
W W5, W sWs, W' gW7, Wy Wo, W3Wy, WsWe, W, Wg}.
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Bilangan kromatik r-dinamis dari graf G sembarang telah dikemukakan A.

Taherkhani (2016) dengan teorema sebagai berikut:
Teorema 2.1 (A. Taherkhani, 2016)

Misalkan r adalah bilangan bulat positif dengan 2 < r < §/log (2er(A? + 1)).
Maka: x,(G) < x(G) + (r — 1) [e%log(Zer(A2 + 1))].
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BAB Il

METODOLOGI PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur. Metode
ini merupakan metode yang dilakukan dengan membaca dan mengkaji sumber-
sumber bacaan yang berkaitan dengan penelitian yang akan dilakukan melalui
buku, jurnal, ataupun artikel terkait dengan tujuan untuk menunjang dan

menguatkan penelitian ini. Berikut adalah detail metodologi yang dilakukan:

1. Mempelajari teori dasar.
Teori dasar yang dipelajari dalam melakukan penelitian ini adalah
mengenai definisi graf, jenis-jenis graf, pewarnaan graf, pewarnaan titik pada

graf, dan pewarnaan titik r-dinamis pada graf.

2. Mencari, mengumpulkan, dan mempelajari bahan penunjang terkait.

Tahapan berikutnya adalah mencari sumber bacaan terkait dengan
penelitian yang dilakukan. Sumber bacaan yang dimaksudkan dapat berupa
buku, jurnal, ataupun artikel yang membahas graf terkhusus teori graf dalam
bidang pewarnaan graf dan pewarnaan titik r-dinamis pada graf.

3. Menentukan bilangan kromatik dan pewarnaan titik r-dinamis pada graf.
Menentukan bilangan kromatik dan pewarnaan titik r-dinamis pada graf
dalam penelitian ini yang dimaksudkan adalah graf sisir B, © K;, graf pusat
dari graf sisir C(P, © K;), graf tengah dari graf sisir M (P, O K;), graf garis
dari graf sisir L(B, © K;), graf sub-divisi dari graf sisir S(P, © K;), dan graf
para-line dari graf sisir P(B, © K;).
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V

Memilih graf

V

Menggambar graf pusat dari graf sisir C(B, © K;),
graf tengah dari graf sisir M (P, © K;), graf garis dari graf
sisir L(P, O K;), graf sub-divisi dari graf sisir S(P, © K;),

dan graf para-line dari graf sisir P(B, © K;).

V

Menentukan pewarnaan titik r-dinamis pada graf dan
memperhatikan pola pewarnaan .

V

Menentukan bilangan kromatik r-dinamis pada graf

-Ujivv e V(G), |C(N(v))| > min{r,d(v)}

V

-Ujix, =k e

*

¢Ya

Memaparkan lemma dan teorema terkait pewarnaan titik
r-dinamis pada graf serta buktinya

V

Gambar 3.1 Flowchart Langkah-Langkah Penelitian
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BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dijelaskan hasil penelitian mengenai pewarnaan titik
r-dinamis dan bilangan kromatik r-dinamis pada graf sisir P, © K;, graf pusat dari
graf sisir C(P, © K;), graf tengah dari graf sisir M(P, O K;), graf garis dari graf
sisir L(P, O K;), graf sub-divisi dari graf sisir S(P, © K;), dan graf para-line dari
graf sisir P(P, © K;). Masing-masing graf tersebut akan ditentukan pola
pewarnaan r-dinamisnya dengan langkah-langkah penelitian yang telah dipaparkan
pada BAB Il1 sebelumnya.

4.1 Pola Pewarnaan dan Bilangan Kromatik r-Dinamis pada P,, © K;.

Proposisi 4.1 Misalkan n > 4, maka bilangan kromatik r-dinamis dari graf sisir
P, © K; adalah:
2, untukr =1

Xr(Pn O Kl) = 3, untukr = 2
4, untukr = 3

Bukti

Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf sisir B, © K, adalah sebagai
berikut:

V(P, © Ky) = {v1,vq, ..., Up, Uy, Uy, ..., Uy } dan

E(P,OK) =EMB)V{vu;:i=123..,n}

.il‘l Uz '],33 -EJ“L i}'s 'i;‘ﬂ_ 1 ‘L]n

Uy U Uz Uy Ug Up—1 Uy,

Gambar 4.1 Graf Sisir B, © K;

Derajat maksimum dari P, © K; adalah A(P, © K) = 3, titik-titik yang

berderajat 3 adalah titik-titik v,, v, ..., v,_;. Sementara derajat minimum dari
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P, © K; adalah &(P, ®© K1) =1, titik-titik yang berderajat 1 adalah titik-titik

Ug, Uy, ey Uy

Untuk r = 1 berdasarkan Lemma 2.1.
X-(B, © K;) = min{r,A(P, ©® K;)} + 1
= min{1,A(R, © K1)} + 1 =min{1,3} + 1 = 2.

Untuk r = 2 berdasarkan Lemma 2.1.
X-(B, © K;) = min{r,A(P, ©® K;)} + 1
= min{2,A(B, © K1)} + 1 =min{2,3} + 1 = 3.

Untuk r = 3 berdasarkan Lemma 2.1.
X-(B, © K;) = min{r,A(P, ® K;)} +1
= min{3,A(B, © K1)} + 1 = min{3,3} + 1 = 4.

Didefinisikan pemetaan ¢ : V - Z*. Pembuktian dilakukan melalui tiga kasus.

Kasus 1: Untuk r = 1. Berdasarkan Proposisi 4.1 bahwa x,.(B, © K;) = 2. Pola

pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:

1, untuk i ganjil
2,untuk i genap

2,untuk i ganjil
1, untuk i genap

c(vy) = { dan c(u;) = {

Tampak bahwa pewarnaan tersebut hanya membutuhkan 2 warna. Sehingga
Xr(Pn O Ky) = 2.

Kasus 2: Untuk r = 2. Berdasarkan Proposisi 4.1 bahwa x,.(B, © K;) = 3. Pola

pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:

c(V3n_2) =1 c(uzp—2) =3
c(vy) ={c(vzp-1) = 2dan c(u) = {c(ugn-1) =1
c(vzn) =3 c(uzp) =1

Tampak bahwa pewarnaan tersebut hanya membutuhkan 3 warna. Sehingga
Xr(P, © Ky) = 3.

Kasus 3: Untuk r = 3. Berdasarkan Proposisi 4.1 bahwa x,.(B, © K;) = 4. Pola

pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:
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c(V3p-2) =2
c(vy) ={c(v3p-1) = 3 dan c(u;) = {1}
C(v3n) =4

Tampak bahwa pewarnaan tersebut hanya membutuhkan 4 warna. Sehingga
x-(B, © Ky) = 4.

Contoh 4.1 Diberikan graf sisir P, ® K;, untuk r = 1.
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

V1 Uz V3 Vs Vg Ve vz
1 2 1 2 1 2 1
2 1 2 1 2 1 2
Uy Uy Uz Uy Ug Ug Uy

Gambar 4.2 Pewarnaan 1-Dinamis P, O K;

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.2 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga dengan
v; € E(P; O K;). Untuk setiap v; € V(P; O K;), nilai N(v;) dan ¢(N (v;)) adalah
sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-adjacency pada
Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v;,uy;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={2,2} sehingga
|c(N(v1))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,2} = 1.

N(v,) = {vy,v3,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {1,1,1} sehingga
lc(N(v3))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,3} = 1.

N(v3) = {v,, v, u3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v3)) = {2,2,2} sehingga
|c(N(v3))|=1 = min{r,d(v;)} = min{1,3} = 1.

N(v,) = {vs,vs,u,} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(v,)) = {1,1,1} sehingga
lc(N(v,))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,3} = 1.

N(vs) = {v,, vg,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(vs)) = {2,2,2} sehingga
lc(N(vs))|=1 = min{r,d(vs)} = min{1,3} = 1.
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N(ve) = {vs, v;,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ve)) = {1,1,1} sehingga

|c(N(vg))|= 1 = min{r,d(ve)} = min{1,3} = 1.

N(v;) = {ve, vg, u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {2,2,2} sehingga

lc(N(v;))|=1 = min{r,d(v,;)} = min{1,3} = 1.

N(u,) ={v,} fungsi pewarnaannya adalah

lc(N(uq))|=1 = min{r,d(u;)} = min{1,1} = 1.

N(u,) = {v,} fungsi pewarnaannya adalah
lc(N(uy))|=1 = min{r,d(u;)} = min{1,1} = 1.

N(u3) = {v3} fungsi pewarnaannya adalah

lc(N(u3))|=1 = min{r,d(us3)} = min{1,1} = 1.

N(u,) = {v,} fungsi pewarnaannya adalah

lc(N(uy))|= 1= min{r,d(u,)} = min{1,1} = 1.

N(us) = {vs} fungsi pewarnaannya adalah

|c(N(us))|=1 = min{r,d(us)} = min{1,1} = 1.

N(ug) = {ve} fungsi pewarnaannya adalah
lc(N(ug))|=1 = min{r, d(ug)} = min{1,1} = 1.

N(u,) ={v;} fungsi pewarnaannya adalah

lc(N(u;))|=1 = min{r,d(u,)} = min{1,1} = 1.

C(N(u1)) = {1}

c(N(up) = {2}

c(N(us)) = {1}

c(N(uy) = {2}

c(N(us)) = {1}

c(N(ue)) = {2}

c(N(uy) = {13

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

Jadi graf P, O K; di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi adjacency

dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan kromatik

xr(P; © K;) =2, untuk r = 1.

Contoh 4.2 Diberikan graf sisir P, © K, untuk r = 2.

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:
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vy Vs V3 Uy Vg Vg L
1 2 3 1 2 3 1
3 1 1 3 1 1 3
Uy Uz Uz Uy Us Ug Uz

Gambar 4.3 Pewarnaan 2-Dinamis P; © K;

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.3 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga dengan
v; € E(P; O Ky). Untuk setiap v; € V(P; O K;), nilai N(v;) dan ¢(N(v;)) adalah
sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-adjacency pada
Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v;,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={2,3} sehingga
lc(N(vy))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,2} = 2.

N(v,) = {vy,v3,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {1,3,1} sehingga
lc(N(vy))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,3} = 2.

N(v3) = {v,, vy, u3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(vs)) = {2,1,1} sehingga
|c(N(v3))|= 2 = min{r,d(v;)} = min{2,3} = 2.

N(v,) = {vs,v5,u,} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(v,)) = {3,2,3} sehingga
lc(N(v,))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,3} = 2.

N(vs) = {vy, v, us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(vs)) = {1,3,1} sehingga
lc(N(vs))|= 2 = min{r,d(vs)} = min{2,3} = 2.

N(ve) = {vs, v;,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ve)) = {2,1,1} sehingga
lc(N(ve))|= 2 = min{r,d(v¢)} = min{2,3} = 2.

N(v;) = {ve, vg, u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {3,2,3} sehingga
|c(N(v,))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,3} = 2.

N(u,) = {v;} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(w))={1} sehingga
lc(N(uy))|=1 = min{r,d(u,)} = min{2,1} = 1.

31



N(u,) = {v,} fungsi pewarnaannya adalah

lc(N(uz))|=1 = min{r,d(u,)} = min{2,1} = 1.

N(u3) = {v3} fungsi pewarnaannya adalah

lc(N(u3))|=1 = min{r,d(u;)} = min{2,1} = 1.

N(u,) ={v,} fungsi pewarnaannya adalah

|c(N(uy))|= 1= min{r,d(u,)} = min{2,1} = 1.

N(us) = {vs} fungsi pewarnaannya adalah
|c(N(us))|=1 = min{r,d(us)} = min{2,1} = 1.

N(ug) = {ve} fungsi pewarnaannya adalah

lc(N(ug))|=1 = min{r, d(ug)} = min{2,1} = 1.

N(u,) = {v,} fungsi pewarnaannya adalah

lc(N(u;))|=1 = min{r,d(u;)} = min{2,1} = 1.

Universitas Hasanuddin

c(N(up)) ={2} sehingga

c(N(u3)) = {3} sehingga

c(N(uy)) ={1} sehingga

c(N(us)) = {2} sehingga

c(N(ug)) = {3} sehingga

c(N(u;)) ={1} sehingga

Jadi graf P, O K, di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi adjacency

dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan kromatik

xr(Ps © K;) = 3, untuk r = 2.

Contoh 4.3 Diberikan graf sisir P, O K, untuk r = 3.

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:
7y U5 V3 Vy Vg Vg vz
2 3 4 2 3 4 2
1 1 1 1 1 1 1
Uy Uy Uz Uy Usg Ug Uy

Gambar 4.4 Pewarnaan 3-Dinamis P; © K;

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency

dari Definisi 2.3.4, maka pada

Gambar 4.4 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga dengan

v; € E(P; O Ky). Untuk setiap v; € V(P; O K;), nilai N(v;) dan ¢(N(v;)) adalah

sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b)
Definisi 2.3.4.

atau kondisi r-adjacency pada
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N(vy) = {v;,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={3,1} sehingga
lc(N(v1))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{3,2} = 2.

N(v,) = {vy,v3,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {2,1,4} sehingga
lc(N(v,))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{3,3} = 3.

N(v3) = {v,, v,,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v3)) = {3,1,2} sehingga
|c(N(v3))|= 3 = min{r,d(v;)} = min{3,3} = 3.

N(v,) = {v3,vs,u,} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(v,)) = {4,1,3} sehingga
lc(N(vy))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{3,3} = 3.

N(vs) = {vy, vg,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(vs)) = {2,1,4} sehingga
|c(N(vs))|= 3 = min{r,d(vs)} = min{3,3} = 3.

N(ve) = {vs, v;,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ve)) = {3,1,2} sehingga
|c(N(ve))|= 3 = min{r,d(v¢)} = min{3,3} = 3.

N(v;) = {ve, vg, u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {4,3,1} sehingga
|c(N(v,))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{3,3} = 3.

N(u,) = {v;} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(w))={2} sehingga
lc(N(uy))|=1 = min{r,d(u,)} = min{3,1} = 1.

N(up) = {v,} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;))={3} sehingga
|c(N(uy))|=1 = min{r,d(u,)} = min{3,1} = 1.

N(us) ={vs} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u3))={4} sehingga
lc(N(u3))|=1 = min{r,d(u3)} = min{3,1} = 1.

N(uy) ={v,} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,))={2} sehingga
lc(N(uy))|=1 = min{r,d(us)} = min{3,1} = 1.

N(us) = {vs} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(us))={3} sehingga
|c(N(us))|=1 = min{r,d(us)} = min{3,1} = 1.

N(ug) = {ve} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ue)) = {4} sehingga
lc(N(ug))|=1 = min{r,d(ug)} = min{3,1} = 1.
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N(u;) ={v,} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;))={2} sehingga
lc(N(u;))|=1 = min{r,d(u,)} = min{3,1} = 1.
Jadi graf P, © K, di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi adjacency

dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan kromatik
XT(P7 @ Kl) = 4‘, UntUk r = 3.

4.2 Pola Pewarnaan dan Bilangan Kromatik r-Dinamis pada C(P,, © K;).

Teorema 4.1 Misalkan n > 3, maka bilangan kromatik r-dinamis graf pusat dari
graf sisir C(P, O K;) adalah:

n, untukr = 2
xr(C(B, © K1) =1 2n, untuk2 <r<A-1
2n + 3, untukr = A

Bukti
Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi graf pusat dari graf sisir C(B, © K;)
adalah sebagai berikut:

V(CR, OK)) ={v,u,u;:1<i<n}u{vpl<i<n-—1}dan
E(C(P,OKy)) ={vv' , v w1 |i=12,n—1}U
fvou' ,u'u; |i=12,...,n} U {viuj | i#j}lu

{uiu]' | i = 1,2, e, n = 1} V) {Uivj I vivj ¢ E(Pn @ Kl)}

Gambar 4.5 Graf Pusat dari Graf Sisir C(P, © K;)

Dimana v'; dan u’; masing-masing adalah titik yang berada pada sisi v;v;;,
dan v;u; dari B, © K;, 1 <i < n. Derajat maksimum dari C(P, © K;) adalah

A(C(P, © Ky)) = 2n — 1, titik-titik yang berderajat 2n — 1 adalah titik-titik
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V1, Vg, ey Up, Ug, Usg, .., Uy Sedangkan derajat minimum dari C(P, © K;) adalah
§(c(P, O Ky)) =2, titik-titik yang berderajat 2 adalah titik-titik

! ! ! ! ! li
v,V ., v o U uly, U,

Didefinisikan pemetaan ¢ : V — Z*. Pembuktian dilakukan melalui 3 kasus.

Kasus 1: Untuk » = 1. Pewarnaan r-dinamis adalah n sebagaimana pola pewarnaan
berikut:

cv) =cluy) =i,1<i<n,

4, untuki # 34, 1<i<n-1

c('s) ={2, untuk i =34, 1 SiSn—l’dan

3, untuki#3, 1<i<n
4, untuki=3, 1<i<n’

c(u'y) = {

Tampak bahwa pewarnaan tersebut membutuhkan n warna, sehingga
x-(C(B, © Kp)) =n untuk r = 1. Jika x,.(C(B, © K;)) <nmaka kondisi r-

adjacency tidak akan terpenuhi.

Kasus 2: Untuk 2 < r < A — 1. Pewarnaan r-dinamis adalah 2n sebagaimana pola

pewarnaan berikut:
c(v;)) =i,1<i<n,
cW)=clw) =i+n1<i<n,dan

C(ull)_{n,untuki=1,1§i§n—1
UTli—1, untuk2<i<n-1"

Tampak bahwa pewarnaan tersebut membutuhkan n warna, sehingga
X-(C(B, O Ky) =2n untuk 2 <r <A-—1. Jika x-(C(P, ©® Ky)) < 2n, maka

kondisi r-adjacency tidak akan terpenuhi.

Kasus 3: Untuk r = A. Pewarnaan r-dinamis adalah 2n + 3 sebagaimana pola

pewarnaan berikut:
c(v;)) =i,1<i<n,

2n + 2, untuk i ganjil
2n + 3, untuk i genap’

c(v'y) = {
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cu)=i+nl1<i<ndanc@w;)=2n+11<i<n.

Tampak bahwa pewarnaan tersebut membutuhkan n warna, sehingga
x-(C(B, © Ky) =2n+3 untuk r = A. Jika x,.(C(B, © Ky)) < 2n+ 3, maka

kondisi r-adjacency tidak akan terpenuhi.

Contoh 4.4 Diberikan graf pusat dari graf sisir C(P, © K;), untuk r = 1.
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

/ vy 4

Gambar 4.6 Pewarnaan 1-Dinamis C(P; O K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.5 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga dengan
v; € E(P; O Ky). Untuk setiap v; € V(P; O K;), nilai N(v;) dan c¢(N(v;)) adalah
sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-adjacency pada
Definisi 2.3.4.

N(v,) = {v3, V4, Us, Vg, V7, Uy, Us, Ug, Us, Ug, U7, V', 'y} fUNgsi  pewarnaannya
adalah c(N(v,)) ={2,3,45,6,7} sehingga |c(N(v,))|= 6 = min{r,d(v,)}}
= min{1,13} = 6.

N(vy) = {4, Vs, Vg, U7, Uq, Uz, Uy, Us, Ug, U7, V' 1, V' 5, U5} fUNgsi  pewarnaannya
adalah c¢(N(v,)) ={1,3,4,5,6,7} sehingga |c(N(v,))|= 6 = min{r,d(v,)}
= min{1,13} = 6.

N(v3) = {vq, Vs, Vs, U7, Uy, Uy, Ug, Us, Ug, U7, V' 5, V' 5,u' 3} fungsi  pewarnaannya
adalah c¢(N(v3)) ={1,2,4,5,6,7} sehingga |c(N(v3))|= 6 = min{r,d(vs)}
= min{1,13} = 6.
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N(vy) = {vy, V6, V7, Uy, Uy, Uz, Us, Ug, U7, V'3,V 4, u' s} fungsi  pewarnaannya
adalah  ¢(N(v,)) ={1,2,3,5,6,7} sehingga |c(N(v,))|= 6 = min{r, d(v,)}
= min{1,13} = 6.

N(vs) = {vq, vy, V3, Uy, Uy, Uy, Us, Uy, Ug, U7, V' 4, Vs, u' s} fUNgsi  pewarnaannya
adalah c¢(N(vs)) ={1,2,3/4,6,7} sehingga |c(N(vs))|= 6 = min{r,d(vs)}
= min{1,13} = 6.

N(vg) = {v1, V5, V3, Vg, Uy, Uy, Us, Uy, Us, U7, V's, V' 6, u' g} fungsi  pewarnaannya
adalah  c(N(ve)) ={1,2,3,457} sehingga |c(N(ve))l= 6 = min{r,d(ve)}
= min{1,13} = 6.

N(v;) = {vq, V5, V3, UsUs, Uy, Uy, Us, Uy, Us, U, V', u' 7} fuNgsi  pewarnaannya
adalah ¢(N(v,)) ={1,2,3,4,5,6,7} sehingga |c(N(v,))|= 6 = min{r,d(v,)}
= min{1,13} = 6.

N(uy) = {vy, V3, Vs, Vs, Vg, V7, Uy, U3, Uy, Us, Ug, U7, U 1} TUNGSE  pewarnaannya
adalah ¢(N(w)) ={2,3,4,5,6,7} sehingga |c(N(uy))|= 6 = min{r,d(uy)}
= min{1,13} = 6.

N(u,) = {vq, V3, V4, Us, Vg, U7, Uq, Us, Us, Us, Ug, U7, U 5} fUNGSI  pewarnaannya
adalah ¢(N(uy)) ={1,3,4,5,6,7} sehingga |c(N(uz))|= 6 = min{r,d(u,)}
= min{1,13} = 6.

N(u3) = {vq, Vg, Vs, Us, Vg, V7, Uq, Uy, Uy, Us, Ug, U7, U5} FUNgSE  pewarnaannya
adakah c(N(u3)) ={1,2,4,5,6,7} sehingga |c(N(u3))|= 6 = min{r,d(us)}
= min{1,13} = 6.

N(uy) = {vq, V3, V3, Vs, Vg, V7, U, Uy, U3, Us, Ug, U7, U 4} fUNgSE  pewarnaannya
adalah ¢(N(uy)) ={1,2,3,5,6,7} sehingga |c(N(uy))|= 6 = min{r,d(u,)}
= min{1,13} = 6.

N(us) = {vll V2, 173, Vg, v6; v7; Uq, Uy, U3, Uy, u6i u7, uIS} fungSi pewarnaannya
adalah ¢(N(us)) ={1,2,3,4,6,7} sehingga [c(N(us))|= 6 = min{r,d(us)}
= min{1,13} = 6.
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N(ug) = {vq, vy, V3, Vs, Vs, U7, U, Uy, Us, Us, U7, U' ¢} TUNGSI pewarnaannya adalah
C(N(u6)) = {1,2,3,4,5,7} sehingga lc(N(ug))|= 6 = min{r, d(ug)}
= min{1,13} = 6.

N(u;) = {vq, V5, V3, Vg, Ug, Uy, Us, Uy, Us, Ug, U' 7} FUNgSi  pewarnaannya adalah
C(N(u7)) = {1,2,3,4,5,6} sehingga lc(N(u;))|= 6 = min{r,d(u,)}
= min{1,13} = 6.

N@',) ={v,,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v’l)) = {1,2} sehingga
lc((N(v'1))|= 2 = min{r,d(v'})} = min{1,2} = 2.

N(v',) = {v,,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v';)) = {2,3} sehingga
lc(N(V',))|= 2 = min{r,d(v',)} = min{1,2} = 2.

N(@'s) = {vs,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v'3)) ={3,4} sehingga
lc(N(v'3))|= 2 = min{r,d(v'5)} = min{1,2} = 2.

N(@'y) = {vs,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) = {4,5} sehingga
lc(N(v'4))|= 2 = min{r,d(v',)} = min{1,2} = 2.

N('s) = {vs,ve} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) = {5,6} sehingga
lc(N(V's))|= 2 = min{r,d(v's)} = min{1,2} = 2.

N(@'s) = {ve,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) = {6,7} sehingga
lc(N(V'g))|= 2 = min{r,d(v'¢)} = min{1,2} = 2.

N(@'y) = {vy,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) ={1,1} sehingga
lc(N(u'))|=1 = min{r,d(u',)} = min{1,2} = 1.

N('y) = {v,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) ={2,2} sehingga
lc(N(u',))|=1 = min{r,d(u’,)} = min{1,2} = 1.

N(u's) = {v3,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) ={3,3} sehingga
lc(N(u'3))|=1 = min{r,d(u';)} = min{1,2} = 1.

N@'y) = {vs,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {44} sehingga
lc(N(u'y))|=1 = min{r,d(u’,)} = min{1,2} = 1.
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N(u's) = {vs,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {55} sehingga
lc(N(u's))|=1 = min{r,d(u’'s)} = min{1,2} = 1.

N('¢) = {vg,ues} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {6,6} sehingga
lc(N(u'g))|=1 = minf{r,d(u's)} = min{1,2} = 1.

N(@';) = {v;u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) ={7,7} sehingga
lc(N(u';))|=1 = min{r,d(u’;)} = min{1,2} = 1.

Jadi graf C(P;, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan
kromatik x,-(C(P; © K1) = 7 =n, untuk r = 1.

Contoh 4.5 Diberikan graf pusat dari graf sisir C(P; O K;),untuk 2 <r < A —1.
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Gambar 4.7 Pewarnaan 2,3, ...,12-Dinamis C(P; © K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.6 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga dengan
v; € E(P; O Ky). Untuk setiap v; € V(P; O K;), nilai N(v;) dan ¢(N(v;)) adalah
sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-adjacency pada
Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v3, Vs, Us, Vg, V7, Uy, Uz, Uy, Us, Ug, U7, V1, u'1}  fUNgSi  pewarnaannya
adalah ¢(N(vy)) = {3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} sehingga |c(N(vy))|=12 =
min{r,d(v,)} = min{2,13} = 12.

N(v,) = {v,, Vs, Vg, V7, Uq, Uz, Uy, Us, Ug, U5, V' 1, V"5, U’} fuNgsi  pewarnaannya
adalah ¢(N(v,)) ={1,45,6,7,89,10,11,12,13,14} sehingga |c(N(v,))|=12 =
min{r, d(v,)} = min{2,13} = 12.
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N(v3) = {vq, Vs, Vg, Vg, Ug, Uy, Us, Us, Ug, U7, V' 5, V' 5, U’} fUNgsi  pewarnaannya
adalah ¢(N(vs)) ={1,2,56,7,89,10,11,12,13,14} sehingga |c(N(vs))|=12 >
min{r,d(v3;)} = min{2,13} = 12.

N(V4_) = {vz, Vg, V7, U1, Up, U3, Us, Ug, U7, v,3, v,4, u,4_} fUﬂgSI pewamaannya
adalah ¢(N(v,)) ={1,2,3,6,7,8,9,10,11,12,13,14} sehingga |c(N(v,))|=12 =
min{r,d(v,)} = min{2,13} = 12.

N(vs) = {vy, vy, V3, Uy, Ug, Uy, Us, Uy, Ug, U7, V' 4, Vs, u' s} fUNgsi  pewarnaannya
adalah ¢(N(vs)) ={1,2,3,4,7,89,10,11,12,13,14} sehingga |c(N(vs))|= 12 >
min{r, d(vs)} = min{2,13} = 12.

N(vg) = {v1, V3, V3, Vs, Uq, Uy, Us, Uy, Us, U7, Vs, V6, U' g} fUNgsi  pewarnaannya
adalah c(N(vG)) ={1,2,3,4,5,8,9,10,11,12,13,14} sehingga |c(N(v¢))|= 12 =
min{r, d(ve)} = min{2,13} = 12.

N(v;) = {vy, V5, V3, V4, Us, Uy, Uy, Us, Uy, Us, Ug, V', U 7} fUNgSi  pewarnaannya
adalah ¢(N(v,)) = {1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,14} sehingga |c (N (v,))|= 12 =
min{r,d(v;)} = min{2,13} = 12.

N(uy) = {v,, U3, V4, Us, Vg, U7, Uy, Uz, Uy, Us, Ug, U7, U'y}  fUNgSI  pewarnaannya
adalah ¢(N(uy)) ={2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14} sehingga |c(N(uy))|= 12 =
min{r, d(u,)} = min{2,13} = 12.

N(uy) = {vq, V3, Uy, Vs, Vg, V7, Uy, Us, Uy, Us, Ug, U7, U 5} TUNgSi  pewarnaannya
adalah c(N(up)) = {1,3,4,5,6,7,8,10,11,12,13,14} sehingga |c(N (up))|= 12 >
min{r, d(u,)} = min{2,13} = 12.

N(u3) = {vq, Vg, Vs, Us, Vg, V7, Uq, Uy, Uy, Us, Ug, U7, U5} FUNQGSI  pewarnaannya
adalah c(N(u3)) = {1,2,4,5,6,7,8,9,11,12,13,14} sehingga |c(N(u3))|=12 >
min{r, d(u;)} = min{2,13} = 12.

N(uy) = {vy, vy, V3, Vs, Vg, U7, Uq, Uy, Us, Us, Ug, U7, U, ) TUNgSE  pewarnaannya
adalah ¢(N(u,)) ={1,2,3,5,6,7,8,9,10,12,13,14} sehingga |c(N(uy))|= 12 >
min{r, d(u,)} = min{2,13} = 12.
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N(us) = {vq, V5, V3, Vs, Vg, V7, Uy, Uy, Uz, Us, Ug, U7, U's}  TUNGSi  pewarnaannya
adalah ¢(N(us)) = {1,2,3,4,6,7,8,9,10,11,13,14} sehingga |c(N(us))|= 12 >
min{r, d(us)} = min{2,13} = 12.

N(u6) = {vl, vZ, V3, 174_175, 177, ul, uZ, U3, U4, u5, U7, u,6} fungS| pewamaannya
adalah c(N(ue)) = {1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,12,14} sehingga |c(N(ug))l= 12 =
min{r, d(ug)} = min{2,13} = 12.

N(u;) = {vq, vy, V3, Vg, Vs, Vg, Ug, Uy, Us, Uy, Us, Ug, U7} fUNgSI  pewarnaannya
adalah ¢(N(u,)) ={1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13} sehingga |c(N(u,))|=12 =
min{r, d(u,)} = min{2,13} = 12.

N(@'y) ={vy,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v'y)) ={1,2} sehingga
lc((N(v'1)|= 2 = min{r,d(v';)} = min{2,2} = 2.

N(@'y) = {v,,v5} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v';)) ={2,3} sehingga
lc(N(v',))|= 2 = min{r,d(v',)} = min{2,2} = 2.

N('3) = {vs,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v'3)) = {3,4} sehingga
lc(N(v'3))|= 2 = min{r,d(v'5)} = min{2,2} = 2.

N(@'y) = {vy,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) = {4,5} sehingga
lc(N(V'4))|= 2 = min{r,d(v',)} = min{2,2} = 2.

N(@'s) = {vs,ve} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) = {5,6} sehingga
lc(N(V'5))|= 2 = min{r,d(v'5)} = min{2,2} = 2.

N(@'s) = {ve,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) = {6,7} sehingga
lc(N(V'))|= 2 = min{r,d(v'¢)} = min{2,2} = 2.

N(@'y) = {vy,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) ={1,8} sehingga
lc(N(u'y))|= 2 = min{r,d(u';)} = min{2,2} = 2.

N(@';) = {v,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) ={2,9} sehingga
lc(N(u'5))|= 2 = min{r,d(u’,)} = min{2,2} = 2.
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N(u's) = {v3,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {3,10} sehingga
lc(N(u'3))|= 2 = min{r,d(u';)} = min{2,2} = 2.

N@'y) = {v4,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {4,11} sehingga
lc(N(u'y))|= 2 = min{r,d(u',)} = min{2,2} = 2.

N(u's) = {vs,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {5,12} sehingga
lc(N(u's))|= 2 = min{r,d(u's)} = min{2,2} = 2.

N('¢) = {vg,ue} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {6,13} sehingga
lc(N(u'g))|= 2 = min{r,d(u'4)} = min{2,2} = 2.

N(@';) = {v;u,} fungsi pewarnaannya adalahc(N(u';)) ={7,14} sehingga
lc(N(u'5))|= 2 = min{r,d(u’;)} = min{2,2} = 2.

Jadi graf C(P;, O K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan

kromatik x,-(C(P, © K;)) =14 =2n,untuk 2 < r < A—1.

Contoh 4.6 Diberikan graf pusat dari graf sisir C(P; O K;), untuk r = A.
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Gambar 4.8 Pewarnaan 13-Dinamis C(P; © K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.7 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga dengan
v; € E(P; O K;). Untuk setiap v; € V(P; O K;), nilai N(v;) dan ¢(N (v;)) adalah
sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-adjacency pada
Definisi 2.3.4.
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N(v;) = {v3, Vs, Vs, Vg, V7, Uy, Uz, Uy, Us, Ug, U7, V' 1, u'4} fungsi  pewarnaannya
adalah ¢(N(v,)) = {3/4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15,16} sehingga |c(N(vy))|
= 13 > min{r,d(v,)} = min{13,13} = 13.

N(v,) = {v4, Vs, Vg, Vg, Uq, Us, Uy, Us, Ug, U7, V' 1, V' 5, u' 5} fUNgsi  pewarnaannya
adalah ¢(N(v,)) = {4,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,16,17} sehingga |c(N(v,))|
= 13 = min{r,d(v,) = min{13,13} = 13.

N(v3) = {vq, Vs, Vs, U7, Uy, Uy, Uy, Us, Ug, U7, V' 5, V' 5,u' 3} fungsi  pewarnaannya
adalah c¢(N(v3)) = {1,5,6,7,8,9,11,12,13,14,15,16,17}  sehingga |c(N(v3))|
= 13 > min{r,d(v3)} = min{13,13} = 13.

N(vy) = {v,, V6, V7, Ug, Uy, U3, Us, Ug, U7, V'3,V g, 0’y ) fungsi  pewarnaannya
adalah c(N(v4)) ={1,2,6,7,8,9,10,12,13,14,15,16,17} sehingga |c(N(v,))|
= 13 > min{r,d(v,)} = min{13,13} = 13.

N(vs) = {vq, vy, V3, Vs, Uy, Uy, Us, Uy, Ug, U7, V' 4, V' s, u's} fUNGSi  pewarnaannya
adalah ¢(N(vs)) ={1,2,3,7,89,10,11,13,14,15,16,17} sehingga |c(N(vs))|
= 13 = min{r,d(vs)} = min{13,13} = 13.

N(vg) = {v1, V5, U3, Vs, Uq, Uy, Us, Uy, Us, U7, Vs, V6, U'g} fUNgsi  pewarnaannya
adalah ¢(N(ve)) = {1,2,3,4,89,10,11,12,14,15,16,17} sehingga |c(N(ve))|
= 13 > min{r, d(ve)} = min{13,13} = 13.

N(v;) = {vq, V5, V3, Vs, Us, Ug, Uy, Us, Uy, Us, U, V', u' 7} fungsi  pewarnaannya
adalah c¢(N(v;)) ={1,2,3/4,5,8,9,10,11,12,13,15,17} sehingga |c(N(v;))|
= 13 > min{r,d(v;)} = min{13,13} = 13.

N(uy) = {vy, V3, V4, Us, Vg, U7, Uy, Uz, Ug, Us, Ug, U7, U} fUNgSI  pewarnaannya
adalah ¢(N(w)) = {2,3,4,5,6,7,9,10,11,12,13,14,15} sehingga |c(N (uy))|
= 13 > min{r,d(u;)} = min{13,13} = 13.

N(uy) = {vq, V3, Uy, Vs, Vg, V7, Uy, Us, Uy, Us, Ug, U7, U 5} TUNgSi  pewarnaannya
adalah  ¢(N(up)) ={1,3,4,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15} sehingga |c(N (up))|
= 13 = min{r,d(u,)} = min{13,13} = 13.
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N(u3) = {vq, V5, Vs, Us, Vg, U7, Ug, Uy, Us, Us, Ug, U7, U 3} fUNQSI  pewarnaannya
adalah c(N(u3)) = {1,2,4,5,6,7,8,9,11,12,13,14,15} sehingga |c(N (u3))|= 13 =
min{r, d(u;)} = min{13,13} = 13.

N(U4_) = {vl, vZ, V3, 175, 176, 177, ul, uZ, U3, u5, u6, U7, u’4} fUI’]gSI pewamaannya
adalah c(N(u,)) = {1,2,3,5,6,7,8,9,10,12,13,14,15} sehingga |c(N (u))|= 13 =
min{r, d(u,)} = min{13,13} = 13.

N(us) = {vq, vy, V3, Vg, Vg, U7, Uy, Uy, Us, Uy, Ug, U7, U' s} fUNgSI  pewarnaannya
adalah c(N(us)) = {1,2,3,4,6,7,8,9,10,11,13,14,15} sehingga |c(N (us))|= 13 =
min{r, d(us)} = min{13,13} = 13.

N(ug) = {vq, Vg, V3, V4, Us, U7, Uq, Uy, Us, Uy, Us, U7, U' ¢} FUNQGSI  pewarnaannya
adalah ¢(N(ug)) = {1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,12,14,15} sehingga |c (N (ue))|= 13 =
min{r, d(ug)} = min{13,13} = 13.

N(u;) = {vq, V5, V3, Vs, Vs, Ug, Ug, Uy, Us, Uy, Us, Ug, U7} FUNQSI  pewarnaannya
adalah c(N(u;)) = {1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12,13,15} sehingga |c(N (u,))|= 13 =
min{r,d(u,)} = min{13,13} = 13.

N@'y) = {v;,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v';)) ={1,2} sehingga
lc(N(v'1)|= 2 = min{r,d(v';)} = min{13,2} = 2.

N(';) = {v,,v5} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v';)) ={2,3} sehingga
lc(N(V',))|= 2 = min{r,d(v',)} = min{13,2} = 2.

N(@'s) = {vs,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v'3)) = {3,4} sehingga
lc(N(v'3))|= 2 = min{r,d(v'5)} = min{13,2} = 2.

N(@'y) = {vy,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) = {4,5} sehingga
lc(N(v',)|= 2 = min{r,d(v',)} = min{13,2} = 2.

N('s) = {vs,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) = {5,6} sehingga
lc(N(V's))|= 2 = min{r,d(v's)} = min{13,2} = 2.

N(@'s) = {ve,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) = {6,7} sehingga
lc(N(V'))|= 2 = min{r,d(v'¢)} = min{13,2} = 2.
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N(@'y) = {vy,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) ={1,8} sehingga
lc(N(u'1)|= 2 = min{r,d(u’;)} = min{13,2} = 2.

N('y) = {v,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) ={2,9} sehingga
lc(N(u',))|= 2 = min{r,d(u’,)} = min{13,2} = 2.

N(u's) = {v3,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {3,10} sehingga
lc(N(u'3))|= 2 = min{r,d(u’;)} = min{13,2} = 2.

N@',) = {v4,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {4,11} sehingga
lc(N(u'y))|= 2 = min{r,d(u’,)} = min{13,2} = 2.

N(u's) = {vs,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {5,12} sehingga
lc(N(u's))|= 2 = min{r,d(u's)} = min{13,2} = 2.

N('¢) = {vg,ug} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {6,13} sehingga
lc(N(u'g))|= 2 = min{r,d(u’¢)} = min{13,2} = 2.

N(@';) = {v;,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) ={7,14} sehingga
lc(N(u'7))|= 2 = min{r,d(u’;)} = min{13,2} = 2.

Jadi graf C(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan
kromatik x,(C(P; © K;)) =17 = 2n+ 3, untuk r = A.

4.3 Pola Pewarnaan dan Bilangan Kromatik r-Dinamis pada M(P,, © K;).

Lemma 4.1 Misalkan n > 4, maka bilangan kromatik r-dinamis graf tengah dari
graf sisir M(P, © K;) adalah:

4 untuk 1 <r <3
>4 <r<
x-(M(P, © Ky)) —{r+ 1, untuk 4 <r <A

Bukti

Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi graf tengah dari graf garis M (B, © K;)

adalah sebagai berikut:

V(M(P, OK)) ={v,u,u;:1<i<niuf{v;:1<i<n-1}
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EMP,OK))={vv';|i=12,..,n—1}U

v li=12,..,n—1} u{vu';|i=12,..,n}

Wi |li=12,..,nJufr v i=12,..,n—-1}

Wauili=12,.,n—-1u{viu,]i=12..,n—1}

Uy Uz Uy Uy Us Up—1 Un

Gambar 4.9 Graf Tengah dari Graf Sisir M(P, O K;)

Dimana v'; dan u'; adalah titik yang berada pada sisi v;v;,, dan v;u; dari B, ©
K;, 1 < i < n. Berdasarkan definisi graf tengah, titik-titik {v';, v'; 1, 4" i11, Vis1}
memuat graf lengkap K,. Karena pada graf tengah dari graf sisir M(B, © K;)
memuat graf lengkap K,, akibatnya warna yang dapat diberikan pada M (B, © K;)

yaitu minimal 4 warna.

Untuk 1 < r < 3. Berdasarkan Lemma 2.1:

Xr(G) = min{r,A(G)} + 1 = min{r, AIM(B, © K;))} + 1 = min{r, 6} + 1.
Jadi x,.(M(P, © K;)) = 4.

Untuk 4 < r < A. Berdasarkan Lemma 2.1:

r=4.

xr(M(P, © K;)) = min{r,A(M(B, O K;))} + 1 =min{4,6} + 1 =5=7r+ 1.

r = 5.

x-(M(P, © Ky)) = min{r,A(M(B, OK,))}+ 1 =min{56} + 1 =6 =71+ 1.

r = 6.
xr(M(P, © K;)) = min{r,A(M(B, O K;))} + 1 =min{6,6} + 1 =7 =7+ 1.

Jadi, terbukti x,(M(P, © K;)) =7+ 1untuk 4 <r < A.
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Teorema 4.2 Misalkan n > 4, M (P, © K;), maka bilangan kromatik r-dinamis

pada graf tengah dari graf sisir adalah:

4, untuk1<r <3
r+1, untuk 4 <r <A

X (M, © k) =
Bukti

Derajat maksimum dari M(P, © K;) adalah A(M(P,, © K1)) = 6, titik-titik
yang berderajat 6 adalah titik-titik v',, v'5, ..., v",,_,. Sedangkan derajat minimum
dari M(B, © K;) adalah 8(M(P, © K;)) = 1, titik-titik yang berderajat 1 adalah
titik-titik uy, u,, ..., u,,. Didefinisikan pemetaan ¢ : V - Z*. Pembuktian dilakukan

melalui dua kasus.

Kasus 1: Untuk 1 < r < 3. Berdasarkan Lemma 4.1 bahwa xr(M(Pn © Kl)) =

4. Pola pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:

_ (3, untuk i ganjil _
c(i) = {4, untuk i genap’ clw) =1,
~ _ (2,untuk i ganjil  ~ _ (huntuk i ganjil
c@'s) = {1,untuk i genap’ cluy) = {S,untuk i genap’

Tampak bahwa pewarnaan tersebut membutuhkan 4 warna. Jadi
xr(M(P, O K;)) =4untuk 1 <r < 3.

Kasus 2: Untuk 4 < r < A, Berdasarkan Lemma 4.1 bahwa Xr(M(Pn © Kl)) =
r+ 1.

Sub kasus (i): untuk r = 4, pola pewarnaan yang digunakan:

C(”Bn—z) =1

r + 1, untuk i ganjil
cw) ={cwm ) =2, cw)=| gon

T, untuk i genap’
C(v3n) =3 ’
C(U’gn_z) — 3 . ‘s
, , , r,  untuk i ganjil
c(W)=3cWs-) =1, c@))= {r + 1, untuk i genap’
C(UIBn) =2

Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak r + 1 warna. Jadi

x*(M(P, OK)) =7+1.
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Sub kasus (ii): ketika r = 5, pola pewarnaan yang digunakan adalah:

_ (2,untuk i ganjil _(r+ 1, untuk i ganjil

c(vy) = {3,untuk i genap’ c(u) = {r, untuk i genap’
~ _ (Luntuk i ganjil iy (T untuk i ganjil
c(v'y) = {4, untuk i genap’ c(u'y) = {r + 1, untuk i genap’

Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak r + 1 warna. Jadi
Xr(M(P, O Kp)) =7+ 1.

Sub kasus (iii): ketika r = A = 6, pola pewarnaan yang digunakan adalah:

c(Vsn_4) = 4 (c(V'sp_s) =2
c(Vsn_3) =1 c(V'sn_3) =3
c(v) =1 c(Wsp—2) =5, c('y) =1 c(W'sn_p) =4,
C(”Sn—l) =2 C(v’5n—1) =1
c(vsp) =3 \c(W'sn) =5
r + 1,untuk i ganjil , T, untuk i ganjil
c(u) = {r, untuk i‘gen]ap’ G 1, untuk i‘gen]ap'

Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak r + 1 warna. Jadi
x*(M(P, O K)) =7+ 1.

Dari sub kasus (i), (ii), dan (iii), kondisi r-adjacency terpenuhi. Oleh karena itu,
x-(M(P, OK)) <7+ 1. Makay,(M(P, O Ky))=7+1.

Contoh 4.7 Diberikan graf tengah dari graf sisir M(P, © K;), untuk 1 < r < 3.
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Gambar 4.10 Pewarnaan 1,2,3-Dinamis M (P; O K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.9 tampak bahwa c(v;) # c¢(v;) untuk setiap v; yang bertetangga dengan

v; € E(M(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(M(P; O K;)), nilai N(v;) dan
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c¢(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v'y,u';} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {2,4} sehingga
lc(N(v1))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{1,2} = 2.

N@') = {vy, v, v'5u'y,u'z}  fungsi  pewarnaannya adalah  c(N(v'y))

= {3,4,1,4,3} sehingga [c(N (v'{))|= 3 = min{r,d(v';)} = min{1,5} = 3.

N(v,) = {v'y,v',,u’,} fungsi pewarnaannya adalah c(N (v,)) = {2,1,3} sehingga
|c(N(v3))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{1,3} = 3.

N',) = {v,,v3,v'y,v'3,u’ 5, u'3} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v';))
= {4,3,2,2,3,4} sehingga |c(N (v';))|= 3 = min{r,d(v';)} = min{1,6} = 3.

N(v;) = {v',, v'3,u'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N (v3)) = {1,2,4} sehingga
|(c(N(v3))|= 3 = min{r, d(v;)} = min{1,3} = 3.

N'3) = {vs, v, V"5, V"4, u'5,u'y} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v'3))
= {3,4,1,1,4,3} sehingga | (c(N (v'3))|= 3 = min{r,d(v';)} = min{1,6} = 3.

N(v,) = {v'3,v'4,u',} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(v,)) = {2,1,3} sehingga
|(c(N(vy))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{1,3} = 3.

N('y) = {vs,vs,v'5,v's,u'4,u’s} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) =
{4,3,2,2,3,4} sehingga | (c(N(v',))|= 3 = min{r,d(v',)} = min{1,6} = 3.

N(vs) = {v'y, v's, u's} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (vs)) = {1,2,4} sehingga
|(c(N(vs))|= 3 = min{r, d(vs)} = min{1,3} = 3.

NW's) = {vs, v, V', V', u's, U’} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) =
{3,4,1,1,4,3} sehingga |(c(N(v's))|= 3 = min{r,d(v's)} = min{1,6} = 3.

N(ve) = {v's, v, u' ¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (v)) = {2,1,3} sehingga
|(c(N(vg))|= 3 = min{r,d(ve)} = min{1,3} = 3.

N(@'s) = {vg, vy, v's,u',u’;}  fungsi  pewarnaannya adalah c(N(v'y)) =
{4,3,2,3,4} sehingga | (c(N(v'g))|= 3 = min{r,d(v'¢)} = min{1,5} = 3.
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N(v;) = {v's,u';} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = c(v';) = {1,4}
sehingga |c(N(v;))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{1,2} = 2.

N(u'y) = {vy,uy, v’} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v';)) = {3,1,2} sehingga
lc(N(u'y))|= 3 = min{r,d(u’;)} = min{1,3} = 3.

N(u,) ={u'y} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;)) = {4} sehingga
|c(N(uq))|= 1= min{r,d(u;)} = min{1,1} = 1.

N',) = {v,,uy,v'y,v',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u'y)) = {4,1,2,1}
sehingga |[c(N(u',))|= 2 = min{r,d(u’;)} = min{1,4} = 2.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) = {3} sehingga
|(c(N(uz))|=1 = min{r,d(u,)} = min{1,1} = 1.

N(u'3) = {vs,us,v',,v'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u'3)) = {3,1,1,2}
sehingga |(c(N(u'3))|= 3 = min{r,d(u';)} = min{1,4} = 3.

N(u3) = {u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(uz)) = {4} sehingga
|(c(N(u3))|=1 = min{r,d(uz)} = min{1,1} = 1.

N'y) = {vg, uy,v'5,v',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {4,1,2,1}
sehingga [(c(N(u'4))|= 3 = min{r,d(u',)} = min{1,4} = 3.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) = {3} sehingga
|(c(N(uy))|=1 = min{r,d(u,)} = min{1,1} = 1.

N(u's) = {vs,us, vy, v's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {3,1,1,2}
sehingga [(c(N(u'5))|= 3 = min{r,d(u's)} = min{1,4} = 3.

N(us) = {u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ug)) = {4} sehingga
|(c(N(us))|=1 = min{r,d(us)} = min{1,1} = 1.

N's) = {ve, ug, v's, v’} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u'y)) = {4,1,2,1}
sehingga [(c(N(u'g))|= 3 = min{r,d(u'¢)} = min{1,4} = 3.

N(ug) ={u'¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(ug)) ={3} sehingga
lc(N(ug))|=1 = min{r,d(ug)} = min{1,1} = 1.
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N(u';) = {v,,u,,v'¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(u';)) = {3,1,1} sehingga
|(c(N(u'7))|= 2 = min{r,d(u’;)} = min{1,3} = 2.

N(u;) ={u';} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;)) ={4} sehingga
lc(N(u;))|=1 = min{r,d(u,)} = min{1,1} = 1.

Jadi graf M(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan

kromatik x,.(M(P, © K;)) = 4 untuk 1 < r < 3.

Contoh 4.8 Diberikan graf tengah dari graf sisir M (P, © K;), untuk sub kasus (i)
untuk r = 4.

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Gambar 4.11 Pewarnaan 4-Dinamis M (P, © K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.10 tampak bahwa c(v;) # c¢(v;) untuk setiap v; yang bertetangga
dengan v; € E(M(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(M(P; O K;)), nilai N (v;) dan
c¢(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v';,u'y} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={3,4} sehingga
lc(N(v1))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{4,2} = 2.

N('y) = {vy,v,,v',,u'y,u',} fungsi  pewarnaannya adalah c(N(v’l))=

{1,2,1,4,5} sehingga |c(N(v'1))|= 4 = min{r,d(v',)} = min{4,5} = 4.

N(v,) = {v'y,v',, u',} fungsi pewarnaannya adalah c(N (v,)) = {3,1,5} sehingga
|c(N(v,))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{4,3} = 3.
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N(@',) = {v,,v3,v'1,v'5,u’,,u's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) =
{2,3,3,2,5,4} sehingga |c(N(v';))|= 4 = min{r,d(v',)} = min{4,6} = 4.

N(v3) = {v',, v'3,u'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N (v3)) = {1,2,4} sehingga
|(c(N(v3))|= 3 = min{r,d(v3)} = min{4,3} = 3.

NW'3) = {vs,vs, V"5, vy, u'5,u'y} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v'5)) =
{3,1,1,3,4,5} sehingga | (c(N(v'3))|= 4 = min{r,d(v';)} = min{4,6} = 4.

N(v,) = {v's,v'4,u',} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N (v,)) = {2,3,5} sehingga
|(c(N(vy))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{4,3} = 3.

N('y) = {vs,vs,v'5,v's,u'y,u's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) =
{1,2,2,1,5,4} sehingga |(c(N(v'4))|= 4 = min{r,d(v',)} = min{4,6} = 4.

N(vs) = {v',, v's, u's} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (vg)) = {3,1,2} sehingga
|(c(N(vs))|= 3 = min{r,d(vs)} = min{4,3} = 3.

N@'s) = {vs, v, V4, V', u's,u’g} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) =
{2,3,3,2,4,5} sehingga | (c(N(v's))|= 4 = min{r,d(v's)} = min{4,6} = 4.

N(ve) = {v's, v'g, u' ¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (vy)) = {1,2,5} sehingga
|(c(N(vg))|= 3 = min{r, d(ve)} = min{4,3} = 3.

N@'s) = {vg, vy, v's,u'6,u’';}  fungsi  pewarnaannya adalah c(N(v'y)) =
{3,1,1,5,4} sehingga |(c(N (v'¢))|= 4 = min{r,d(v'¢)} = min{4,5} = 4.

N(v;) = {v's,u’;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = c(v';) = {2,4}
sehingga |c(N (v7))|= 2 = min{r, d(v,)} = min{4,2} = 2.

N(u'y) = {vy,uy, v’} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(u';)) = {1,5,3} sehingga
lc(N(u'y))|= 3 = min{r,d(u',)} = min{4,3} = 3.

N(u,) ={u'y} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;)) ={4} sehingga
|c(N(uy))|=1 = min{r,d(u;)} = min{4,1} = 1.

N@'y) = {v,,uy,v'y,v',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u',)) = {2,4,3,1}
sehingga |[c(N (u',))|= 4 = min{r,d(u’;)} = min{4,4} = 4.
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N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) = {5} sehingga
|(c(N(uz))|=1 = min{r,d(u,)} = min{4,1} = 1.

N(u'3) = {vs,us,v',,v'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u'3)) = {3,5,1,2}
sehingga [(c(N(u'3))|= 4 = min{r,d(u';)} = min{4,4} = 4.

N(u3) = {u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(uz)) = {4} sehingga
|(c(N(u3))|=1 = min{r, d(u;3)} = min{4,1} = 1.

N@'y) = {vy, us, v'5,v',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u',)) = {1,4,2,3}
sehingga [(c(N(u'))|= 4 = min{r,d(u',)} = min{4,4} = 4.

N(uy) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) = {5} sehingga
|(c(N(uy))|=1 = min{r, d(u,)} = min{4,1} = 1.

N(u's) = {vs,us, vy, v's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {2,5,3,1}
sehingga [(c(N(u's))|= 4 = min{r,d(u's)} = min{4,4} = 4.

N(us) = {u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ug)) = {4} sehingga
|(c(N(us))|= 1 = min{r,d(us)} = min{4,1} = 1

N's) = {ve, ug, v's, v’} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u'y)) = {3,4,1,2,}
sehingga [(c(N(u'g))|= 4 = min{r,d(u'¢)} = min{4,4} = 4.

N(ug) ={u'¢} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ue)) = {5} sehingga
lc(N(ug))|=1 = min{r,d(ug)} = min{4,1} = 1.

N(';) = {v,,u,,v'¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(u';)) = {1,5,2} sehingga
|(c(N(u'5))|= 3 = min{r,d(u’,)} = min{4,3} = 3.

N(u;) ={u';} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u,)) = {4} sehingga

lc(N(u;))|=1 = min{r,d(u,)} = min{4,1} = 1.

Jadi graf M(P, © K,) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan
kromatik x,,(M(P, © K;)) =5 =7+ L untuk r = 4.
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Contoh 4.9 Diberikan graf tengah dari graf sisir M (P, © K;), untuk sub kasus (ii)
untukr = 5.

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Gambar 4.12 Pewarnaan 5-Dinamis M (P, © K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.11 tampak bahwa c(v;) # C(vj) untuk setiap v; yang bertetangga
dengan v; € E(M(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(M(P; O K;)), nilai N (v;) dan
c¢(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v',w'y} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v;)) ={15} sehingga
lc(N(v1))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{5,2} = 2.

N('y) ={vy,v,,v'5,u'y,u',} fungsi  pewarnaannya adalah c(N(v’l)) =
{2,3,4,5,6} sehingga |c(N(v'1))|= 5 = min{r,d(v',;)} = min{5,5} = 5.

N(v,) = {v'y,v',, u',} fungsi pewarnaannya adalah c(N (v,)) = {1,4,6} sehingga
|c(N(v3))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{5,3} = 3.

N',) = {v,,vs3,v'y,v'5,u'5,u'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) =
{3,2,1,1,6,5} sehingga |c(N(v';))|= 5 = min{r,d(v';)} = min{5,6} = 5.

N(v3) = {v',,v'5,u'5} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (v3)) = {4,1,5} sehingga
|(c(N(v3))|= 3 = min{r, d(v;)} = min{5,3} = 3.

N('3) = {vs, v, v'5, vy, u'5,u',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v'5)) =
{2,3,4,4,5,6} sehingga |(c(N(v'3))|= 5 = min{r,d(v';)} = min{5,6} = 5.

N(v,) = {v'3,v',,u',} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(v,)) = {1,4,6} sehingga
|(c(N(vs))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{5,3} = 3.
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N('y) = {vs,vs,v'5,v's,u'y,u’s} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) =
{3,2,1,1,6,5} sehingga |(c(N(v'4))|= 5 = min{r,d(v',)} = min{5,6} = 5.

N(vs) = {v',, v's, u's} fungsi pewarnaannya adalah c(N (vg)) = {4,1,5} sehingga
|(c(N(vs))|= 3 = min{r, d(vs)} = min{5,3} = 3.

NW's) = {vs, v, v 4, V', u's, U’} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) =
{2,3,4,4,5,6} sehingga | (c(N(v's))|= 5 = min{r,d(v's)} = min{5,6} = 5.

N(ve) = {v's, v'g, u'¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (vy)) = {1,4,6} sehingga
|(c(N(vg))|= 3 = min{r, d(v¢)} = min{5,3} = 3.

N('s) = {vg, vy, v's,u',u’;}  fungsi  pewarnaannya adalah c(N(v'y)) =
{3,2,1,6,5} sehingga |(c(N(v'))|= 5 = min{r,d(v'¢)} = min{5,5} = 5.

N(v;) ={v's,u';} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v;)) = c(v';) = {4,5}
sehingga |c(N (v5))|= 2 = min{r, d(v,)} = min{5,2} = 2.

N(u'y) = {vy,uy, v’} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) = {2,6,1} sehingga
lc(N(u'y))|= 3 = min{r,d(u';)} = min{5,3} = 3.

N(u,) ={u'y} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;)) ={5} sehingga
|c(N(uq))|= 1= min{r,d(u;)} = min{5,1} = 1.

N',) = {vy,u,,v'y,v',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u'y)) = {3,5,1,4}
sehingga |[c(N (u',))|= 4 = min{r,d(u’,)} = min{5,4} = 4.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) = {6} sehingga
|(c(N(uz))|=1 = min{r,d(u,)} = min{5,1} = 1.

N(u'3) = {vs,us,v',,v'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u'3)) = {2,6,4,1}
sehingga [(c(N(u'3))|= 4 = min{r,d(u';)} = min{5,4} = 4.

N(u3) = {u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u3)) = {5} sehingga
|(c(N(u3))|=1 = min{r,d(uz)} = min{5,1} = 1.

N@'y) = {vy, uy,v'5,v',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u',)) = {3,5,1,4}
sehingga [(c(N(u'4))|= 4 = min{r,d(u',)} = min{5,4} = 4.
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N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) = {6} sehingga
|(c(N(uy))|=1 = min{r, d(u,)} = min{5,1} = 1.

N(u's) = {vs,us,v'4,v's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {2,6,4,1}
sehingga [(c(N(u's))|= 4 = min{r,d(u's)} = min{5,4} = 4.

N(us) ={u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(us)) = {5} sehingga
|(c(N(ug))|=1 = min{r, d(us)} = min{5,1} = 1.

N@'s) = {ve ug, v's, v’} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u'y)) = {3,5,1,4}
sehingga [(c(N(u'g))|= 4 = min{r,d(u'¢)} = min{5,4} = 4.

N(ug) ={u'¢} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ue)) = {6} sehingga
lc(N(ug))|=1 = min{r,d(ug)} = min{5,1} = 1.

N(u';) = {v,,u,,v'¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(u';)) = {2,6,4} sehingga
|(c(N(u'5))|= 3 = min{r,d(u’;)} = min{5,3} = 3.

N(u;) ={u';} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u,)) = {5} sehingga
|c(N(u;))|=1 = min{r,d(u;)} = min{5,1} = 1.

Jadi graf M(P, © K,) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan

kromatik x,(M(P; © K;)) =6 =7+ L untukr = 5.

Contoh 4.10 Diberikan graf tengah dari graf sisir M(P, O K;), untuk sub kasus
(iii) untuk r = 6.

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Gambar 4.13 Pewarnaan 6-Dinamis M (P, © K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada

Gambar 4.12 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga
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dengan v; € E(M(P; O K;)). Untuk setiap v; € V(M (P, O K,)), nilai N(v;) dan
c(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v';,w'y} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={2,6} sehingga
|c(N(v1))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{6,2} = 2.

NW') = {v, vy, v'5,u',u',}  fungsi  pewarnaannya adalah C(N(v’l))z

{4,1,3,6,7} sehingga |c(N(v'1))|= 5 = min{r,d(v';)} = min{6,5} = 5.

N(v,) = {v'y,v',, u’,} fungsi pewarnaannya adalah c(N (v,)) = {2,3,7} sehingga
|c(N(v,))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{6,3} = 3.

N(@'y) = {v,,v3,v'1,v'5,u',,u's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) =
{1,5,2,4,7,6} sehingga |c(N(v';))|= 6 = min{r,d(v';)} = min{6,6} = 6.

N(v;) = {v',, v'3,u'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N (v3)) = {3,4,6} sehingga
|(c(N(v3))|= 3 = min{r,d(v;)} = min{6,3} = 3.

N('3) = {vs, v, v'5, vy, u'5,u',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v'3)) =
{5,2,3,1,6,7} sehingga | (c(N(v'3))|= 6 = min{r,d(v';)} = min{6,6} = 6.

N(v,) = {v'3, vy, u',} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(v,)) = {4,1,7} sehingga
|(c(N(vy))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{6,3} = 3.

N('y) = {vs,vs,v'5,v's,u'y,u’s} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) =
{2,3,4,5,7,6} sehingga | (c(N(v',))|= 6 = min{r,d(v',)} = min{6,6} = 6.

N(vs) = {v',, v's, u's} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (vs)) = {1,5,6} sehingga
|(c(N(vs))|= 3 = min{r, d(vs)} = min{6,3} = 3.

NW's) = {vs, v, V', ', u's, U’} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) =
{3,4,1,2,6,7} sehingga | (c(N(v's))|= 6 = min{r,d(v's)} = min{6,6} = 6.

N(ve) = {v's, v'g, u' ¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (vg)) = {5,2,7} sehingga
|(c(N(vg))|= 3 = min{r,d(ve)} = min{6,3} = 3.

NW's) = {ve, v7,v's,u',u’s}  fungsi  pewarnaannya adalah c(N(v'y)) =
{4,1,5,7,6} sehingga |(c(N(v'¢))|= 5 = min{r,d(v'¢)} = min{6,5} = 5.
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N(v;) = {v's,u';} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = c(v';) = {2,6}
sehingga |c(N(v;))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{6,2} = 2.

N(u'y) = {vy,uy, v’} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v',)) = {4,7,2} sehingga
lc(N(u'y))|= 3 = min{r,d(u’;)} = min{6,3} = 3.

N(u,) ={u'y} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;)) = {6} sehingga
|c(N(uq))|= 1= min{r,d(u;)} = min{6,1} = 1.

N',) = {v,,u,,v'y,v',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {1,6,2,3}
sehingga |[c(N (u',))|= 4 = min{r,d(u’;)} = min{6,4} = 4.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) ={7} sehingga
|(c(N(uz))|=1 = min{r,d(u,)} = min{6,1} = 1.

N(u'3) = {vs,us,v',,v'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u'3)) = {5,7,3,4}
sehingga [(c(N(u'3))|= 4 = min{r,d(u';)} = min{6,4} = 4.

N(u3) = {u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u3)) = {6} sehingga
|(c(N(u3))|=1 = min{r,d(uz)} = min{6,1} = 1.

N('y) = {vg, uy,v'5,v',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {2,6,4,1}
sehingga |(c(N(u'4))|= 4 = min{r,d(u',)} = min{6,4} = 4.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) ={7} sehingga
|(c(N(uy))|=1 = min{r, d(u,)} = min{6,1} = 1.

N(u's) = {vs,us, vy, v's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {3,7,1,5}
sehingga [(c(N(u'5))|= 4 = min{r,d(u's)} = min{6,4} = 4.

N(us) = {u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ug)) = {6} sehingga
|(c(N(us))|=1 = min{r,d(us)} = min{6,1} = 1.

N's) = {ve, ug, v's, v’} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u'y)) = {4,6,5,2}
sehingga [(c(N(u'g))|= 4 = min{r,d(u'¢)} = min{6,4} = 4.

N(ue) ={u'¢} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ug)) ={7} sehingga
lc(N(ug))|=1 = min{r,d(ug)} = min{6,1} = 1.
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N(';) = {v,,u,,v'¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(u';)) = {1,7,2} sehingga
|(c(N(u'5))|= 3 = min{r,d(u’;)} = min{6,3} = 3.

N(u;) ={u';} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;)) ={6} sehingga
lc(N(u;))|=1 = min{r,d(u,)} = min{6,1} = 1.

Jadi graf M(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan

kromatik x,(M(P; © K;)) =7 =7+ L untukr = 6.

Dari sub kasus (i), (ii), dan (iii), kondisi r-adjacency terpenuhi. Oleh karena itu,
x-(M(P, OK)) <7+ 1. Makay,(M(P, OKy))=7+1.

4.4 Pola Pewarnaan dan Bilangan Kromatik r-Dinamis pada L(P,, © K;).

Lemma 4.2 Misalkan n > 4, maka bilangan kromatik r-dinamis graf garis dari graf
sisir L(P, © Ky), adalah:

3, untuk1<r <2
X-(L(P, O Ky)) =44, untukr=3
5, untukr = 4

Bukti
Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi graf garis dari graf sisir L(P, © K;)

adalah sebagai berikut:

V(L(P, © Ky)) = {wy, Wy, Wy, e, Wy, W'y, W'y, W5, .., w1} dan
E(LB,OK))={Www i li=12,..,n=2u{ww; [i=12,..,n—1}U

{W,iwi+1 | i= 1,2, e, = 1}

Gambar 4.14 Graf Garis dari Graf Sisir L(P, © K;)

Derajat maksimum dari L(P, © K;) adalah A(L(P, © K1)) = 4, titik-titik
yang berderajat 4 adalah titik-titik w,, ws, ..., w,,_,. Sementara derajat minimum
dari L(P, O Ky) adalah 8(L(P, © K1)) = 1, titik-titik berderajat 1 adalah titik w;
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dan titik w,. Untuk 1 <r < 2 berdasarkan definisi dari graf garis, titik-titik
w'i, w1, Wi, memuat sikel orde 3. Karena pada graf garis dari graf sisir
L(P, ® K;) memuat sikel orde 3, akibatnya warna yang dapat diberikan pada
L(P, ® K;) yaitu minimal 3 warna, sehingga Xr(L(Pn ©) Kl)) > 3.

Untuk r = 3, berdasarkan Lemma 2.1:
xr(L(B, © K1) = min{r,A(L(P, © K1)} + 1
=min{3,A(L(R, O Ky))}+1=min{3,4} +1=3+1=4.

Untuk r = 4, berdasarkan Lemma 2.1:
X-(L(P, © K1) = min{r,A(L(P, © K1)} + 1
= min{4,A(L(P, O Ky))} + 1 =min{4,4} + 1 =4+1 =5,
Teorema 4.3 Misalkan n > 4, bilangan kromatik r-dinamis pada graf garis dari
graf sisir L(P, © K;) adalah:
3, untuk1 <r<?2
Xxr(L(B, O K)) =34, untukr =2
5, untukr = 4

Bukti

Didefinisikan pemetaan c : V - Z*. Pembuktian dilakukan melalui tiga kasus.
Kasus 1: Untuk 1 < r < 2, berdasarkan Lemma 4.2 bahwa x,-(L(P, © K;)) = 3.
Pola pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:

cw;)) =1, c(w'y_1) = 2,dan c(w'y;) = 3.
Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak 3 warna. Jadi

x-(L(B, © Ky)) = 3.

Kasus 2: Untuk r = 3. Berdasarkan Lemma 4.2 bahwa x,-(L(B, © K;)) = 4. Pola

pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:

1, untuk i ganjil
3,untuk i genap’

2,untuk i ganjil
4, untuk i genap

c(w;) = { danc(w';) = {

Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak 4 warna. Jadi
Xr(L(P, O K1) = 4.
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Kasus 3: Untuk r = 4. Berdasarkan Lemma 4.2 bahwa x,-(L(B, © K;)) = 5. Pola
pewarnaan adalah sebagai berikut:
C(W3n—2) =2

danc(w';) = qc(wzp_1) =4
c(wz,) =5

1, untuk i ganjil
3,untuk i genap’

cw) = |

Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak 5 warna. Jadi
x-(L(P, O Ky)) =5.

Contoh 4.11 Diberikan graf garis dari graf sisir L(P; O K;), untuk 1 < r < 2.

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Gambar 4.15 Pewarnaan 1,2-Dinamis L(P; O K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.14 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga
dengan v; € E(L(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(L(P; O K;)), nilai N(v;) dan
c¢(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(w,) ={w';} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w;))={2} sehingga
lc(N(wy))|=1 = min{r,d(w;)} = min{1,1} = 1.

NW'y) = {wy,wy,w',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(w'y)) = {1,1,3}
sehingga |c(N(w'y))|= 2 = min{r,d(w';)} = min{1,3} = 2.

N(wy) = {w'y,w',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {2,3} sehingga
|c(N(wy))|= 2 = min{r,d(w;)} = min{1,2} = 2.

N(w'y) = {w'y, w,, ws, w5} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w',)) = {2,1,1,2}
sehingga |[c(N(w',))|= 2 = min{r,d(w',)} = min{1,4} = 2.
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N(ws3) = {w',,w's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ws)) = {3,2} sehingga
|(c(N(w3))|= 2 = min{r,d(w3)} = min{1,2} = 2.

N(w'3) = {w',, ws,w,,w',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(w'3)) = {3,1,1,3}
sehingga |(c(N(w'3))|= 2 = min{r,d(w';)} = min{1,4} = 2.

N(w,) = {w's;,w',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {2,3} sehingga
|(c(N(w,))|= 2 = min{r,d(w,)} = min{1,2} = 2.

NWw',) = {w's, w,, ws, w's} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w',)) = {2,1,1,2}
sehingga [(c(N(W',))|= 2 = min{r,d(w',)} = min{1,4} = 2.

N(ws) = {w',,w's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ws)) = {3,2} sehingga
|(c(N(ws))|= 2 = min{r,d(ws)} = min{1,2} = 2.

N(w's) = {w',, wg, wg, w' s} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(w'3)) = {3,1,1,3}
sehingga |(c(N(W's))|= 2 = min{r,d(w's)} = min{1,4} = 2.

N(wg) = {w's,w's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wg)) = {2,3} sehingga
|(c(N(wg))|= 2 = min{r,d(wg)} = min{1,2} = 2.

NWw's) = {w's,ws,wy;}  fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'y)) = {2,1,1}
sehingga |(c(N(W'6))|= 2 = min{r,d(w's)} = min{1,3} = 2.

N(w,) = {w'¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w,)) = c(w’s) = {3} sehingga
lc(N(w;))|=1 = min{r,d(w;)} = min{1,1} = 1.

Jadi graf L(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan

kromatik x,(L(P;, © Ky)) =3 untuk 1 < r < 2,
Contoh 4.12 Diberikan graf garis dari graf sisir L(P; O K;), untuk r = 3.

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Gambar 4.16 Pewarnaan 3-Dinamis L(P;, © K;)
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Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.15 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga
dengan v; € E(L(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(L(P; © K;)), nilai N(v;) dan
c(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(w,) = {w';} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w;))={2} sehingga
lc(N(wy))|=1 = min{r,d(w;)} = min{3,1} = 1.

NW'y) = {wy,wy,w',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(w'y)) = {1,3,4}
sehingga |c(N(w'y))|= 3 = min{r,d(w';)} = min{3,3} = 3.

N(wy) ={w'y,w',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {2,4} sehingga
|c(N(wy))|= 2 = min{r,d(w;)} = min{3,2} = 2.

NWw',) = {w'y, w,, wg,w';} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w',)) = {2,3,1,2}
sehingga |[c(N(w',))|= 3 = min{r,d(w',)} = min{3,4} = 3.

N(ws3) = {w',,w'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ws)) = {4,2} sehingga
|(c(N(w3))|= 2 = min{r,d(w3)} = min{3,2} = 2.

N(w'3) = {w',, ws,w,,w',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'3)) = {4,1,3,4}
sehingga |(c(N(w'3))|= 3 = min{r,d(w';)} = min{3,4} = 3.

N(w,) = {w's,w',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {2,4} sehingga
|(c(N(w,))|= 2 = min{r,d(w,)} = min{3,2} = 2.

NWw',) = {w';, w,, ws, w's} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w',)) = {2,3,1,2}
sehingga |(c(N(W',))|= 3 = min{r,d(w',)} = min{3,4} = 3.

N(ws) = {w',,w's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ws)) = {4,2} sehingga
|(c(N(ws))|= 2 = min{r,d(ws)} = min{3,2} = 2.

NWw's) = {w',, ws, we, w's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(w'3)) = {4,1,3,4}
sehingga [(c(N(W'5))|= 3 = min{r,d(w'5)} = min{3,4} = 3.

N(wg) = {w's,w's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wg)) = {2,4} sehingga
|(c(N(wg))|= 2 = min{r,d(wg)} = min{3,2} = 2.
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N(w'e) = {w's,wg,w,}  fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'y)) = {2,3,1}
sehingga |(c(N(W's))|= 3 = min{r,d(w'¢)} = min{3,3} = 3.

N(w,) = {w'¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w,)) = c(w’s) = {4} sehingga
lc(N(w,))|= 1 = min{r,d(w;)} = min{3,1} = 1.

Jadi graf L(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan

kromatik x,-(L(P, © K;)) = 4 untuk r = 3.
Contoh 4.13 Diberikan graf garis dari graf sisir L(P; O K;), denganr = 4.

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Gambar 4.17 Pewarnaan 4-Dinamis L(P;, O K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.16 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga
dengan v; € E(L(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(L(P; O K;)), nilai N(v;) dan
c(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(w,) = {w';} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = c(w’;) = {2} sehingga
lc(N(wy))|= 1 = min{r,d(w;)} = min{4,1} = 1.

NW'y) = {wy,wy,w',}  fungsi  pewarnaannya adalah c¢(N(w'y)) = {1,3,4}
sehingga |c(N(w'y))|= 3 = min{r,d(w';)} = min{4,3} = 3.

N(wy) ={w'y,w’,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {2,4} sehingga
|c(N(wy))|= 2 = min{r,d(w;)} = min{4,2} = 2.

NWw',) = {w'y, wy, wg,w'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w',)) = {2,3,1,5}
sehingga |[c(N(w';,))|= 4 = min{r,d(w',)} = min{4,4} = 4.
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N(ws3) = {w',,w'3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ws)) = {4,5} sehingga
|(c(N(w3))|= 2 = min{r,d(w3)} = min{4,2} = 2.

N(w'3) = {w',, ws,w,,w',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'3)) = {4,1,3,2}
sehingga |(c(N(w'3))|= 4 = min{r,d(w';)} = min{4,4} = 4.

N(w,) = {w's;,w',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {5,2} sehingga
|(c(N(w,))|= 2 = min{r,d(w,)} = min{4,2} = 2.

NWw',) = {w';, w,, ws, w's} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w',)) = {5,3,1,4}
sehingga |(c(N(W',))|= 4 = min{r,d(w',)} = min{4,4} = 4.

N(ws) = {w',,w's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ws)) = {2,4} sehingga
|(c(N(ws))|= 2 = min{r,d(ws)} = min{4,2} = 2.

N(w's) = {w',, wsg, wg, w' s} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'3)) = {2,1,3,5}
sehingga |(c(N(W's))|= 4 = min{r,d(w's)} = min{4,4} = 4.

N(wg) = {w's,w's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wg)) = {4,5} sehingga
|(c(N(wg))|= 2 = min{r,d(wg)} = min{4,2} = 2.

NWw'g) = {w's,ws,wy;}  fungsi pewarnaannya adalah c(N(w's)) = {4,3,1}
sehingga |(c(N(W'6))|= 3 = min{r,d(w's)} = min{4,3} = 3.

N(w,) = {w'¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w,)) = c(w’s) = {5} sehingga
lc(N(w;))|=1 = min{r,d(w;)} = min{4,1} = 1.

Jadi graf L(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan

kromatik x,-(L(P, © Ky)) = 5 untuk r = 4.
4.5 Pola Pewarnaan dan Bilangan Kromatik r-Dinamis pada S(P,, © K,).

Teorema 4.4 Misalkann > 3, bilangan kromatik r-dinamis graf sub-divisi dari graf
sisir S(B, © K;) adalah:

(S, OK))=r+1,1<r<3

Bukti
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Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi graf garis dari graf sisir S(B, © K;)
adalah sebagai berikut:
V(S(P,OKy)) ={vyu,u;:1<i<n}uf{v;:1<i<n-—1}dan

E(S(Pn @ Kl)) = {Uivli,U,iUH_l ; 1<i<n-— 1} V) {Uiuli,u’iui ; 1<i< n}

vy vy Vg Uy
vy v', V5 v’y
Uy us u's Uy
U.i u2 u3 Uy

Gambar 4.18 Graf Sub-Divisi dari Graf Sisir S(P, © K;)

Dimana v'; dan u’; adalah titik-titik yang berada pada sisi v;v;,, dan v;u; dari
P, © Ky, 1 < i < n. Derajat maksimum dari S(P, O K;) adalah A(S(P,, © K1)) =
3, titik-titik yang berderajat 3 adalah titik-titik v,, v, ..., v,,_;. Sementara derajat
minimum dari S(B, O K;) adalah §(S(P,, © K1)) = 1, titik-titik yang berderajat 1

adalah titik-titik w,, u,, ..., u,.
Berdasarkan Lemma 2.1:

r=1

X-(S(P, ©® K1) = min{r, (AGS(P, © K;))} + 1 =min{1,3} + 1 = 2.

r=2

x-(S(P, © K1) = min{r, (AS(P, © K1)} + 1 =min{2,3} + 1 = 3.

r=23

x-(S(P, © K1) = min{r, (AGS(P, © K;))} + 1 =min{3,3} + 1 = 4.

Jadi x,(S(P, © K1) = min{r, (AS(P, O K))}+1=7+1,untuk 1 <7 < 3.

Kasus 1: untuk » = 1, pola pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:
c(v)=1,c)=2,c(u) =1,danc’;) = 2.

Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak 2 warna, sehingga

x-(S(P, © Ky)) < 2. Jadi x,(S(B, © Ky)) = 2.
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Kasus 2: untuk r = 2, pola pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:

1, untuk i ganjil
2,untuk i genap’

2,untuk i ganjil
1, untuk i genap

c(v;) = { c(v') = 3,¢(u;) = 3, dan c(u'y) = {

Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak 3 warna, sehingga
x-(S(P, © Ky)) < 3.Jadi x,-(S(B, O Ky)) = 3.
Kasus 3: ketika r = 3, pola pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:

3, untuk i ganjil
4, untuk i genap

1, untuk i ganjil
2,untuk i genap’

cw) ={ ') =

2,untuk i ganjil

c(u;) = 4, dan ') = { 1, untuk i genap’

Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak 4 warna, sehingga
x-(S(P, O Ky)) < 4.Jadi x,-(S(B, O Ky)) = 4.

Oleh karena itu, x,(S(B, O K;)) <7+ 1,1 <r <3.

Contoh 4.14 Diberikan graf sub-divisi dari graf sisir S(P, O K;), denganr = 1.

Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

V1 2 V3 2 V3 2 Uy 2 Vs 2 Vg 2 vy
1 vy 1 v', 1 v's 1 v, 1 v's 1 Vg 1
2¢u'y 242 2¢u's 24u'y 2¢u's 2qu's 2¢u',
1 1 1 1 1 1 1
Uy Uy Uz Uy Us Ug Uy

Gambar 4.19 Pewarnaan 1-Dinamis S(P; © K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.18 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga
dengan v; € E(L(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(L(P; O K;)), nilai N(v;) dan
c(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v';,u'y} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={2,2} sehingga
lc(N(vy))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,2} = 1.
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N@'y) ={v,,v,}  fungsi  pewarnaannya adalah  c(N(v'y)) = {1,1}
sehingga |[c(N(v'{))|= 1 = min{r,d(v';)} = min{1,2} = 1.

N(vy) = {v'y,v',,u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N (v,)) = {2,2,2} sehingga
|c(N(v3))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,3} = 1.

N(',) = {v,,v3} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v';)) = {1,1} sehingga
|c(N(v',))|= 1 = min{r,d(v',)} = min{1,2} = 1.

N(v3) = {v',,v'5,u’5} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (v3)) = {2,2,2} sehingga
|(c(N(v3))|=1 = min{r,d(v5)} = min{1,3} = 1.

N(v'3) = {v;,v,} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v';)) = {1,1} sehingga
|(c(N(v'3))|=1 = min{r,d(v'3)} = min{1,2} = 1.

N(v,) = {v'3,v',,u',} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(v,)) = {2,2,2} sehingga
|(c(N(vy))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,3} = 1.

N(v'y) = {vs, vs} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v',)) = {1,1} sehingga
|(c(N(V'4))|=1 = min{r,d(v',)} = min{1,2} = 1.

N(vs) = {v',, v's, u's} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (vs)) = {2,2,2} sehingga
|(c(N(vs))|=1 = min{r,d(vs)} = min{1,3} = 1.

N(v's) = {vs,vs} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v's)) = {1,1} sehingga
|(c(N(v's))|=1 = min{r,d(v's)} = min{1,2} = 1.

N(vg) = {v's, V', u' ¢} fungsi pewarnaannya adalah c(N (ve)) = {2,2,2} sehingga
|(c(N(vg))|=1 = min{r,d(ve)} = min{1,3} = 1.

N(v's) = {vg, v;} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v'g)) = {1,1} sehingga
[(c(N(V'¢))|=1 = min{r,d(v'¢)} = min{1,2} = 1.

N(v;) = {v's,u’;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = c(v';) = {2,2}
sehingga |c(N(v,))|= 1 = min{r,d(v,)} = min{1,2} = 1.

N(u'y) = {vy,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) ={1,1} sehingga
lc(N(u'y))|=1 = min{r,d(u';)} = min{1,2} = 1.

68



Universitas Hasanuddin

N(u,) ={u'y} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u;)) = {2} sehingga
|c(N(uy))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,1} = 1.

N(u',) = {v,,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {1,1} sehingga
|c(N(u',))|=1 = min{r,d(u’,)} = min{1,2} = 1.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;)) = {2} sehingga
|(c(N(uy))|=1 = min{r,d(v;)} = min{1,1} = 1.

N(u'3) = {vs,u3} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u';)) = {1,1} sehingga
|(c(N(u'3))|=1 = min{r,d(u';)} = min{1,2} = 1.

N(u3) = {u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u3)) = {2} sehingga
|(c(N(u3))|=1 = min{r, d(u3)} = min{1,1} = 1.

N@',) = {vs, u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {1,1} sehingga
|(c(N(u',)|= 1 = min{r,d(u',)} = min{1,2} = 1.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) = {2} sehingga
|(c(N(uy))|=1 = min{r,d(u,)} = min{1,1} = 1.

N(u's) = {vs,us} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u's)) = {1,1} sehingga
|(c(N(u's))|=1 = min{r,d(u's)} = min{1,2} = 1.

N(us) ={u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(us)) = {2} sehingga
|(c(N(us))|=1 = min{r,d(us)} = min{1,1} = 1.

N(u'y) = {ve, ug} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {1,1} sehingga
|(c(N(u'¢))|= 1 = min{r,d(u's)} = min{1,2} = 1.

N(ug) ={u'¢} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ue)) = {2} sehingga
|c(N(ug))|=1 = min{r,d(ug)} = min{1,1} = 1.

N(u';) = {v,,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) = {1,1} sehingga
|(c(N(u';))|=1 = min{r,d(u';)} = min{1,2} = 1.

N(u;) ={u';} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) ={2} sehingga
|c(N(u;))|= 1= min{r,d(u;)} = min{1,1} = 1.
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Jadi graf S(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan
kromatik x,(S(P, © Ky)) = 2 untuk r = 1.

Contoh 4.15 Diberikan graf sub-divisi dari graf sisir S(P; © K;), denganr = 2.
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

41 3 V2 3 U3 3 Uy 3 Vs 3 Vg 3 vy
1 vy 2 v, 1 vy 2 v, 1 v's 2 v 1
2¢uy 14u’y 2¢u's 141y 2¢u's 1eu's 2¢u',
3 3 3 3 3 3 3
uq Us Uz Uy Us Ug Uy

Gambar 4.20 Pewarnaan 2-Dinamis S(P; © K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.19 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga
dengan v; € E(S(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(S(P; O K;)), nilai N(v;) dan
c¢(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-
adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v',w'y} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={3,2} sehingga
|c(N(v1))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,2} = 2.

N@'y) = {v;,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v';)) ={1,2} sehingga
lc(N(v'1))|= 2 = min{r,d(v';)} = min{2,2} = 2.

N(v,) = {v'y,v',, u',} fungsi pewarnaannya adalah c(N (v,)) = {3,3,1} sehingga
|c(N(v,))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,3} = 2.

N(v',) = {v,,v3} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v',)) ={2,1} sehingga
|c(N(V',))|= 2 = min{r,d(v',)} = min{2,2} = 2.

N(v3) = {v',,v'5,u’'5} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (v3)) = {3,3,2} sehingga
|(c(N(v3))|= 2 = min{r,d(v3)} = min{2,3} = 2.

N(';) = {v;,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v'3)) = {1,2} sehingga
|(c(N(v'3))|= 2 = min{r,d(v'3)} = min{2,2} = 2.
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N(v,) = {v'3, vy, u',} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(v,)) = {3,3,1} sehingga
|(c(N(vy))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,3} = 2.

N(v'y) = {vs, vs} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v',)) = {2,1} sehingga
|(c(N(V'4))|= 2 = min{r,d(v',)} = min{2,2} = 2.

N(vs) = {v',, v's, u's} fungsi pewarnaannya adalah c(N (vg)) = {3,3,2} sehingga
|(c(N(vs))|= 2 = min{r,d(vs)} = min{2,3} = 2.

N('s) = {vs, v} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v's)) = {1,2} sehingga
|(c(N(v's))|= 2 = min{r,d(v's)} = min{2,2} = 2.

N(vg) = {v's, v'6, u' ¢} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (ve)) = {3,3,1} sehingga
|(c(N(vg))|= 2 = min{r,d(ve)} = min{2,3} = 2.

N(v's) = {vg, v;} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v'g)) = {2,1} sehingga
|(c(N(V'¢))|= 2 = min{r,d(v'¢)} = min{2,2} = 2.

N(v;) ={v's,u’;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = c(v';) = {3,2}
sehingga |c(N(v,))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{2,2} = 2.

N(@'y) = {vy,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) ={1,3} sehingga
lc(N(u'y))|= 2 = min{r,d(u';)} = min{2,2} = 2.

N(u,) ={u'y} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;)) = {2} sehingga
|c(N(uy))|=1 = min{r,d(v,)} = min{1,1} = 1.

N(u',) = {v,,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {2,3} sehingga
|c(N(u',))|= 2 = min{r,d(u’,)} = min{2,2} = 2.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) = {1} sehingga
|(c(N(uy))|=1 = min{r,d(v;)} = min{2,1} = 1.

N(u's) = {vs,u3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) = {1,3} sehingga
|(c(N(u'3))|= 2 = min{r,d(u'3)} = min{2,2} = 2.

N(us3) ={u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u3)) = {2} sehingga
|(c(N(u3))|=1 = min{r, d(u;3)} = min{2,1} = 1.
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N(',) = {vs,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {2,3} sehingga
|(c(N(u'4))|= 2 = min{r,d(u',)} = min{2,2} = 2.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) = {1} sehingga
|(c(N(uy))|=1 = min{r,d(u,)} = min{2,1} = 1.

N(u's) = {vs,us} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u's)) = {1,3} sehingga
|(c(N(u's))|= 2 = min{r,d(u's)} = min{2,2} = 2.

N(us) ={u's} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(us)) = {2} sehingga

|(c(N(us))|=1 = min{r,d(us)} = min{2,1} = 1.

N@'") = {vs, us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u'’y)) = {2,3} sehingga
|(c(N(u'g))|= 2 = min{r,d(u'¢)} = min{2,2} = 2.

N(ug) = {u'¢} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ue)) = {1} sehingga
|c(N(ug))|=1 = min{r,d(ug)} = min{2,1} = 1.

N(u';) = {v,,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) = {1,3} sehingga
|(c(N(u'7))|= 2 = min{r,d(u’;)} = min{2,2} = 2.

N(u;) ={u';} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u;)) ={2} sehingga
lc(N(u;))|=1 = min{r,d(u,)} = min{2,1} = 1.

Jadi graf S(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan
kromatik x,(S(P, © Ky)) = 3 untuk r = 2.

Contoh 4.16 Diberikan graf sub-divisi dari graf sisir S(P; O K;), denganr = 3.
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

vy 3 ) 4 V3 3 2 4 Vs 3 Vg 4 Uy
1 v, 2 v, 1 vy 2 v, 1 vy 2 vy 1
2¢u'y 1eu's 24U’y 1qu'y 2qu's 14U’ 28u',
4 4 4 4 4 4 4
Uy Uz Uz Uy Us Ug Uz

Gambar 4.21 Pewarnaan 3-Dinamis S(P; © K;)
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Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.20 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga
dengan v; € E(S(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(S(P; © K;)), nilai N(v;) dan
c(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(vy) = {v',u'y} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) ={3,2} sehingga
lc(N(v1))|= 2 = min{r,d(v,)} = min{3,2} = 2.

N@'y) = {v;,v,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v';)) ={1,2} sehingga
lc(N(v'1)|= 2 = min{r,d(v';)} = min{3,2} = 2,

N(vy) = {v'y,v',,u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v,)) = {3,4,1} sehingga
|c(N(v,))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{3,3} = 3.

N(',) = {v,,v3} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v',)) = {2,1} sehingga
|c(N(V',))|= 2 = min{r,d(v',)} = min{3,2} = 2.

N(v3) = {v',, v'3,u'5} fungsi pewarnaannya adalah c(N (v3)) = {4,3,2} sehingga
|(c(N(v3))|= 3 = min{r, d(v;)} = min{3,3} = 3.

N(v'3) = {v;,v,} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v';)) = {1,2} sehingga
|(c(N(v'3))|= 2 = min{r,d(v'3)} = min{3,2} = 2.

N(v,) = {v'3,v'y,u',} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N (v,)) = {3,4,1} sehingga
|(c(N(vy))|= 3 = min{r,d(v,)} = min{3,3} = 3.

N',) = {vs,vs} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v',)) = {2,1} sehingga
|(c(N(v'y))|= 2 = min{r,d(v',)} = min{3,2} = 2.

N(vs) = {v',, v's, u's} fungsi pewarnaannya adalah ¢ (N (vs)) = {3,4,2} sehingga
|(c(N(vs))|= 3 = min{r,d(vs)} = min{3,3} = 3.

N(v's) = {vs,vs} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(v's)) = {1,2} sehingga
|(c(N(v's))|= 2 = min{r,d(v's)} = min{3,2} = 2.

N(vg) = {v's, V', u' ¢} fungsi pewarnaannya adalah c(N (ve)) = {3,4,1} sehingga
|(c(N(vg))|= 3 = min{r, d(ve)} = min{3,3} = 3.
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N(v's) = {ve, v;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v')) = {2,1}
[(c(N(v'¢))|= 2 = min{r,d(v'¢)} = min{3,2} = 2.

N(v;) = {v's,u’;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(v,)) = {4,2}
|c(N(v,))|= 2 = min{r,d(v;)} = min{3,2} = 2.

N(@'y) = {vy,u;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) = {1,4}
lc(N(u'y))|= 2 = min{r,d(u';)} = min{3,2} = 2.

N(u,) ={u'y} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u,)) = {2}
|c(N(uy))|=1 = min{r,d(v,)} = min{3,1} = 1.

N(u',) = {v,,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {2,4}
|c(N(u';))|= 2 = min{r,d(u',)} = min{3,2} = 2.

N(u,) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u,)) = {1}
|(c(N(uy))|=1 = min{r,d(v;)} = min{3,1} = 1.

N(u'3) = {vs,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) = {1,4}
|(c(N(u'3))|= 2 = min{r,d(u';)} = min{3,2} = 2.

N(us3) ={u's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u3)) = {2}
|(c(N(u3))|=1 = min{r,d(u3)} = min{3,1} = 1.

N@'y) = {vs,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u',)) = {2,4}
|(c(N(u'4))|= 2 = min{r,d(u',)} = min{3,2} = 2.

N(uy) ={u',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(uy)) = {1}
|(c(N(uy))|=1 = min{r,d(u,)} = min{3,1} = 1.

N(u's) = {vs,us} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u's)) = {1,4}
|(c(N(u's))|= 2 = min{r,d(u's)} = min{3,2} = 2.

N(us) ={u's} fungsi pewarnaannya adalah c(N(us)) = {2}
|(c(N(us))|=1 = min{r,d(us)} = min{3,1} = 1.

N(u's) = {ve, ug} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u'y)) = {2,4}
|(c(N(u'¢))|= 2 = min{r,d(u'q)} = min{3,2} = 2.

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

sehingga

74



Universitas Hasanuddin

N(ug) = {u'¢} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ue)) = {1} sehingga
lc(N(ug))|=1 = min{r, d(ug)} = min{3,1} = 1.

N(u';) = {vy,u,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(u';)) = {1,3} sehingga
|(c(N(u';))|= 2 = min{r,d(u';)} = min{3,2} = 2.

N(u;) ={u';} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(u,)) ={2} sehingga
|c(N(u;))|=1 = min{r,d(u;)} = min{3,1} = 1.

Jadi graf S(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi

adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan

kromatik x,-(S(P; © K1) = 4 untuk r = 3.
4.6 Pola Pewarnaan dan Bilangan Kromatik r-Dinamis pada P(P,, © K;).
Lemma 4.3 Misalkan n > 3, bilangan kromatik r-dinamis graf para-line dari graf

sisir P(B, © K;) adalah:

3 untuk1<r <2
> A
X-(P(B, O Kyp)) = {4, untuk r = A

Bukti

Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi graf para-line dari graf sisir P(B, © K;)

adalah sebagai berikut:
V(P(R, OK)) ={w;;1<i<2n}u{w';;1<i<2n-2}dan

E(P(PR,OKy)) ={wwi;1<i<2nju{w w;|i=135,..2n—3}U

WitiWis; 1<i<2n-3}u{w' w';;1;1<i<2n-2}

Wy Wa W3 Wy
wy W3 Ws
W Wy Wg

Gambar 4.22 Graf Para-Line dari Graf Sisir P(P, O K;)

Dimana w; dan w'; adalah titik-titik yang berada pada sisi v;v;,; dan v;u; dari

P, ©® K;, 1 <i < n. Berdasarkan Gambar 4.21 di atas, terlihat bahwa graf para-
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line dari graf sisir P(P, © K;) pada titik-titik wy;,,, w'; .1, w';,, memuat graf sikel
orde 3. Karena memuat sikel orde 3, akibatnya warna yang dapat diberikan pada

P(P, © K;) yaitu minimal 3 warna, sehingga x,-(P(B, © K;)) = 3.

Untuk r = A, berdasarkan Lemma 2.1
x-(P(P, © K;)) = min{r,A(P(B, O Ky))} + 1

= min{3,A(P(B, O K))}+1=min{3,3} +1=3+1=14.
Oleh karena itu, x,(P(B, © Ky)) = 4.

Teorema 4.5 Misalkann > 3, P(P, © K;) bilangan kromatik r-dinamis graf para-

line dari graf sisir adalah:

3, untukl<r<?2
Xr(P(Pn © Kl)) - {4 untukr = A

Bukti

Derajat maksimum dari P(B, © K;) adalah A(P(P,, © K1)) = 3, titik-titik
yang berderajat 3 adalah titik-titik w',, w's, ..., w',_; dan w's,w's, ..., W', _s.
Sementara derajat minimum dari P (B, © K;) adalah §(P(P, © K;)) = 1, titik-titik
yang berderajat 1 adalah titik-titik w,, w,, ..., w,,,. Didefinisikan pemetaanc : V -

Z*. Pembuktian dilakukan melalui dua kasus.

Kasus 1: Untuk 1 < r < 2. Berdasarkan Lemma 4.3 bahwa x,-(P(B, © Ky)) = 3.

Pola pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:

2,untuk i ganjil
1, untuk i genap’

1, untuk i ganjil
3,untuk i genap

c(w;) = { dan c(w',) = {

Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak 3 warna. sehingga
x-(P(B, © Ky)) = 3. Jadi x,.(P(B, © Ky)) = 3.

Kasus 2: Untuk r = A. Berdasarkan Lemma 4.3 bahwa x,.(P(B, © K;)) = 4. Pola

pewarnaan yang digunakan adalah sebagai berikut:

c(wyi_q) =4 '
_ c(w'si_,) =1
cw,) = { “Wei-6) =2 gan ey = | clw'agy) = 2
c(Wei—z) =1 c(ws;) =3
c(wg)) =3 3 B
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Tampak bahwa pewarnaan tersebut memerlukan sebanyak 4 warna. sehingga
x-(P(P, © Ky)) < 4.Jadi x-(P(P, O Ky)) = 4.

Contoh 4.15 Diberikan graf para-line dari graf sisir P(P; O K;),dengan 1 <r <
2.
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

r / r
Wy Wi Wop

w'y \'2_’2 w's “_’!4 ‘ffs w's w'y w's w's 0 v

1 3 1 3 1 3 1 3 1 3 1 3
Wi¢2 Wag 2 Woy'2 wry 2 Wogf 2 Wiiy'2 Wisg 2
wre1 Wie 1 wse 1l Wge 1 Wio® 1 Wiel Wisel

Gambar 4.23 Pewarnaan 1,2-Dinamis P(P; © K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.9 tampak bahwa c(v;) # c(vj) untuk setiap v; yang bertetangga dengan
v; € E(M(P; © Kp)). Untuk setiap v; € V(M(P, O Ky)), nilai N(v;) dan
c¢(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

Nw'y) = {wy,w',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w';)) = {2,3} sehingga
lc(N(W'{))|= 2 = min{r,d(w';)} = min{1,2} = 2.

N(w'y) ={w';,w'5,ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'y)) = {1,1,2}
sehingga |c(N(w';))|= 2 = min{r,d(w',)} = min{1,3} = 2.

Nw'3) ={w',,w'y,ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'3)) = {3,3,2}
sehingga |c(N(w'3))|= 2 = min{r,d(w';)} = min{1,3} = 2.

Nw',) ={w';,w’'s,ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w',)) = {1,1,2}
sehingga |(c(N(W',))|= 2 = min{r,d(w',)} = min{1,3} = 2.

Nw's) ={w',,w'g,ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w's)) = {3,3,2}
sehingga |(c(N(W's))|= 2 = min{r,d(w's)} = min{1,3} = 2.

N(w'e) ={w's,w’,,w;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'y)) = {1,1,2}
sehingga |(c(N(W',))|= 2 = min{r,d(w'¢)} = min{1,3} = 2.
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N(w';) = {w'g,w'g,w,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w';)) = {3,3,2}
sehingga |(c(N(W';))|= 2 = min{r,d(w';)} = min{1,3} = 2.

N(w'g) ={w',,w'g,we} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'g)) = {1,1,2}
sehingga [(c(N(W'g))|= 2 = min{r,d(w'g)} = min{1,3} = 2.

NWw'9) = {w'g,w'19,we} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'y)) = {3,3,2}
sehingga |(c(N(W'g))|= 2 = min{r,d(w'q)} = min{1,3} = 2.

NWw'yo) = {w'g,w'11,wy1} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w'yo)) = {1,1,2}
sehingga |(c(N(wy0))|= 2 = min{r, d(w;,)} = min{1,3} = 2.

N(w'y1) = {w'10, w12, w1} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'y;)) = {3,2,2}
sehingga |(c(N(w'11))|= 2 = min{r,d(w';;)} = min{1,3} = 2.

N(w'y3) = {w';1, wy3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w’lz)) = {1,2} sehingga

lc(N(W'13))|= 2 = min{r,d(w';,)} = min{1,2} = 2.

N(w,) = {w'y,w,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {1,1} sehingga
lc(N(wy))|=1 = min{r,d(w;)} = min{1,2} = 1.

N(w,) ={w,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {1} sehingga
|c(N(wy))|=1 = min{r,d(w;)} = min{1,1} = 1.

N(wsg) ={w',,w'5,w,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ws)) = {3,3,1}
sehingga |[c(N(w3))|= 2 = min{r,d(w3)} = min{1,3} = 2.

N(w,) = {ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {2} sehingga
|(c(N(w,))|= 1 = min{r,d(w,)} = min{1,1} = 1.

N(ws) = {w',,w's,wg} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(ws)) = {3,1,1}
sehingga |(c(N(ws))|= 2 = min{r,d(ws)} = min{1,3} = 2.

N(we) = {ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wg)) = {2} sehingga
[(c(N(W'p))|=1 = min{r,d(wg)} = min{1,1} = 1.

N(wy;) ={w'g,w',,wg} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w;)) = {3,1,1}
sehingga |(c(N(w5))|= 2 = min{r,d(w,)} = min{1,3} = 2.
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N(wg) = {w,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wg)) = {2} sehingga
|(c(N(wg))|=1 = min{r,d(wg)} = min{1,1} = 1.

N(wg) = {w'g,w'g,w;o} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wy)) = {3,1,1}
sehingga |(c(N(wg))|= 2 = min{r,d(wy)} = min{1,3} = 2.

N(wyo) = {wo} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wy,)) = {2} sehingga
|(c(N(w10))|= 1 = min{r, d(w;o)} = min{1,1} = 1.
N(wyq) = {w'1p,Ww'11, wi,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wq,)) = {3,1,1}

sehingga |(c(N(w11))|= 2 = min{r,d(w;,)} = min{1,3} = 2.

N(wy,) = {wy,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wy;)) ={2} sehingga
lc(N(wi2))|=1 = min{r,d(w;;)} = min{1,1} = 1.

N(wy3) = {w',, wy,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w;3)) = {3,1} sehingga
|(c(N(wy3))|= 2 = min{r, d(w;3)} = min{1,2} = 2.

N(wy,) = {wy3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w;3)) ={2} sehingga

|(c(N(w;3))|=1 = min{r,d(w;3)} = min{1,1} = 1.

Jadi graf P(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan

kromatik x,-(P(P; © Ky)) =3 untuk 1 < r < 2,

Contoh 4.16 Diberikan graf para-line dari graf sisir P(P; O K;), untuk r = A.
Didefinisikan fungsi dari ¢ : V(G) — N sebagai berikut:

Wgze 2 Wio® 1 w1203 Wise?2
Gambar 4.24 Pewarnaan 3-Dinamis P(P; © K;)

Berdasarkan syarat a) atau kondisi adjacency dari Definisi 2.3.4, maka pada
Gambar 4.9 tampak bahwa c(v;) # c(v]-) untuk setiap v; yang bertetangga dengan
v; E E(M(P; © K;)). Untuk setiap v; € V(M(P; © K;)), nilai N(v;) dan
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c¢(N(v;)) adalah sebagai berikut sekaligus menunjukkan syarat b) atau kondisi r-

adjacency pada Definisi 2.3.4.

N(w'y) = {wy,w’',} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w';)) = {4,2} sehingga
lc(N(W'{))|= 2 = min{r,d(w'})} = min{3,2} = 2.

N(w'y) ={w',w'5,ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w',)) = {1,3,4}
sehingga |[c(N(w',))|= 3 = min{r,d(w',)} = min{3,3} = 3.

N(w'3) ={w',,w'y,ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'3)) = {2,1,4}
sehingga |c(N(w'3))|= 3 = min{r,d(w';)} = min{3,3} = 3.

Nw'y) ={w';,w's,ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w',)) = {3,2,4}
sehingga [(c(N(w',))|= 3 = min{r,d(w',)} = min{3,3} = 3.

NWw's) ={w',,w's,ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w's)) = {1,3,4}
sehingga |(c(N(W's))|= 3 = min{r,d(w's)} = min{3,3} = 3.

NWw'e) = {w's,w’;,w;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'y)) = {2,1,4}
sehingga |(c(N(W',))|= 3 = min{r,d(w's)} = min{3,3} = 3.

N(w';) ={w'g,w'g,w;} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w';)) = {3,2,4}
sehingga |(c(N(W';))|= 3 = min{r,d(w';)} = min{3,3} = 3.

N(w'g) ={w',,w'g,we} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'g)) = {1,3,4}
sehingga [(c(N(w'g))|= 3 = min{r,d(w'g)} = min{3,3} = 3.

N(w'y) ={w'g,w' 1y, we} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w'y)) = {2,1,4}
sehingga |(c(N(W'g))|= 3 = min{r,d(w'q)} = min{3,3} = 3.

NWw'yo) = {w'g,w'11,wy1} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(w'yo)) = {3,2,4}
sehingga |(c(N(wy0))|= 3 = min{r, d(w;,)} = min{3,3} = 3.

NWw'i1) = {w'1p,w'12,wi,} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w'y,)) = {1,3,4}
sehingga |(c(N(w'11))|= 3 = min{r,d(w';;)} = min{3,3} = 3.

N(W'12) = {w'y1, wy3} fungsi pewarnaannya adalah ¢(N(w'y,)) = {2,4} sehingga

lc(N(W'13))|= 2 = min{r,d(w';,)} = min{3,2} = 2.
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N(w,) = {w'y,w,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {1,2} sehingga
lc(N(wy))|= 2 = min{r,d(w;)} = min{3,2} = 2.

N(wy) ={w,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w;)) = {4} sehingga
|c(N(wy))|=1 = min{r,d(w;)} = min{3,1} = 1.

N(wsy) ={w',,w'5,w,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ws)) = {2,3,1}
sehingga |c(N(w3))|= 3 = min{r,d(w3)} = min{3,3} = 3.

N(w,) = {w3} fungsi pewarnaannya adalah c¢(N(w,)) = {4} sehingga
|(c(N(w,))|= 1 = min{r,d(w,)} = min{3,1} = 1.

N(ws) = {w',,w's,wg} fungsi pewarnaannya adalah c(N(ws)) = {1,2,3}
sehingga |(c(N(ws))|= 3 = min{r,d(ws)} = min{3,3} = 3.

N(wg) = {ws} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wg)) = {4} sehingga
|(c(N(W',))|=1 = min{r,d(we)} = min{3,1} = 1.

N(w,) = {w'g,w';,wg} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,)) = {3,1,2}
sehingga |(c(N(w5))|= 3 = min{r,d(w,)} = min{3,3} = 3.

N(wg) = {w,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wg)) = {4} sehingga
|(c(N(wg))|=1 = min{r,d(wg)} = min{3,1} = 1.

N(wy) = {w'g,w'g,wy0} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wy)) = {2,3,1}
sehingga |(c(N(wyg))|= 3 = min{r, d(wy)} = min{3,3} = 3.

N(wyy) = {wg} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,q)) = {4} sehingga
|(c(N(W10))|= 1 = min{r,d(w,()} = min{3,1} = 1.

N(wyq) = {wW'1o, w11, wi,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wq;)) = {1,2,3}
sehingga |(c(N(wy1))|= 3 = min{r, d(w;;)} = min{3,3} = 3.

N(wy,) = {wy,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(wy,)) = {4} sehingga
lc(N(w12))|=1 = min{r,d(w;;)} = min{3,1} = 1.

N(w;3) = {w'1,, wy,} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w;3)) = {3,2} sehingga
|(c(N(w13))|= 2 = min{r, d(w;3)} = min{3,2} = 2.
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N(wy,) = {w;3} fungsi pewarnaannya adalah c(N(w,3)) = {4} sehingga
|(c(N(wy3))|=1 = min{r,d(w;3)} = min{3,1} = 1.

Jadi graf P(P, © K;) di atas adalah graf r-dinamis. Terlihat bahwa kondisi
adjacency dan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 terpenuhi dengan bilangan
kromatik x,-(P(P; © K;)) = 4 untuk r = A,

Berdasarkan hasil dari proposisi dan teorema-teorema di atas maka diperoleh hasil-

hasil sebagai berikut:

No Graf Bilangan kromatik r-dinamis
1. Graf Sisir 2, untukr =1
B, O K, x-(B, © K;) =43, untukr =2
4, untuk r = 3
2. | Graf Pusat dari n, untukr =1
Graf Sisir xr(C(P, ©® Ky)) =1 2n, untuk2 <r<A-1
C(P, OK) 2n+ 3, untukr =A
3. Graf Tengah _ {4, untuk 1 <r <3
dari Graf Garis Xr(M(B © K1) = r+1, untuk 4 <r <A

M(P, O K;)
4. | Graf Garis dari 3, untuk1<r<?2
Graf Sisir xr(L(B, ©® Ky)) =1 4, untukr =3

L(P, © Ky) 5 untukr =4
5. Graf Sub-
Divisi dari Graf
Sisir (S, OK))=r+1,1<r<3
S(h O K,)
6. | Graf Para-Line _ (3 untuk1<r <2
dari Graf Sisir Xr(P(By © K1) = {4, untukr = A
PR, O Ky)

Berdasarkan rujukan jurnal pada penelitian ini, ditemukan perbedaan kecil
pada pola pewarnaan yang digunakan untuk graf para-line dari graf sisir
P(P, © K;) dengan r = 3. Dimana penelitian asal menggunakan warna 4 hanya

pada titik c(e,,) yang mengakibatkan kondisi r-adjacency pada Definisi 2.3.4 tidak
terpenuhi.
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Berdasarkan Teorema 2.1: Misalkan r adalah bilangan bulat positif dengan
2 <r < 6/log (2er(A? + 1)). Maka:

%(6) < x(@ + (r = 1) [e Slog(2er(a? + 1))

1. Graf sisir B, O K;. Berdasarkan Proposisi 4.1 diperoleh bilangan r-kromatik
dari graf sisir P, © K, adalah 4, x,.(G) = 4, dengan A = 3 dan § = 1. Sehingga

dari Teorema 2.1 maka:
A
x-(G) <x(G)+ (r—1) [eglog(Zer(A2 + 1))]

3
=4<2+(3-1) [(2,718281828)Ilog(2(2,718281828)3 (32 + 1))]

=4<2+(2)[17,406735690678]
=4 < 36,813471381357.

2. Graf pusat dari graf sisir C(P, © K;). Berdasarkan Teorema 4.1 diperoleh
bilangan r-kromatik dari C(P, ©® K;) untuk 2<r<A-1 adalah
x-(C(P, © K;)) = 2ndan untuk r = Aadalah x,-(C(B, © K;)) = 2n + 3.Pilih
r =3,n=7,dengan A = 13 dan § = 2. Sehingga dari Teorema 2.1 maka:

X (G) < x(G)+ (r—1) [e%log(Zer(A2 + 1))]

13
=14<7+(3-1) [(2,718281828)710g(2(2,718281828)3(132 + 1))]
=14 <7+ (2)[60,831926821750]

= 14 < 128,66385364350.

3. Graf tengah dari graf sisir M(P, © K;). Berdasarkan Teorema 4.2 diperoleh
bilangan  r-kromatik dari M(P, O K;) untuk 1<r <3 adalah
xr(M(P, © K;)) = 4 dan untuk 4 <r < A adalah x,(M(B, © K;)) =7+ 1.
Pilih r = 3, dengan A = 6 dan § = 1. Sehingga dari Teorema 2.1 maka:

xr(G) <x(G)+ (r—1) [e%log(Zer(A2 + 1))]

6
=4<44+3-1) [(2,718281828)Ilog(2(2,718281828)3(62 + 1))]

= 4 < 4+ (2)[45,351500702891]
= 4 < 94,703001405782.
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4. Graf garis dari graf sisir L(B, © K;). Berdasarkan Teorema 4.3 diperoleh
bilangan r-kromatik dari L(P, © K;) untuk r = 3 adalah x,-(L(P, © K;)) = 4,
dengan A = 4 dan § = 1. Sehingga dari Teorema 2.1 maka:

xr(G) <x(G)+ (r—-1) [e%log(Zer(A2 + 1))]

4
=4<34+3-1) [(2,718281828)Ilog(2(2,718281828)3(42 + 1))]

=4 <3+ (2)[26,561904578308]
=4 <56,123809156616.

5. Graf sub-divisi dari graf sisir S(P, © K;). Berdasarkan Teorema 4.4 diperoleh
bilangan r-kromatik dari S(P, © K;) untuk r = 3 adalah x,.(S(B, © K;)) = 4,
dengan A = 3 dan § = 1. Sehingga dari Teorema 2.1 maka:

X (G) <x(G)+ (r—1) [e%log(Zer(A2 + 1))]

=4<2+3-1) [(2,718281828)%10g(2(2,718281828)3(32 + 1))]
=4<2+(2)[18,042153087936]
= 4 < 38,084306175873.

6. Graf para-line dari graf sisir P(B, O K;). Berdasarkan Teorema 4.5 diperoleh
bilangan r-kromatik dari P(P, © K;) untuk r = 3 adalah x,.(P(B, © K;)) = 4,
dengan A = 3 dan § = 1. Sehingga dari Teorema 2.1 maka:

X (G) <x(G)+ (r—1) [e%log(Zer(A2 + 1))]

3
=4<34+3-1) [(2,718281828)Ilog(2(2,718281828)3(32 + 1))]

=4 <3+ (2)[18,042153087936]
= 4 < 39,084306175873.

Terlihat bahwa masing-masing untuk graf sisir B, © K;, graf pusat dari graf
sisir C(P, © K;), graf tengah dari graf sisir M (B, © K;), graf garis dari graf sisir
L(P, © K;), graf sub-divisi dari graf sisir S(B, O K;), dan graf para-line dari graf
sisir P(P, ©® K;) memenuhi Teorema 2.1 oleh A. Taherkhani (2016).
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BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil dan pembahasan pada BAB IV dapat disimpulkan bahwa
graf sisir B, © K, graf pusat dari graf sisir C(P, © K;), graf tengah dari graf sisir
M(P, © K;), graf garis dari graf sisir L(P, © K;), graf sub-divisi dari graf sisir
S(P, © K;), dan graf para-line dari graf sisir P(P, © K;) adalah graf r-dinamis
karena memenuhi 2 kondisi pada Definisi 2.3.4. Adapun bilangan kromatik r-
dinamis untuk masing-masing grafnya adalah sebagai berikut:

Graf Sisir B, © K,
2, untukr =1

Xr(Pn©K1) 2{3, untukr = 2
4, untukr =3

Graf Pusat dari Graf Sisir C(B, O K;),

n, untukr =2
x-(C(B, © Ky)) = { 2n, untuk2<r<A-1
2n + 3, untukr = A

Graf Tengah dari Graf Garis M (P, © K;),

4, untuk 1 <r <3
Xr(M(PHQKl))_{r+1, untuk 4 <r <A

Graf Garis dari Graf Sisir L(B, O K;),

3, untuk 1 <r <2
Xr(L(P, © Ky)) = {4, untuk r = 2

5, untukr =4

Graf Sub-Divisi dari Graf Sisir S(B, © K;),
x(S(P, OK))=r+1,1<r<3

Graf Para-Line dari Graf Sisir P(P, © K;),

X (P, O KD) ={ ¥

untuk1<r <2
untukr = A
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5.2 Saran

Pada skripsi ini penulis hanya mengkaji bahasan masalah pada pewarnaan titik
r-dinamis pada graf sisir. Sehingga penulisan skripsi berikutnya dapat dilakukan
dengan mengkaji topik serupa dengan graf berbeda atau dengan pokok bahasan
masalah lainnya, seperti mengkaji pada bahasan masalah pewarnaan sisi r-dinamis

atau pewarnaan wilayah r-dinamis.

86



Universitas Hasanuddin

DAFTAR PUSTAKA

Alishahi, M. (2012). Dynamic Chromatic Number of Regular Graphs. Discrete
Applied Mathematics, 160, 2098-2103.

Alfian, Y. H., Ika. H. A., dan Dafik. 2015. Pewarnaan Titik Pada Operasi Graf
Sikel dengan Graf Lintasan. CGANT Universitas Jember

Audi Fierera dan Kiki A. Sugeng. 2021. Pewarnaan Simpul r-Dinamis pada Graf

Teratai T,,. Ambon, Universitas Pattimura

Chartrand, G., dan P. Zhang. 2009. Chromatic Graph Theory of a Graph. USA:
CRC Press

Frucht, R., dan Harary, F. 1970. On The Corona of Two Graphs. Vol. 4, Santa
Maria University dan University of Michigan

Harary, F. (1969). Graph Theory, Narosa Publishing Home, New Delhi.
Hasmawati. 2020. Pengantar dan Jenis-Jenis Graf. UPT Unhas Press

K. Kalaiselvi, N. Mohanapriya., dan J. Vernold Vivin. 2021. On r-Dynamic
Coloring of Comb Graph. Vol. 27, 2021, No. 2, 191-200

Lai, H. J., dan B. Montgomery. 2001. Dynamic Coloring of Graphs. West
Virginia University, Morgantown

Lai, H. J., B. Montgomery, H. Poon. 2003. Upper Bounds of Dynamic Chromatic
Number. Ars Combinatoria 68

Michalak, D. (1983). On Middle and Total Graphs with Coarseness Number
Equal 1. Lecture Notes in Mathematics, 1018, Springer Verlag Graph
Theory, Lagow proceedings, Berlin Heidelberg, New York, Tokyo, 139—
150.

Muhammad Dicky Tarmidzi. 2015. Nilai Kromatik dan Pewarnaan Titik r-

Dinamis pada Graf Khusus dan Shakel. Jember: Universitas Jember

Novian Nur Fatihah. 2015. Pewarnaan Titik dan Sisi r-Dinamis Pada Graf Hasil

Operasi Comb Sisi. Jombang.

87



Universitas Hasanuddin

Slamin. 2009. Desain Jaringan Pendekatan Teori Graf. Jember: Universitas
Jember.

Taherkhani, A. (2016). r-Dynamic Chromatic Number of Graphs. Discrete
Applied Mathematics, 201, 222-227

Vernold Vivin, J. (2007). Harmonious Coloring of Total Graphs, n-leaf, Central
Graphs and Circumdetic Graphs, Ph.D. Thesis, Bharathiar University,
Coimbatore, India.

88



