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ABSTRAK 

Misalkan 𝐺 adalah graf dengan pasangan himpunan titik 𝑉(𝐺) dan himpunan 

sisi 𝐸(𝐺). Pewarnaan titik r-dinamis pada graf 𝐺 adalah pemberian warna pada 

titik-titik graf 𝐺 sedemikian sehingga untuk setiap titik 𝑣 menerima setidaknya 

min{𝑟, 𝑑(𝑣)} warna untuk titik ketetanggaannya. Jumlah minimum warna yang 

digunakan pada pewarnaan titik r-dinamis pada graf 𝐺 disebut bilangan kromatik 

r-dinamis dinotasikan χ𝑟(𝐺). Pada penelitian ini akan ditentukan pola pewarnaan 

dan bilangan kromatik r-dinamis pada graf sisir 𝑃𝑛⊙𝐾1, graf pusat dari graf sisir 

𝐶(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf tengah dari graf sisir 𝑀(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf garis dari graf sisir 

𝐿(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf sub-divisi dari graf sisir 𝑆(𝑃𝑛⊙𝐾1), dan graf para-line dari graf 

sisir 𝑃(𝑃𝑛⊙𝐾1). 

Kata Kunci: Pewarnaan r-dinamis, bilangan kromatik, graf sisir, graf pusat, graf 

tengah, graf garis, graf sub-divisi, graf para-line. 
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ABSTRACT 

Let 𝐺 be a graph with vertex set 𝑉(𝐺) and edge set 𝐸(𝐺). An r-dynamic vertex 

coloring of a graph 𝐺 is a assigning colors to the vertices of 𝐺 such that for every 

vertex 𝑣 receives at least 𝑚𝑖𝑛{𝑟, 𝑑(𝑣)} colors in its neighbors. The minimum color 

used in r-dynamic vertex coloring of graph 𝐺 is called the r-dynamic chromatic 

number denoted as 𝜒𝑟(𝐺). In this research we well determine the coloring pattern 

and the r-dynamic chromatic number of the comb graph 𝑃𝑛⊙𝐾1, central graph of 

comb graph 𝐶(𝑃𝑛⊙𝐾1), middle graph of comb graph 𝑀(𝑃𝑛⊙𝐾1), line graph of 

comb graph 𝐿(𝑃𝑛⊙𝐾1), sub-division graf of comb graph 𝑆(𝑃𝑛⊙𝐾1), and para-

line graph of comb graph 𝑃(𝑃𝑛⊙𝐾1). 

Keywords: r-Dynamic coloring, chromatic number, comb graph, central graph, 

middle graph, line graph, sub-division graph, para-line graph. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf adalah salah satu bagian dari matematika diskrit yang 

penggunaannya untuk menyatakan hubungan sebuah objek dengan objek yang lain. 

Teori graf pertama kali diperkenalkan pada tahun 1736 oleh matematikawan dari 

Swiss bernama Leonhard Euler. Dalam tulisannya kala itu, Euler memberikan 

ilustrasi jembatan Konigsberg dengan empat daratannya sebagai titik dan ketujuh 

jembatannya sebagai sisi dengan hasil penelitian bahwa tidak mungkin untuk 

melewati ketujuh jembatan tersebut masing-masing satu kali dan kembali lagi ke 

tempat semula.  

Teori graf dalam aplikasinya dapat dikatakan cukup esensial karena mencakup 

berbagai macam lini, seperti jaringan komunikasi, transportasi, digital, komputer, 

dan lain sebagainya. Mudahnya, teori graf dapat digunakan pada kondisi dimana 

terdapat relasi antar-objek yang dapat dipresentasikan ke dalam himpunan titik dan 

himpungan sisi. 

Dewasa ini, teori graf mulai banyak mengalami perkembangan. Satu dari sekian 

topik teori graf yang populer untuk dikaji adalah pewarnaan graf. Pewarnaan graf 

terbagi menjadi tiga jenis antara lain pewarnaan titik (vertex coloring), pewarnaan 

sisi (edge coloring), dan pewarnaan wilayah (region coloring). Lebih jauh, pada 

pewarnaan graf juga dikenal sebuah konsep pewarnaan r-dinamis. Fierera dan 

Sugeng (2021) mendefinisikan pewarnaan r-dinamis yaitu misalkan 𝑟 merupakan 

bilangan bulat positif, pewarnaan 𝑟-dinamis dengan 𝑘-warna pada suatu graf 𝐺 

adalah pewarnaan tepat titik dengan 𝑘-warna pada graf 𝐺 sedemikian sehingga 

untuk setiap titik 𝑣 menerima setidaknya min{𝑟, 𝑑(𝑣)} warna untuk titik 

ketetanggaannya. Nilai minimal 𝑘 untuk graf 𝐺 pada pewarnaan 𝑟-dinamis dengan 

𝑘-warna disebut dengan bilangan kromatik 𝑟-dinamis pada graf 𝐺, dinotasikan 

dengan χ𝑟(𝐺). 

Penelitian-penelitian pada topik pewarnaan r-dinamis telah banyak dikaji. 

Beberapa penelitiannya antara lain oleh H. Lai dan B. Montgomery (2001) dalam 
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penelitiannya yang berjudul “Dynamic Coloring of Graph” kemudian ditahun 

berikutnya H. Lai, B. Montgomery, dan H. Poon (2003) membuat artikel dengan 

judul “Upper Bounds of Dynamic Chromatic Number”. Kedua penelitian tersebut 

membahas mengenai pewarnaan dinamis, batas atas pewarnaan dinamis, dan 

bilangan kromatik dinamis. Pengembangan konsep pewarnaan dinamis menjadi 

pewarnaan r-dinamis juga dapat ditemukan pada penelitian tersebut. Oleh M. 

Alishahi (2012) dengan judul penelitiannya “Dynamic Chromatic Number of 

Regular Graphs” mengkaji tentang pewarnaan r-dinamis pada graf dan hipergraf. 

Kemudian penelitian yang dilakukan oleh Ali Taherkhani (2015) dengan judul “On 

r-Dynamic Chromatic Number of Graphs” yang mengkaji bilangan kromatik r-

dinamis pada graf. Tarmidzi (2015) meneliti tentang “Nilai Kromatik dan 

Pewarnaan Titik r-Dinamis pada Graf Khusus dan Operasi Shakel”. Penelitian oleh 

Adelia, dkk (2020) tentang “Pewarnaan Titik r-Dinamis pada Graf Hasil Operasi 

Edge Corona” yang mengkaji tentang pewarnaan titik r-dinamis pada graf lintasan 

dengan graf lengkap, graf bintang, dan graf sapu. Fierera dan Sugeng (2021) 

melakukan penelitian yang membahas tentang “Pewarnaan Simpul r-Dinamis pada 

Graf Teratai 𝑇𝑛. 

Berdasarkan hasil kajian yang telah dikemukakan oleh banyak peneliti, penulis 

dalam hal ini juga tertarik untuk mengkaji tentang pewarnaan titik r-dinamis pada 

graf, terkhusus pada graf sisir. Pada penelitian yang akan penulis lakukan, penulis 

akan mengkaji tentang pewarnaan titik r-dinamis dan bilangan kromatik r-dinamis 

pada graf sisir serta menuangkan hasilnya dalam bentuk tulisan skripsi dengan judul 

“Bilangan r-Kromatik dari Pewarnaan r-Dinamis pada Graf Sisir”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian di atas, rumusan masalah skripsi ini adalah: 

1. Bagaimana mencari pola pewarnaan r-dinamis pada graf sisir 𝑃𝑛⊙𝐾1, graf 

pusat dari graf sisir 𝐶(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf tengah dari graf sisir 𝑀(𝑃𝑛⊙𝐾1), 

graf garis dari graf sisir 𝐿(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf sub-divisi dari graf sisir 

𝑆(𝑃𝑛⊙𝐾1), dan graf para-line dari graf sisir 𝑃(𝑃𝑛⊙𝐾1). 

2. Bagaimana menentukan bilangan r-kromatik pada graf sisir 𝑃𝑛⊙𝐾1, graf 

pusat dari graf sisir 𝐶(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf tengah dari graf sisir 𝑀(𝑃𝑛⊙𝐾1), 
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graf garis dari graf sisir 𝐿(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf sub-divisi dari graf sisir 

𝑆(𝑃𝑛⊙𝐾1), dan graf para-line dari graf sisir 𝑃(𝑃𝑛⊙𝐾1). 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan skripsi ini adalah:  

1. Menemukan pola pewarnaan titik r-dinamis pada graf sisir 𝑃𝑛⊙𝐾1, graf 

pusat dari graf sisir 𝐶(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf tengah dari graf sisir 𝑀(𝑃𝑛⊙𝐾1), 

graf garis dari graf sisir 𝐿(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf sub-divisi dari graf sisir 

𝑆(𝑃𝑛⊙𝐾1), dan graf para-line dari graf sisir 𝑃(𝑃𝑛⊙𝐾1). 

2. Menentukan bilangan r-kromatik pada graf sisir 𝑃𝑛⊙𝐾1, graf pusat dari 

graf sisir 𝐶(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf tengah dari graf sisir 𝑀(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf garis 

dari graf sisir 𝐿(𝑃𝑛⊙𝐾1), graf sub-divisi dari graf sisir 𝑆(𝑃𝑛⊙𝐾1), dan 

graf para-line dari graf sisir 𝑃(𝑃𝑛⊙𝐾1). 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penulisan skripsi ini adalah:  

1. Menambah wawasan dan pengetahuan mengenai pewarnaan graf. 

2. Sebagai tambahan kepustakaan dalam bidang kajian pewarnaan r-dinamis 

dan bilangan kromatik r-dinamis pada graf. 

3. Konsep pewarnaan r-dinamis dapat diaplikasikan pada permasalahan 

jaringan listrik dan computer, serta scheduling.  
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

Pada bab ini dipaparkan beberapa teori graf yang akan digunakan di dalam 

skripsi ini, diantaranya yaitu pengertian dan teori dasar graf, jenis-jenis graf, 

pewarnaan graf, graf sisir, graf pusat, graf tengah, graf garis, graf sub-divisi, dan 

graf para-line. 

2.1 Pengertian dan Teori Dasar Graf 

Definisi 2.1.1 (Slamin, 2009). Sebuah graf 𝐺 merupakan pasangan himpunan 

(𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) adalah himpunan berhingga tak kosong dari elemen 

yang disebut titik, dan 𝐸(𝐺)adalah sebuah himpunan (mungkin kosong) dari 

pasangan tak terurut 𝑢, 𝑣 dari titik-titik 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) yang disebut sisi. 𝑉(𝐺) disebut 

himpunan titik dari 𝐺 dan 𝐸(𝐺) disebut himpunan sisi dari 𝐺. 

Dua buah titik 𝑢 dan 𝑣 pada graf 𝐺 dikatakan bertetangga (adjacent) jika 

terdapat sebuah sisi 𝑒 yang menghubungkan antara 𝑢 dan 𝑣 atau ditulis 𝑒 = 𝑢𝑣. 

Dengan kata lain yaitu titik 𝑢 dan 𝑣 (𝑢𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)) dikatakan bertetangga apabila 

terdapat sisi 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) yang menghubungkan kedua titik tersebut. Kondisi 𝑢𝑣 =

𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) mengakibatkan titik 𝑢 dan 𝑣 bersisian (incident) dengan sisi 𝑒 (Chartrand 

dan Zhang, 2011). 

Contoh 2.1 Misalkan terdapat graf 𝐺dengan himpunan titik dan himpunan sisi 

sebagai berikut:  

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan  

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣1}. 

 

 Gambar 2.1 Graf 𝐺  
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Berdasarkan Gambar 2.1, titik 𝑣1 bertetangga dengan titik 𝑣2 dan titik 𝑣4.  

Titik 𝑣1 dan titik 𝑣2 dikatakan bertetangga karena terdapat sisi 𝑣1𝑣2 yang 

menghubungkan kedua titik tersebut. Begitupun pada titik 𝑣1 dan 𝑣4, kedua titik ini 

bertetangga karena terdapat sisi 𝑣1𝑣4 yang menghubungkannya. Sementara itu, titik 

𝑣1 dan 𝑣3 tidak bertetangga. Dari Gambar 2.1, sisi 𝑣1𝑣2 bersisian dengan titik 𝑣1 

dan 𝑣2, tetapi sisi tersebut tidak bersisian dengan titik 𝑣3 dan 𝑣4. 

Suatu graf 𝐺 memiliki himpunan titik 𝑉 = 𝑉(𝐺), himpunan sisi 𝐸 = 𝐸(𝐺). 

Himpunan ketetanggan suatu titik 𝑣, dinotasikan 𝑁(𝑣) adalah himpunan titik-titik 

yang bertetangga dengan titik 𝑣. Derajat dari sebuah titik 𝑣 pada graf 𝐺 adalah 

banyaknya titik yang bertetangga dengan titik 𝑣, dinotasikan dengan 𝑑(𝑣). Jika 

sebuah titik 𝑣 tidak bertetangga dengan sebarang titik lainnya (berderajat 0), maka 

𝑣 disebut dengan titik terisolasi. Adapun jika setiap titik pada graf 𝐺 memiliki 

derajat yang sama, maka graf 𝐺 disebut dengan graf reguler atau graf teratur. 

Derajat terkecil pada suatu graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝛿(𝐺). Sedangkan derajat 

terbesar dari suatu graf 𝐺 dinotasikan dengan ∆(G). Pada Gambar 2.2 bagian (a) 

ditunjukkan sebuah titik 𝑢5pada graf 𝐺1 adalah titik terisolasi. Sementara pada 

Gambar 2.2 bagian (b) ditunjukkan contoh graf reguler atau graf teratur.  

 

 

2.2 Jenis-Jenis Graf 

Berikut beberapa jenis graf yang akan digunakan dalam penelitian ini: 

Definisi 2.2.1 (Hasmawati, 2020). Graf lintasan berorde 𝑛 dinotasikan 𝑃𝑛 

adalah barisan titik dan sisi 𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛−1, 𝑣𝑛 dengan 𝑒𝑖 = 𝑣𝑖𝑣𝑖+1, 

𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1. 

Gambar 2.2 a) Graf 𝐺1 dan (b) Graf Reguler 𝐺2 
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Graf lintasan hanya terdiri dari satu lintasan, dengan 𝑛 ≥ 2. Terdiri dari 𝑛 titik 

dan 𝑛 − 1 sisi. Graf lintasan 𝑃𝑛dapat dilihat pada Gambar 2.3. 

 

 

Contoh 2.2 Misalkan terdapat graf lintasan 𝑃7 dengan himpunan titik dan himpunan 

sisi sebagai berikut: 

𝑉(𝑃7) = 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, 𝑣7} dan 

𝐸(𝑃7) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣5, 𝑣5𝑣6, 𝑣6𝑣7}. 

Maka graf lintasan 𝑃7 dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

Definisi 2.2.2 (Novian, 2017) Graf lengkap adalah graf yang setiap titiknya 

mempunyai sisi ke semua titik lainnya. 

Graf lengkap dinotasikan 𝐾𝑛 adalah suatu graf 𝐺 yang memiliki himpunan titik 

𝑉(𝐾𝑛) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dan himpunan sisi 𝐸(𝐾𝑛) = {𝑣𝑖𝑣𝑗|𝑖, 𝑗 ∈ 1,2, … , 𝑛 ∶ 𝑖 ≠ 𝑗}. 

Graf lengkap 𝐾𝑛 dengan 𝑛 titik memiliki jumlah sisi 
𝑛(𝑛−1)

2
. Contoh graf lengkap 

dapat dilihat pada Gambar 2.5. 

 

  

Definisi 2.2.3 (Alfian Y. H, dkk., 2015) Graf sikel (cycle) adalah graf sederhana 

yang setiap titiknya berderajat dua. 

Graf sikel dinotasikan  𝐶𝑛 adalah graf yang mempunyai himpunan titik dan 

himpunan sisi  𝑉(𝐶𝑛) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dan 𝐸(𝐶𝑛) ={𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3… , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛, 𝑣𝑛𝑣1}. 

Graf sikel dengan 𝑛 titik memiliki 𝑛 − 1 sisi. Graf sikel 𝐶𝑛 dapat dilihat pada 

Gambar 2.6. 

Gambar 2.4 Graf Lintasan 𝑃7 

Gambar 2.5 Graf Lengkap 𝐾1, 𝐾2, 𝐾3, 𝐾4, dan 𝐾5 

Gambar 2.3 Graf Lintasan 𝑃𝑛 
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Contoh 2.3 Misalkan terdapat graf sikel 𝐶6 dengan himpunan titik dan himpunan 

sisi sebagai berikut: 

𝑉(𝐶6) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} dan  

𝐸(𝐶6) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣5, 𝑣5𝑣6, 𝑣6𝑣1}. 

Maka graf sikel 𝐶6dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

2.3 Pewarnaan Graf 

Pewarnaan graf adalah pemberian warna pada objek berupa titik, sisi, dan/atau 

wilayah pada graf. Pemberian label warna dapat dipresentasikan dengan 

memberikan bilangan bulat positif (1,2,3, … , 𝑘)atau dengan memberikan warna 

yang sebenarnya seperti hijau, biru, dan lain-lain pada objek graf. Perlu diketahui 

bahwa dalam pewarnaan graf setiap objek yang bertetangga tidak boleh memiliki 

warna yang sama. Selain itu, banyaknya macam warna yang digunakan harus 

seminimal mungkin. 

Definisi 2.3.1 (D. Tarmidzi, 2015) Bilangan kromatik (chromatic number) dari graf 

𝐺 dinotasikan χ(𝐺) adalah bilangan 𝑘 terkecil atau minimum pada graf 𝐺 sehingga 

dua titik yang bertetangga mempunyai warna yang berbeda. 

Bilangan kromatik merupakan tujuan utama dari pewarnaan titik pada suatu 

graf. Definisi 2.3.1 menunjukkan bilangan bulat positif k terkecil untuk mewarnai 

graf 𝐺 sedemikian sehingga dua titik yang bertetangga tidak diwarnai dengan warna 

yang sama. Jika graf 𝐺 dapat diberi warna sebanyak 𝑘-warna, maka dapat dikatakan 

bahwa graf 𝐺 disebut 𝑘-colorable. Jika bilangan kromatik 𝜒(𝐺) = 𝑘, maka graf 𝐺 

dapat disebut sebagai graf 𝐺 𝑘-kromatik. 

Gambar 2.6 Graf Sikel 𝐶𝑛 dan Graf Sikel 𝐶6 
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Contoh 2.6 Misalkan terdapat graf sikel 𝐶5dengan himpunan titik dan himpunan 

sisi sebagai berikut: 

𝑉(𝐶5) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan  

𝐸(𝐶5) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣5, 𝑣5𝑣1}. 

Berikut adalah pewarnaan titik pada graf sikel 𝐶5 dengan beberapa warna. 

 

 

Pada Gambar 2.7 (a), tampak bahwa graf roda sikel 𝐶5 adalah 3-colorable 

karena banyaknya warna yang diberi adalah 3-warna. Sementara pada Gambar 2.7 

(b), graf roda sikel 𝐶5 adalah 4-colorable karena banyaknya warna yang diberi 

adalah 4-warna. Sedangkan pada Gambar 2.7 (c), graf roda sikel 𝐶5 adalah 5-

colorable karena banyaknya warna yang diberi adalah 5-warna. Gambar (d) secara 

tidak langsung membuktikan bahwa graf sikel 𝐶5 hanya dapat diwarnai dengan 

warna 3 ≤ 𝑘 ≤ 5. Terlihat pada Gambar 2.7, ketika graf hanya diberi 2 warna maka 

akan terdapat titik yang bertetangga yang memiliki warna sama. Dalam pewarnaan 

graf pula, pewarnaan yang tepat (proper coloring) yaitu ketika banyaknya macam 

warna yang digunakan seminimal mungkin, sehingga dari Gambar 2.7 disimpulkan 

bahwa pewarnaan titik graf sikel 𝐶5 yang memenuhi adalah gambar (a) 3-colorable. 

Karena dapat diwarnai sebanyak 3-warna, maka bilangan kromatiknya adalah 

χ(𝐺) = 3, atau dengan kata lain graf sikel 𝐶5 3-kromatik. 

2.3.1 Pewarnaan Titik 

Definisi 2.3.2 (Chartrand dan Zhang, 2009). Pewarnaan titik pada graf 𝐺 

merupakan pemberian warna pada titik-titik graf 𝐺, satu warna untuk setiap titik, 

sehingga titik-titik yang bertetangga diwarnai dengan warna berbeda. 

Pewarnaan titik adalah suatu fungsi  𝑐 ∶ (𝑉(𝐺)) → 𝑁, dengan 𝑁 adalah bilangan 

positif, sedemikian sehingga  𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣) untuk 𝑢 dan 𝑣 yang saling bertetangga. 

Perhatikan Contoh 2.6 pada Gambar 2.7 (a), tampak bahwa titik-titik yang 

Gambar 2.7 Pewarnaan Titik Graf Sikel 𝐶5 
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bertetangga pada graf sikel 𝐶5 tersebut tidak memiliki warna yang sama. Fungsi  

𝑐 ∶ 𝑉(𝐺) → 𝑁 pada graf sikel 𝐶5 pada Contoh 2.6 didefinisikan sebagai berikut: 

𝑐(𝑣1) = 1, 𝑐(𝑣2) = 2, 𝑐(𝑣3) = 1, 𝑐(𝑣4) = 2, 𝑐(𝑣5) = 3. 

2.3.2 Pewarnaan 𝑟-Dinamis pada Graf 

Pewarnaan r-dinamis merupakan pengembangan dari pewarnaan dinamis yang 

dilakukan oleh Lai dan Montgomery pada tahun 2001. Pewarnaan dinamis dengan 

k-warna atau pewarnaan k-warna dinamis pada graf 𝐺 didefinisikan sebagai 

pewarnaan tepat (proper coloring) sehingga untuk setiap titik 𝑣 berderajat minimal 

dua setidaknya mempunyai lebih dari satu warna yang berbeda pada setiap titik-

titik ketetanggaannya. Nilai k terkecil yang diperoleh agar graf 𝐺 memenuhi kondisi 

pewarnaan k-warna dinamis disebut sebagai bilangan kromatik dinamis, 

dinotasikan dengan χ𝑑(𝐺). Pewarnaan dinamis kemudian digeneralisasikan 

menjadi pewarnaan r-dinamis. 

Definisi 2.3.3 (Fierera dan Sugeng, 2021) Misalkan 𝑟 merupakan bilangan bulat 

positif. Pewarnaan 𝑟-dinamis dengan 𝑘-warna pada suatu graf 𝐺 adalah pewarnaan 

tepat titik dengan 𝑘-warna pada graf 𝐺 sedemikian sehingga untuk setiap titik 𝑣 

menerima setidaknya min{𝑟, 𝑑(𝑣)} warna untuk titik ketetanggaannya. Nilai 

minimal 𝑘 untuk graf 𝐺 pada pewarnaan 𝑟-dinamis dengan 𝑘-warna disebut dengan 

bilangan kromatik 𝑟-dinamis pada graf 𝐺, dinotasikan dengan χ𝑟(𝐺) = 𝑘. 

Bilangan kromatik pada pewarnaan 1-dinamis (𝑟 = 1) merupakan bilangan 

kromatik pada graf 𝐺 atau χ(𝐺). Bilangan kromatik 2-dinamis disebut bilangan 

kromatik dinamis χ𝑑(𝐺) dan bilangan kromatik 𝑟-dinamis disebut χ𝑟(𝐺). 

Definisi 2.3.4 (Lai dan Montgomery, 2001). Pewarnaan titik r-dinamis pada suatu 

graf 𝐺 didefinisikan sebagai pemetaan 𝑐 dari 𝑉(𝐺) ke himpunan warna sedemikian 

sehingga memenuhi kondisi: 

a) Jika 𝑢𝑣 ∈ (𝐸(𝐺)) maka 𝑐(𝑢) ≠ 𝑐(𝑣) dan 

b) ∀𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), |𝑐(𝑁(𝑣))| ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣)} 

dengan 𝑁(𝑣) menunjukkan himpunan semua titik yang bertetangga dengan 𝑣, 𝑑(𝑣) 

ialah derajatnya dan 𝑟 adalah bilangan bulat positif. Kondisi a) mencirikan 
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pewarnaan yang tepat disebut sebagai kondisi adjacency dan kondisi b) adalah 

kondisi 𝑟-adjacency (K. Kalaiselvi, dkk, 2021). 

Contoh 2.7 Misalkan terdapat graf 𝐺dengan himpunan titik dan himpunan sisi 

sebagai berikut: 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} dan 

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣5, 𝑣5𝑣6, 𝑣6𝑣3}.  

Akan ditunjukkan pewarnaan titik r-dinamis dan bilangan kromatik r-dinamis 

pada graf 𝐺. 

Untuk 𝑟 = 1 

 

 

Didefinisikan fungsi dari 𝑐 ∶ 𝑉(𝐺) → 𝑁 sebagai berikut: 

𝑐(𝑣1) = 𝑐(𝑣3) = 1, 𝑐(𝑣2) = 𝑐(𝑣4) = 𝑐(𝑣6) = 2, 𝑐(𝑣5) = 3 

Dari Definisi 2.3.4 syarat a) terlihat bahwa 𝑐(𝑣𝑖) ≠ 𝑐(𝑣𝑗) untuk 𝑣𝑖 yang 

bertetangga dengan 𝑣𝑗. Dari syarat b) ditunjukkan sebagai berikut:  

𝑁(𝑣1) = {𝑣2} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣1)) = 𝑐(𝑣2) = {2} sehingga 

|𝑐(𝑁(𝑣1))|= 1 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣1)} = min{1,1} = 1. 

𝑁(𝑣2) = {𝑣1, 𝑣3} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣2)) = {1} sehingga 

|𝑐(𝑁(𝑣2))|= 1 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣2)} = min{1,2} = 1. 

𝑁(𝑣3) = {𝑣2, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣3)) = {2,3} sehingga 

|𝑐(𝑁(𝑣3))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣3)} = min{1,4} = 2. 

𝑁(𝑣4) = {𝑣3, 𝑣5} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣4)) = {1,3} sehingga 

|𝑐(𝑁(𝑣4))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣4)} = min{1,2} = 2. 

𝑁(𝑣5) = {𝑣3, 𝑣4, 𝑣6} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣5)) = {1,2} sehingga 

|(𝑐(𝑁(𝑣5))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣5)} = min{1,3} = 2. 

Gambar 2.8 Pewarnaan Titik 1-Dinamis pada Graf 𝐺 
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𝑁(𝑣6) = {𝑣3, 𝑣5} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣6)) = {1,3} sehingga 

|(𝑐(𝑁(𝑣6))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣6)} = min{1,2} = 2. 

Karena banyaknya warna itu adalah yang paling sedikit adalah tiga, maka bilangan 

kromatik dari χ1(𝐺) = 3. 

Untuk 𝑟 = 2 

 

Didefinisikan fungsi dari 𝑐 ∶ 𝑉(𝐺) → 𝑁 sebagai berikut 

𝑐(𝑣1) = 𝑐(𝑣4) = 𝑐(𝑣6) = 1, 𝑐(𝑣2) = 𝑐(𝑣5) = 2, 𝑐(𝑣5) = 2 

Dari Definisi 2.3.4 syarat a) terlihat bahwa 𝑐(𝑣𝑖) ≠ 𝑐(𝑣𝑗) untuk 𝑣𝑖 yang 

bertetangga dengan 𝑣𝑗. Dari syarat b) ditunjukkan sebagai berikut: 

𝑁(𝑣1) = {𝑣2} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣1)) = {2} sehingga  

|𝑐(𝑁(𝑣1))|= 1 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣1)} = min{2,1} = 1. 

𝑁(𝑣2) = {𝑣1, 𝑣3} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣2)) = {1,3} sehingga 

|𝑐(𝑁(𝑣2))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣2)} = min{2,2} = 2. 

𝑁(𝑣3) = {𝑣2, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣3)) = {2,1} sehingga 

|𝑐(𝑁(𝑣3))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣3)} = min{2,4} = 2. 

𝑁(𝑣4) = {𝑣3, 𝑣5} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣4)) = {3,2} sehingga 

|𝑐(𝑁(𝑣4))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣4)} = min{2,2} = 2. 

𝑁(𝑣5) = {𝑣3, 𝑣4, 𝑣6} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣5)) = {3,1} sehingga 

|(𝑐(𝑁(𝑣5))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣5)} = min{2,3} = 2. 

𝑁(𝑣6) = {𝑣3, 𝑣5} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣6)) = {3,2} sehingga 

|(𝑐(𝑁(𝑣6))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣6)} = min{2,2} = 2. 

Gambar 2.9 Pewarnaan Titik 2-Dinamis pada Graf 𝐺 
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Karena banyaknya warna itu adalah yang paling sedikit adalah tiga, maka bilangan 

kromatik dari χ2(𝐺) = 3. 

Untuk 𝑟 = 3 

 

Didefinisikan fungsi dari 𝑐 ∶ 𝑉(𝐺) → 𝑁 sebagai berikut 

𝑐(𝑣1) = 𝑐(𝑣5) = 1, 𝑐(𝑣2) = 𝑐(𝑣4) = 3, 𝑐(𝑣3) = 2, 𝑐(𝑣5) = 1 = 𝑐(𝑣6) = 4 

Dari Definisi 2.3.4 syarat a) terlihat bahwa 𝑐(𝑣𝑖) ≠ 𝑐(𝑣𝑗) untuk 𝑣𝑖 yang 

bertetangga dengan 𝑣𝑗. Dari syarat b) ditunjukkan sebagai berikut:  

𝑁(𝑣1) = {𝑣2} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣1)) = {3} sehingga  

|𝑐(𝑁(𝑣1))|= 1 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣1)} = min{3,1} = 1. 

𝑁(𝑣2) = {𝑣1, 𝑣3} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣2)) = {1,2} sehingga 

|𝑐(𝑁(𝑣2))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣2)} = min{3,2} = 2. 

𝑁(𝑣3) = {𝑣2, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣3)) = {3,1,4} 

sehingga |𝑐(𝑁(𝑣3))|= 3 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣3)} = min{3,4} = 3. 

𝑁(𝑣4) = {𝑣3, 𝑣5} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣4)) = {2,1} sehingga 

|𝑐(𝑁(𝑣4))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣4)} = min{3,2} = 2. 

𝑁(𝑣5) = {𝑣3, 𝑣4, 𝑣6} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣5)) = {2,3,4} sehingga 

|(𝑐(𝑁(𝑣5))|= 3 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣5)} = min{3,3} = 3. 

𝑁(𝑣6) = {𝑣3, 𝑣5} fungsi pewarnaannya adalah 𝑐(𝑁(𝑣6)) = {2,1} sehingga 

|(𝑐(𝑁(𝑣6))|= 2 ≥ min{𝑟, 𝑑(𝑣6)} = min{3,2} = 2. 

Karena banyaknya warna itu adalah yang paling sedikit adalah empat, maka 

bilangan kromatik dari χ3(𝐺) = 4. 

Gambar 2.10 Pewarnaan Titik 3-Dinamis pada Graf 𝐺 
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Lemma 2.1 (K. Kalaiselvi, dkk., 2021) χ𝑟(𝐺) ≥ 𝑚𝑖𝑛{𝑟, ∆(𝐺)} + 1. 

        Berdasarkan dua kondisi pada definisi pewarnaan titik 𝑟-dinamis, dapat dilihat 

Lemma 2.1 χ𝑟(𝐺) ≥ min{𝑟, ∆(𝐺)} + 1.Setiap pewarnaan r-dinamis pada graf 𝐺 

juga merupakan pewarnaan t-dinamis pada graf 𝐺, dengan 𝑟 > 𝑡 ≥ 1. Dengan 

demikian, jika 𝑟 > 𝑡 ≥ 1 maka berlaku χ𝑟(𝐺) ≥ χ𝑡(𝐺) untuk setiap graf 𝐺 (Lai dan 

Montgomery, 2002). Contoh 2.7 sekaligus membuktikan Lemma 2.1 dapat dilihat 

tampak bawah χ3(𝐺) ≥ χ2(𝐺) ≥ χ1(𝐺). 

2.4 Graf Sisir 

Misalkan 𝑃𝑛adalah graf lintasan dengan himpunan titik dan himpunan sisi 

𝑉(𝑃𝑛) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dan 𝐸(𝑃𝑛) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛}.Graf sisir 𝑃𝑛⊙𝐾1 

adalah graf dengan himpunan titik 𝑉(𝑃𝑛⊙𝐾1) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝑃𝑛⊙𝐾1) = 𝐸(𝑃𝑛) ∪ {𝑣𝑖𝑢𝑖 ∶ 𝑖 = 1,2,3… , 𝑛}. Graf sisir 𝑃𝑛⊙𝐾1 

dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

Graf sisir merupakan graf hasil operasi korona dari graf lintasan 𝑃𝑛 dengan graf 

lengkap 𝐾1. Operasi korona (𝐺1⊙𝐺2) pada dua buah graf 𝐺1 (dengan 𝑛1 titik dan 

𝑚1 sisi) dan 𝐺2 (dengan 𝑛2 titik dan 𝑚2 sisi) didefinisikan sebagai graf yang 

diperoleh dengan mengambil 1 salinan 𝐺1 dan 𝑛1 salinan dari 𝐺2, kemudian 

menghubungkan titik 𝑖𝑡ℎ dari 𝐺1 dengan sebuah sisi ke setiap titik pada 𝑖𝑡ℎ salinan 

dari 𝐺2 (R. Frucht dan F. Harary, 1970). 

Contoh 2.8 Misalkan terdapat graf lintasan 𝑃5 dan graf lengkap 𝐾1. 

 

 

Gambar 2.11 Graf Sisir 𝑃𝑛⊙𝐾1 

Gambar 2.12 Graf Lintasan 𝑃5 dan Graf Lengkap 𝐾1 
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Graf lintasan 𝑃5 memiliki himpunan titik 𝑉(𝑃5) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝑃5) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣5}. Sedangkan graf lengkap 𝐾1 hanya 

memiliki satu titik yaitu titik 𝑢1 dan tidak memiliki sisi. Hasil operasi korona graf 

lintasan 𝑃5 dan graf lengkap 𝐾1 menghasilkan graf sisir 𝑃5⊙𝐾1 dapat digambarkan 

sebagai berikut: 

 

 

Adapun untuk graf hasil operasi korona antara graf lengkap 𝐾1 dan graf lintasan 

𝑃5 dapat digambarkan sebagai berikut:  

 

  

Terlihat bahwa hasil operasi korona graf lengkap 𝐾1 dan graf lintasan 𝑃5 

menghasilkan graf kipas 𝐹5. Dari hasil operasi ini pula dapat diketahui bahwa 

operasi korona pada graf tidak bersifat komutatif. 

2.5 Graf Pusat (Central Graph) 

Definisi 2.5.1 (J. Vernold Vivin, 2007). Graf pusat 𝐶(𝐺) dari graf 𝐺 diperoleh dari 

graf 𝐺 dengan menambahkan titik pada setiap sisi dari graf 𝐺, kemudian 

menghubungkan setiap pasangan titik dari graf asli yang sebelumnya tidak 

bertetangga.  

Misalkan 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛}. Graf pusat 

𝐶(𝐺) adalah graf dengan himpunan titik 𝑉(𝐶(𝐺)) = 𝑉(𝐺) ∪ {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑘}, 

dimana  𝑢𝑖  berada  diantara  𝑣𝑠𝑖  dan  𝑣𝑡𝑖  yang  bertetangga,  serta  himpunan  sisi 

Gambar 2.13 Graf Sisir 𝑃5⊙𝐾1 

Gambar 2.14 Graf Kipas 𝐹5 
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𝐸(𝐶(𝐺)) = {𝑣𝑠𝑖𝑢𝑖 , 𝑢𝑖𝑣𝑡𝑖|𝑖 = 1,2,3,… , 𝑘; 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘𝑠𝑢𝑎𝑡𝑢𝑠, 𝑡 ∈ {1,2,3, … , 𝑛}} ∪

{𝑣𝑖𝑣𝑗|𝑣𝑖𝑣𝑗 ∉ 𝐸(𝐺)}. 

Contoh 2.9 Misalkan terdapat graf pusat dari graf 𝐺dengan himpunan titik dan 

himpunan sisi sebagai berikut: 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan  

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣5, 𝑣5𝑣4, 𝑣4𝑣1}. 

 

 

   Graf pusat dari graf 𝐶(𝐺) diperoleh dengan membagi setiap sisi 𝐺 tepat satu 

kali dengan membuat titik baru yaitu 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6, dan 𝑢7 kemudian 

menghubungkan semua titik yang tidak bertetangga pada graf 𝐺. 

                    

 

Sehingga diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf pusat dari 𝐺 yaitu: 

𝑉(𝐶(𝐺)) = 𝑉(𝐺) ∪ {𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑢5, 𝑢6, 𝑢7}  

𝐸(𝐶(𝐺)) = {𝑣1𝑢1, 𝑢1𝑣2, 𝑣2𝑢2, 𝑢2𝑣3, 𝑢3𝑣6, 𝑢6𝑣5, 𝑣5𝑢7, 𝑢7𝑣4, 𝑣4𝑢3, 𝑣1𝑢4, 𝑢4𝑣5, 

                    𝑣5𝑢5, 𝑢5𝑣2, 𝑣1𝑣3, 𝑣2𝑣4, 𝑣1𝑣3, 𝑣4𝑣3}. 

Contoh 2.10 Misalkan terdapat graf sisir 𝑃3⊙𝐾1 dengan himpunan titik dan 

himpunan sisi sebagai berikut: 

𝑉(𝑃3⊙𝐾1) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} dan 

𝐸(𝑃3⊙𝐾1) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣1𝑢1, 𝑣2𝑢2, 𝑣3𝑢3}. 

Untuk setiap sisi dari graf sisir 𝑃3⊙𝐾1 dibuat titik baru yaitu 𝑣′1, 𝑣′2, 𝑢′1, 𝑢′2, 

dan 𝑢′3 seperti pada Gambar 2.17. Graf pusat dari graf sisir 𝐶(𝑃3⊙𝐾1) dibuat 

Gambar 2.15 Graf 𝐺 

Gambar 2.16 Graf Pusat 𝐶(𝐺) dari Graf 𝐺 
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dengan cara menghubungkan semua titik yang tidak bertetangga dari 𝐺, sehingga 

diperoleh graf pusat dari graf sisir 𝐶(𝑃3⊙𝐾1), lihat Gambar 2.17. 

  

Sehingga diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf pusat 𝐶(𝑃3⊙𝐾1) yaitu: 

𝑉(𝐶(𝑃3⊙𝐾1)) = 𝑉(𝑃3⊙𝐾1) ∪ {𝑣′1, 𝑣′2, 𝑢′1, 𝑢′2, 𝑢′3}dan 

𝐸(𝐶(𝑃3⊙𝐾1)) = {𝑣1𝑣
′
1, 𝑣

′
1𝑣2, 𝑣2𝑣

′
2, 𝑣

′
2𝑣3, 𝑣1𝑢

′
1, 𝑢

′
1𝑢1, 𝑣2𝑢

′
2, 𝑢

′
2𝑢2, 𝑣3𝑢

′
3, 

                                𝑢′3𝑢3, 𝑣1𝑣3, 𝑣1𝑢2, 𝑣1𝑢3, 𝑣2𝑢1, 𝑣2𝑢3, 𝑣3𝑢1, 𝑣3𝑢2, 𝑢1𝑢2, 𝑢2𝑢3}.  

2.6 Graf Tengah (Middle Graph) 

Definisi 2.6.1 (D. Michalak, 1983). Graf tengah dinotasikan 𝑀(𝐺) didefinisikan 

sebagai berikut, himpunan titik dari 𝑀(𝐺) adalah 𝑉(𝐺) ∪ 𝐸(𝐺). Dua buah titik 𝑢, 𝑣 

𝑀(𝐺) bertetangga di 𝑀(𝐺) jika salah satu dari berikut ini berlaku:  

(i) 𝑢, 𝑣 berada di 𝐸(𝐺) dan 𝑢, 𝑣 bertetangga di 𝐺. 

(ii) 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), 𝑢 ∈ 𝐸(𝐺) dan 𝑢, 𝑣 bersisian di 𝐺. 

Misalkan terdapat graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛}. 

Dibuat satu titik 𝑢𝑖𝑗, jika sisi 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺). Sehingga graf tengah dari graf 𝐺 dapat 

didefinisikan dengan graf yang memiliki himpunan titik dan himpunan sisi sebagai 

berikut: 

𝑉(𝑀(𝐺)) = 𝑉(𝐺) ∪ {𝑢𝑖𝑗|𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛}, 𝑖 ≠ 𝑗}; 𝑢𝑖𝑗berada diantara 𝑣𝑖 dan 𝑣𝑗, 

𝐸(𝑀(𝐺)) = {𝑣𝑖𝑢𝑖𝑗 , 𝑢𝑖𝑗𝑣𝑗|𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)} ∪ {𝑢𝑖𝑗𝑢𝑖𝑘|𝑣𝑖𝑣𝑗 , 𝑣𝑖𝑣𝑘 ∈ 𝐸(𝐺)}. 

Contoh 2.11 Misalkan terdapat graf 𝐺dengan himpunan titik dan himpunan sisi 

sebagai berikut: 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5} dan  

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣5, 𝑣5𝑣4, 𝑣4𝑣1}. 

Gambar 2.17 Graf Pusat dari Graf Sisir 𝐶(𝑃3⊙𝐾1)  
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Graf tengah dari graf 𝐺 diperoleh dengan membagi setiap sisi 𝐺 tepat satu kali 

dan menghubungkan semua titik baru yang diperoleh dengan sisi-sisi yang 

bertetangga dari 𝐺, dapat dilihat pada Gambar 2.19. 

 

Sehingga diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf tengah dari graf 𝑀(𝐺):  

𝑉(𝑀(𝐺)) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑢12, 𝑢14, 𝑢15, 𝑢23, 𝑢24, 𝑢35},  

𝐸(𝑀(𝐺)) = {𝑣1𝑢12, 𝑢12𝑣2, 𝑣2𝑢23, 𝑢23𝑣3, 𝑣3𝑢35, 𝑢35𝑣5,𝑣1𝑢15, 𝑢15𝑣5, 𝑣2𝑢24, 

𝑢24𝑣4, 𝑣1𝑢14, 𝑢14𝑣4}. 

Contoh 2.12 Misalkan terdapat graf sisir 𝑃3⊙𝐾1 dengan himpunan titik dan 

himpunan sisi sebagai berikut: 

𝑉(𝑃3⊙𝐾1) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} dan  

𝐸(𝑃3⊙𝐾1) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣1𝑢1, 𝑣2𝑢2, 𝑣3𝑢3}. 

Untuk setiap sisi dari graf sisir 𝑃3⊙𝐾1 dibuat titik baru yaitu 𝑣′1, 𝑣′2, 𝑢′1, 𝑢′2, 

dan 𝑢′3 seperti pada Gambar 2.20. Graf tengah dari graf sisir 𝑃3⊙𝐾1 dibuat 

dengan cara menghubungkan semua titik baru yang diperoleh dengan sisi-sisi yang 

bertetangga dari 𝐺, sehingga diperoleh graf tengah dari graf sisir 𝑀(𝑃3⊙𝐾1), lihat 

Gambar 2.20.  

Gambar 2.19 Graf Tengah 𝑀(𝐺) dari Graf 𝐺 

Gambar 2.18 Graf 𝐺 
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Sehingga diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi graf pusat 𝑀(𝑃3⊙𝐾1) yaitu: 

𝑉(𝑀(𝑃3⊙𝐾1)) = 𝑉(𝑃3⊙𝐾1) ∪ {𝑣′1, 𝑣′2, 𝑢′1, 𝑢′2, 𝑢′3}dan 

𝐸(𝑀(𝑃3⊙𝐾1)) = {𝑣1𝑣
′
1, 𝑣

′
1𝑣2, 𝑣2𝑣

′
2, 𝑣

′
2𝑣3, 𝑣1𝑢

′
1, 𝑢

′
1𝑢1, 𝑣2𝑢

′
2, 𝑢

′
2𝑢2, 𝑣3𝑢

′
3, 

                                𝑢′3𝑢3, 𝑣′1𝑢′1, 𝑣′1𝑢′2, 𝑣′1𝑣′2, 𝑣′2𝑢′2, 𝑣′2𝑢′3}.  

2.7 Graf Garis (Line Graph) 

Definisi 2.7.1 (F. Harary, 1969). Graf garis dinotasikan 𝐿(𝐺) adalah adalah graf 

yang himpunan titiknya merupakan himpunan sisi dari 𝐺. Dua titik dari 𝐿(𝐺) 

bertetangga apabila sisi-sisi yang bersesuaian dari 𝐺 bertetangga. 

Misalkan terdapat graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛}. Untuk setiap 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺) dibuat 

titik 𝑣𝑖𝑗 pada setiap sisi 𝑣𝑖𝑣𝑗 dan setiap 𝑣𝑖𝑣𝑗 , 𝑣𝑗𝑣𝑘 dibuat sisi 𝑒𝑖𝑘. Maka graf garis 

𝐿(𝐺)dari graf 𝐺 memiliki himpunan titik 𝑉(𝐿(𝐺)) = {𝑣𝑖𝑗|𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐿(𝐺)) = {𝑒𝑖𝑘|𝑒𝑖𝑘 = 𝑣𝑖𝑗𝑣𝑗𝑘, 𝑣𝑖𝑗 , 𝑣𝑗𝑘 ∈ 𝑉(𝐿(𝐺))}. 

Contoh 2.13 Misalkan terdapat graf 𝐺dengan himpunan titik dan himpunan sisi 

sebagai berikut: 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan  

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣2, 𝑣1𝑣3}. 

 

 

Gambar 2.20 Graf Tengah dari Graf Sisir 𝑀(𝑃3⊙𝐾1) 

Gambar 2.21 Graf 𝐺 
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Maka graf garis dari graf 𝐿(𝐺) dapat digambarkan sebagai berikut. 

 

 

Dari Gambar 2.22 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari 𝐿(𝐺) yaitu: 

𝑉(𝐿(𝐺)) = {𝑣12, 𝑣13, 𝑣42, 𝑣34, 𝑣23} 

𝐸(𝐿(𝐺)) = {𝑒13, 𝑒23, 𝑒14, 𝑒12, 𝑒34, 𝑒41, 𝑒32, 𝑒24}. 

Contoh 2.14 Misalkan terdapat graf graf sisir 𝑃3⊙𝐾1 dengan himpunan titik dan 

himpunan sisi sebagai berikut: 

𝑉(𝑃3⊙𝐾1) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3}, dan  

𝐸(𝑃3⊙𝐾1) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣1𝑢1, 𝑣2𝑢2, 𝑣3𝑢3}. 

Maka graf garis dari graf sisir 𝐿(𝑃3⊙𝐾1) dapat digambarkan sebagai berikut: 

 

 

DaricGambar 2.23 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari graf garis dari 

graf sisir 𝐿(𝑃3⊙𝐾1) yaitu: 

𝑉(𝐿(𝑃3⊙𝐾1)) = {𝑣′1, 𝑣′2, 𝑢′1, 𝑢′2, 𝑢′3} dan  

𝐸(𝐿(𝑃3⊙𝐾1)) = {𝑒12, 𝑒21, 𝑒13, 𝑒23, 𝑒32}.  

 

Gambar 2.22 Graf Garis 𝐿(𝐺) dari Graf 𝐺 

Gambar 2.23 Graf Garis dari Graf Sisir 𝐿(𝑃3⊙𝐾1) 
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2.8 Graf Sub-Divisi (Sub-Division Graph) 

Definisi 2.9.1 (Kalaiselvi, dkk, 2021). Graf sub-divisi 𝑆(𝐺) diperoleh dengan hanya 

menyisipkan titik baru untuk setiap sisi dari 𝐺. 

Misalkan terdapat graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛}. Untuk setiap 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺) dibuat 

titik 𝑣𝑖𝑗 pada setiap sisi 𝑣𝑖𝑣𝑗. Maka graf sub-divisi dari graf 𝐺 dinotasikan 𝑆(𝐺) 

memiliki himpunan titik 𝑉(𝑆(𝐺)) = 𝑉(𝐺) ∪ {𝑣𝑖𝑗|𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)} dan himpunan sisi 

𝐸(𝑆(𝐺)) = {𝑣𝑖𝑣𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑗𝑣𝑗|𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺)}. 

Contoh 2.15 Misalkan terdapat graf 𝐺dengan himpunan titik dan himpunan sisi 

sebagai berikut: 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan  

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣2}. 

Maka graf subdivisi dari graf 𝑆(𝐺) dapat dilihat pada Gambar 2.24. 

                          

 

Dari Gambar 2.24 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari 𝑆(𝐺) yaitu: 

𝑉(𝑆(𝐺)) = 𝑉(𝐺) ∪ {𝑣12, 𝑣23, 𝑣34, 𝑣42} dan 

𝐸(𝑆(𝐺)) = {𝑣1𝑣12, 𝑣12𝑣2, 𝑣2𝑣23, 𝑣23𝑣3, 𝑣3𝑣34, 𝑣34𝑣4, 𝑣4𝑣42, 𝑣42𝑣2}. 

 

Contoh 2.16 Misalkan terdapat graf graf sisir 𝑃3⊙𝐾1 dengan himpunan titik dan 

himpunan sisi sebagai berikut: 

𝑉(𝑃3⊙𝐾1) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3} dan  

𝐸(𝑃3⊙𝐾1) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣1𝑢1, 𝑣2𝑢2, 𝑣3𝑢3}. 

Maka graf garis dari graf sisir 𝑆(𝑃3⊙𝐾1) dapat digambarkan sebagai berikut: 

Gambar 2.24 Graf 𝐺 dan Graf Sub-Divisi 𝑆(𝐺) dari Graf 𝐺 



Universitas Hasanuddin 

21 
 

 

 

DaricGambar 2.26 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari graf garis dari 

graf sisir 𝑆(𝑃3⊙𝐾1) yaitu: 

𝑉(𝑆(𝑃3⊙𝐾1)) = 𝑉(𝐺) ∪ {𝑣
′
1, 𝑣

′
2, 𝑢

′
1, 𝑢

′
2, 𝑢

′
3} dan  

𝐸(𝑆(𝑃3⊙𝐾1)) = {𝑣1𝑣
′
1, 𝑣

′
1𝑣2, 𝑣2𝑣

′
2, 𝑣

′
2𝑣3, 𝑣1𝑢

′
1, 𝑢

′
1𝑢1, 𝑣2𝑢

′
2, 𝑢

′
2𝑢2, 𝑣3𝑢

′
3, 

                               𝑢′3𝑢3}. 

2.9 Graf Para-Line (Para-Line Graph) 

Definisi 2.10.1 (K. Kalaiselvi, dkk, 2021). Graf paraline 𝑃(𝐺) adalah graf garis dari 

graf sub-divisi graf 𝐺. 

Misalkan terdapat graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, … , 𝑣𝑛} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, … , 𝑣𝑛−1𝑣𝑛}. Untuk setiap 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸(𝐺) dibuat 

titik 𝑣𝑖𝑗 pada setiap sisi 𝑣𝑖𝑣𝑗 sehingga diperoleh graf sub-divisi 𝑆(𝐺) dari 𝐺. 

Kemudian dibuat titik 𝑤𝑖𝑖𝑗 dan 𝑤𝑖𝑗𝑗 masing-masing untuk setiap 𝑣𝑖𝑣𝑖𝑗 dan 𝑣𝑖𝑗𝑣𝑗. 

Setiap titik 𝑤𝑖𝑖𝑗 dan 𝑤𝑖𝑗𝑗 yang sisi-sisi 𝑣𝑖𝑣𝑖𝑗 , 𝑣𝑖𝑗𝑣𝑗 ∈ 𝑆(𝐺) bertetangga 

dihubungkan, sehingga diperoleh graf garis 𝐿(𝑆(𝐺)) = 𝑃(𝐺) dari graf sub-divisi 

𝑆(𝐺). Maka graf para-line dinotasikan 𝑃(𝐺) memiliki himpunan titik dan himpunan 

sisi 𝑉(𝑃(𝐺)) = {𝑤𝑖𝑖𝑗 , 𝑤𝑖𝑗𝑗|𝑣𝑖𝑣𝑖𝑗 ∈ 𝑆(𝐺)} dan 𝐸(𝑃(𝐺)) = {𝑤𝑖𝑖𝑗𝑤𝑖𝑗𝑗|𝑤𝑖𝑖𝑗 , 𝑤𝑖𝑗𝑗 ∈

𝑉(𝑃(𝐺))}. 

Contoh 2.17 Misalkan terdapat graf 𝐺dengan himpunan titik dan himpunan sisi 

sebagai berikut: 

𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan  

𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣1}. 

Graf para-line dari graf 𝑃(𝐺) diperoleh dengan membuat graf garis dari graf 

sub-divisi dari graf 𝐺 terlebih dahulu. Graf sub-divisi dari graf 𝐺 dapat dilihat pada 

Gambar berikut. 

Gambar 2.25 Graf Sub-Divisi dari Graf Sisir 𝑆(𝑃3⊙𝐾1) 
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Setelah membuat graf sub-divisi dari graf 𝐺, selanjutnya dibuat graf garis dari 

graf sub-divisi pada graf 𝐺. Berdasarkan Definisi 2.10.1, graf garis dari graf sub-

divisi adalah graf para-line dari graf 𝐺 atau 𝑃(𝐺). Maka graf para-line dari graf 𝐺 

dapat digambarkan pada Gambar 2.28. 

 

 

Dari Gambar 2.28 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi dari 𝑃(𝐺) yaitu: 

𝑉(𝑃(𝐺)) = {𝑤112, 𝑤212, 𝑤223, 𝑤323, 𝑤334, 𝑤434, 𝑤441, 𝑤141} dan  

𝐸(𝑃(𝐺)) = {𝑤112𝑤212, 𝑤212𝑤223, 𝑤223𝑤323, 𝑤323𝑤334, 𝑤334𝑤434, 𝑤434𝑤441,  

                    𝑤441𝑤141, 𝑤141𝑤112}. 

Contoh 2.18 Misalkan terdapat graf graf sisir 𝑃4⊙𝐾1 dengan himpunan titik dan 

himpunan sisi sebagai berikut: 

𝑉(𝑃4⊙𝐾1) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣3, 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4} dan  

𝐸(𝑃4⊙𝐾1) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣1𝑢1, 𝑣2𝑢2, 𝑣3𝑢3, 𝑣4𝑢4}. 

Graf para-line 𝑃(𝑃4⊙𝐾1) dari graf sisir 𝑃4⊙𝐾1 diperoleh dengan membuat 

graf garis 𝐿(𝑃4⊙𝐾1) dari graf sub-divisi dari graf sisir 𝑃4⊙𝐾1 terlebih dahulu. 

Graf sub-divisi 𝑆(𝑃4⊙𝐾1) dari graf sisir 𝑃4⊙𝐾1 dapat dilihat pada Gambar 

berikut. 

Gambar 2.26 Graf 𝐺 dan Graf Sub-divisi 𝑆(𝐺) 

Gambar 2.27 Graf Para-line dari Graf 𝑃(𝐺)  
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Setelah membuat graf sub-divisi 𝑆(𝑃4⊙𝐾1), selanjutnya dibuat graf garis dari 

graf sub-divisi pada graf sisir 𝑃4⊙𝐾1. Berdasarkan Definisi 2.10.1, graf garis dari 

graf sub-divisi adalah graf para-line dari graf 𝐺 atau 𝑃(𝐺). Maka graf para-line 

𝑃(𝑃4⊙𝐾1) dari graf sisir 𝑃4⊙𝐾1 dapat digambarkan sebagai berikut. 

 

 

Dari Gambar 2.30 diperoleh himpunan titik dan himpunan sisi pada graf para-line 

dari graf sisir 𝑃(𝑃4⊙𝐾1) yaitu: 

𝑉(𝑃(𝐺)) = {𝑤′1, 𝑤′2, 𝑤′3, 𝑤′4, 𝑤′5, 𝑤′6, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4, 𝑤5, 𝑤6, 𝑤7, 𝑤8} dan 

𝐸(𝑃(𝐺)) = {𝑤′
1𝑤

′
2, 𝑤

′
2𝑤

′
3, 𝑤

′
3𝑤

′
4, 𝑤

′
4𝑤

′
5, 𝑤

′
5𝑤

′
6, 𝑤

′
1𝑤1, 𝑤

′
2𝑤3, 𝑤

′
3𝑤3, 

                    𝑤′4𝑤5, 𝑤′5𝑤5, 𝑤′6𝑤7, 𝑤1𝑤2, 𝑤3𝑤4, 𝑤5𝑤6, 𝑤7𝑤8}. 

Gambar 2.28 Graf 𝑃4⊙𝐾1 dan Graf Sub-divisi 𝑆(𝑃4⊙𝐾1) 

Gambar 2.29 Graf Para-line dari Graf Sisir 𝑃(𝑃4⊙𝐾1) 
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Bilangan kromatik r-dinamis dari graf 𝐺 sembarang telah dikemukakan A. 

Taherkhani (2016) dengan teorema sebagai berikut:  

Teorema 2.1 (A. Taherkhani, 2016) 

Misalkan 𝑟 adalah bilangan bulat positif dengan 2 ≤ 𝑟 ≤ 𝛿/log(2𝑒𝑟(∆2 + 1)). 

Maka: χ𝑟(𝐺) ≤ χ(𝐺) + (𝑟 − 1) [𝑒
∆

𝛿
log(2𝑒𝑟(∆2 + 1))]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


