
24 
 

DAFTAR PUSTAKA 

[1] K. Schwarzschild, U¨ ber das Gravitationsfeld eines Massenpunktesnach der 

Einsteinschen Theorie, Abh. Konigl. Preuss. Akad. Wissenschaften Jahre 

1906, 92, Berlin, 1907, 189 (1916). 

[2] M. Banyal. Solusi Persamaan Medan Gravitasi Einstein-Klein-Gordon 

Simetri Bola. Skripsi, Departemen Fisika, Fakultas Matematika dan Ilmu 

Pengetahuan Aalam, Universitas Hasanuddin, Makassar, 2016. 

[3] L. Fatibene dan S. Garruto. “Extended Gravity”. International Journal of 

Geometric Methods in Modern Physics, Vol. 11, No. 7: 1460018, 2014. 

[4] Sotiriou, T. P., & Faraoni, V. (2010). 𝑓(𝑅) theories of gravity. Reviews of 

Modern Physics, 82(1), 451. 

[5] H.A Buchdahl, Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 15, 1-8, 1970. 

[6] V. K. Oikonomou. “A Note on Schwarzschild de Sitter Black Holes in 

Mimetic 𝑓(𝑅) Gravity”. arXiv:1605.00583v1 [gr-qc] 2 May 2016. 

[7] Carmeli, M., “Classical Fields: General Relativity and Gauge Theory”, 

New Yorl, John Wiley and Sons, 1982. 

[8] Gautama, S. E., Pengantar Kosmologi, Makassar, Jurusan Fisika FMIPA 

Uhas, 2014. 

[9] M. N. Gazali Yunus. Dinamika Kosmologi Dunia Brane dengan Kontribusi 

Λ Sebagai Energi Gelap. Skripsi, Departemen Fisika, Fakultas Matematika 

dan Ilmu Pengetahuan Alam, Universitas Hasanuddin, Makassar, 2019 

[10] S.M. Carroll. Spacetime and Geometry: an introduction to general 

relativity. San Fransisco.Addison Wesley, 2004 

[11] R. Anugraha, Pengantar Teori Relativitas dan Kosmologi. UGM Press, 

Yogyakarta, 2004 

[12] Bansawang BJ. Teori Relativitas Umum dan Persamaan Einstein Efektif 4-

Dimensi dalam Dunia Brane. Lab. Fis. Teoritik dan Komp. Fisika Unhas 1-

20. 

[13] M. Carmeli. Classical Fields: General Relativity and Gauge Theory. John 

Wiley & Sons, New York, 1982 



25 
 

[14] C. A. Sporea. Notes on f(R) Theories of Gravity. arXiv preprint 

arXiv:1403.3852, 2014. 

[15] A. D. Felice dan S. Tsujikawa. “f(R) Theories”. Living Reviews in Relativity, 

Vol. 13, No. 3: 1-161, 2010. 

[16] S. Capozziello, And V. Faraoni, Beyond Einstein Gravity; A Survei of 

Gravitational Theories for Cosmology and Astrophysics. Springer, Napoli, 

2011. 

[17] T. Clifton, P. G. Ferreira, A. Padilla dan C. Skordis. “Modified Gravity and 

Cosmology”. Physics reports, Vol.513, No.1-3: 1-189, 2012. 

[18] A. Fadlol, A. Purwanto dan B. A. Subagyo. “Solusi Reisner-Nordstrom 

dalam Teori Gravitasi f(R)”. Jurnal Fisika dan Aplikasinya, Vol. 12, No. 2: 

93-97, 2016. 

[19] Odintsov, S. D., & Oikonomou, V. K. (2017). Autonomous Dynamical 

System Approach for f (R) gravity. Physical Review D, 96(10), 104049 

[20] S. Tsujikawa, K. Uddin dan R. Tavakol. “Density Perturbation in f (R) 

Gravity Theories in Metric and Palatini Formalism”. Physical Review D, 

Vol.77, no.4: 1-23, 2008. 

[21] L. Amendola dan S. Tsujikawa. Dark Energy: Theory and Observations. 

Cambridge University Press, Cambridge, 2010. 

[22] Multamäki, T., & Vilja, I. (2006). Spherically symmetric solutions of 

modified field equations in 𝑓(𝑅)  theories of gravity. Physical Review 

D, 74(6), 064022. 

 

 

 

 

 

 

 

 



26 
 

LAMPIRAN A 

SIMBOL CHRISTOFFEL, TENSOR  RICCI DAN SKALAR RICCI 

 

A.1 Simbol Christoffel  

Persamaan untuk mencari simbol Christoffel adalah 

Γ𝜇𝜈
𝜌

=
1

2
𝑔𝜌𝜎(𝜕𝜈𝑔𝜇𝜎 + 𝜕𝜇𝑔𝜎𝜈 − 𝜕𝜎𝑔𝜇𝜈)                                       (𝐴. 1) 

1. Untuk 𝜎 = 𝜌 = 𝜇 = 𝜈 

Γ𝜇𝜇
𝜇 =

1

2
𝑔𝜇𝜇(𝜕𝜇𝑔𝜇𝜇 + 𝜕𝜇𝑔𝜇𝜇 − 𝜕𝜇𝑔𝜇𝜇) 

Γ𝜇𝜇
𝜇

=
1

2
𝑔𝜇𝜇𝜕𝜇𝑔𝜇𝜇                                                                              (𝐴. 2) 

2. Untuk 𝜎 = 𝜌 ≠ 𝜇 = 𝜈 

Γ𝜇𝜇
𝜌

=
1

2
𝑔𝜌𝜌(𝜕𝜇𝑔𝜇𝜌 + 𝜕𝜇𝑔𝜌𝜇 − 𝜕𝜌𝑔𝜇𝜇) 

Γ𝜇𝜇
𝜌

= −
1

2
𝑔𝜌𝜌𝜕𝜌𝑔𝜇𝜇                                                                           (𝐴. 3) 

3. Untuk 𝜎 = 𝜌 = 𝜇 ≠ 𝜈 

Γ𝜇𝜈
𝜇 =

1

2
𝑔𝜇𝜇(𝜕𝜈𝑔𝜇𝜇 + 𝜕𝜇𝑔𝜇𝜈 − 𝜕𝜇𝑔𝜇𝜈) 

Γ𝜇𝜈
𝜇

= Γ𝜈𝜇
𝜇

=
1

2
𝑔𝜇𝜇𝜕𝜈𝑔𝜇𝜇                                                                  (𝐴. 4) 

 

 

 

 



27 
 

Komponen- komponen simbol Christoffel yang tidak nol yaitu: 

1. Untuk 𝜎 = 𝜌 = 𝜇 = 𝜈 

Γ𝜇𝜇
𝜇 =

1

2
𝑔𝜇𝜇𝜕𝜇𝑔𝜇𝜇 

Γ11
1 =

1

2
𝑔11𝜕1𝑔11 

Γ11
1 =

1

2
(−𝑒−2𝛽)𝜕𝑟(−𝑒2𝛽) 

Γ11
1 =

1

2
(−𝑒−2𝛽)2𝛽′(−𝑒2𝛽) 

Γ11
1 = 𝛽′ 

2. Untuk 𝜎 = 𝜌 ≠ 𝜇 = 𝜈 

Γ𝜇𝜇
𝜌

= −
1

2
𝑔𝜌𝜌𝜕𝜌𝑔𝜇𝜇 

 Γ00
1 = −

1

2
𝑔11𝜕1𝑔00 

Γ00
1 = −

1

2
(𝑒−2𝛽)𝜕𝑟(−𝑒2𝛼) 

Γ00
1 = −

1

2
(𝑒−2𝛽)2𝛼′(−𝑒2𝛼) 

Γ00
1 = 𝛼′𝑒2𝛼−2𝛽 

Γ22
1 = −

1

2
𝑔11𝜕1𝑔22 

Γ22
1 = −

1

2
(𝑒−2𝛽)𝜕𝑟(𝑟2) 

Γ22
1 = −

1

2
(𝑒−2𝛽)(2𝑟) 

Γ22
1 = −𝑟𝑒−2𝛽 
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Γ33
1 = −

1

2
𝑔11𝜕1𝑔33 

Γ33
1 = −

1

2
(𝑒−2𝛽)𝜕𝑟(𝑟2 sin2 𝜃) 

Γ33
1 = −

1

2
(𝑒−2𝛽)(2𝑟 sin2 𝜃) 

Γ33
1 = −𝑟𝑒−2𝛽 sin2 𝜃 

Γ33
2 = −

1

2
𝑔22𝜕2𝑔33 

Γ33
2 = −

1

2
(𝑟−2)𝜕𝜃(𝑟2 sin2 𝜃) 

Γ33
2 = − sin 𝜃 cos 𝜃 

3. Untuk 𝜎 = 𝜌 = 𝜇 ≠ 𝜈 

Γ𝜇𝜈
𝜇 = Γ𝜈𝜇

𝜇 =
1

2
𝑔𝜇𝜇𝜕𝜈𝑔𝜇𝜇 

Γ01
0 = Γ10

0 =
1

2
𝑔00𝜕1𝑔00 

Γ01
0 = Γ10

0 =
1

2
(−𝑒2𝛼)𝜕𝑟(−𝑒2𝛼) 

Γ01
0 = Γ10

0 =
1

2
(−𝑒2𝛼)2𝛼′(−𝑒2𝛼) 

Γ01
0 = Γ10

0 = 𝛼′ 

Γ21
2 = Γ12

2 =
1

2
𝑔22𝜕1𝑔22 

Γ21
2 = Γ12

2 =
1

2
𝑟−2𝜕𝑟(𝑟2) 

Γ21
2 = Γ12

2 =
1

2
𝑟−2(2𝑟) =

1

𝑟
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Γ31
3 = Γ13

3 =
1

2
𝑔33𝜕1𝑔33 

Γ31
3 = Γ13

3 =
1

2
(𝑟−2 sin−2 𝜃)𝜕𝑟(𝑟2 sin2 𝜃) 

Γ31
3 = Γ13

3 =
1

2
(𝑟−2 sin−2 𝜃)(2𝑟 sin2 𝜃) =

1

𝑟
 

Γ32
3 = Γ23

3 =
1

2
𝑔33𝜕2𝑔33 

Γ32
3 = Γ23

3 =
1

2
(𝑟−2 sin−2 𝜃)𝜕𝜃(𝑟2 sin2 𝜃) 

Γ32
3 = Γ23

3 =
1

2
(𝑟−2 sin−2 𝜃)(𝑟2 2 sin 𝜃 cos 𝜃) 

Γ32
3 = Γ23

3 =
cos 𝜃

sin 𝜃
 

Γ32
3 = Γ23

3 = cot 𝜃 

Dengan demikian terdapat 13 komponen simbol Christoffel yang tidak nol, 

Γ01
0 = Γ10

0 = 𝛼′ 

Γ00
1 = 𝛼′𝑒2𝛼−2𝛽 

Γ11
1 = 𝛽′ 

Γ22
1 = −𝑟𝑒−2𝛽 

Γ33
1 = −𝑟𝑒−2𝛽 sin2 𝜃 

Γ21
2 = Γ12

2 =
1

𝑟
 

Γ33
2 = − sin 𝜃 cos 𝜃 

Γ31
3 = Γ13

3 =
1

𝑟
 

Γ32
3 = Γ23

3 = cot 𝜃                                                                                                          (𝐴. 5) 
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A.2 Tensor Ricci 

Tensor Ricci yang tidak nol dapat pula diturunkan, dimana tensor Ricci 

didefinisikan sebagai berikut: 

𝑅𝜇𝑣 = 𝜕𝜈Γ𝜇𝜎
𝜎 − 𝜕𝜎Γ𝜇𝜈

𝜎 + Γ𝜇𝑣
𝜌

Γ𝜌𝜈
𝜎 − Γ𝜇𝜈

𝜌
Γ𝜌𝜎

𝜎                                  (𝐵. 1) 

1. Untuk 𝜇 = 𝜈 = 0 

𝑅00 = 𝜕0Γ00
𝜎 − 𝜕𝜎Γ00

𝜎 + Γ0𝜎
𝜌

Γ𝜌0
𝜎 − Γ00

𝜌
Γ𝜌𝜎

𝜎  

𝑅00 = −𝜕1Γ00
1 + Γ00

1 Γ10
𝜎 + Γ0𝜎

0 Γ00
𝜎 − Γ00

1 Γ1𝜎
𝜎  

𝑅00 = −𝜕1Γ00
1 + Γ00

1 Γ10
0 + Γ01

0 Γ00
1 − Γ00

1 (Γ10
0 +Γ11

1 + Γ12
2 + Γ13

3 ) 

𝑅00 = −𝜕1Γ00
1 + Γ00

1 Γ10
0 + Γ01

0 Γ00
1 − Γ00

1 Γ10
0 − Γ00

1 Γ11
1 −Γ00

1 Γ12
2 − Γ00

1 Γ13
3  

𝑅00 = −𝜕𝑟(𝛼′𝑒2𝛼−2𝛽) + 𝛼′(𝛼′𝑒2𝛼−2𝛽) − (𝛼′𝑒2𝛼−2𝛽𝛽′) − (𝛼′𝑒2𝛼−2𝛽
1

𝑟
)

− (𝛼′𝑒2𝛼−2𝛽
1

𝑟
) 

𝑅00 = −(𝛼"𝑒2𝛼−2𝛽) − 𝛼′(2𝛼′ − 2𝛽′) + 𝛼′(𝛼′𝑒2𝛼−2𝛽) − 𝛼′𝛽′𝑒2𝛼−2𝛽

−
2𝛼′

𝑟
𝑒2𝛼−2𝛽 

𝑅00 = 𝑒2𝛼−2𝛽 (−𝛼" − 2𝛼′2
+ 2𝛼′𝛽′ + 𝛼′2 − 𝛼′𝛽′ −

2𝛼′

𝑟
) 

𝑅00 = (−𝛼" + 𝛼′𝛽′ − 𝛼′2 −
2𝛼′

𝑟
) 𝑒2𝛼−2𝛽 

2. Untuk 𝜇 = 𝜈 = 1 

𝑅11 = 𝜕1Γ1𝜎
𝜎 − 𝜕𝜎Γ11

𝜎 + Γ1𝜎
𝜌

Γ𝜌1
𝜎 − Γ11

𝜌
Γ𝜌𝜎

𝜎  

𝑅11 = (𝜕1Γ10
0 + 𝜕1Γ11

1 + 𝜕1Γ12
2 + 𝜕1Γ13

3 ) − 𝜕1Γ11
1 + (Γ1𝜎

0 Γ01
𝜎 + Γ1𝜎

1 Γ11
𝜎 + Γ1𝜎

2 Γ21
𝜎

+ Γ1𝜎
3 Γ31

𝜎 ) − Γ11
1 Γ1𝜎 

𝜎  
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𝑅11 = (𝜕1Γ10
0 + 𝜕1Γ11

1 + 𝜕1Γ12
2 + 𝜕1Γ13

3 ) − 𝜕1Γ11
1 + (Γ10

0 Γ01
0 + Γ11

1 Γ11
1 + Γ12

2 Γ21
2

+ Γ13
3 Γ31

3 ) − Γ11
1 (Γ10 

0 + Γ11 
1 + Γ12

2 + Γ13 
3 ) 

𝑅11 = (𝜕1Γ10
0 + 𝜕1Γ11

1 + 𝜕1Γ12
2 + 𝜕1Γ13

3 ) − 𝜕1Γ11
1 + (Γ10

0 Γ01
0 + Γ11

1 Γ11
1 + Γ12

2 Γ21
2

+ Γ13
3 Γ31

3 ) − (Γ11
1 Γ10 

0 + Γ11
1 Γ11 

1 + Γ11
1 Γ12

2 + Γ11
1 Γ13 

3 ) 

𝑅11 = 𝜕𝑟(𝛼′) + 𝜕𝑟 (
1

𝑟
) + 𝜕𝑟 (

1

𝑟
) + 𝛼′(𝛼′) +

1

𝑟
(

1

𝑟
) +

1

𝑟
(

1

𝑟
)

− (𝛽′(𝛼′) + 𝛽′ (
1

𝑟
) + 𝛽′ (

1

𝑟
)) 

𝑅11 = 𝛼" + 2 𝜕𝑟 (
1

𝑟
) + 𝛼′2 +

1

𝑟2
+

1

𝑟2
− (𝛼′𝛽′ +

2𝛽′

𝑟
) 

𝑅11 = 𝛼" −
2

𝑟2
+ 𝛼′2 +

2

𝑟2
−  𝛼′𝛽′ −

2𝛽′

𝑟
 

𝑅11 = 𝛼" + 𝛼′2 + − 𝛼′𝛽′ −
2𝛽′

𝑟
 

3.Untuk 𝜇 = 𝜈 = 2 

𝑅22 = 𝜕2Γ2𝜎
𝜎 − 𝜕𝜎Γ22

𝜎 + Γ2𝜎
𝜌

Γ𝜌2
𝜎 − Γ22

𝜌
Γ𝜌𝜎

𝜎  

𝑅22 = 𝜕2Γ23
3 − 𝜕1Γ22

1 + (Γ2𝜎
1 Γ12

𝜎 + Γ2𝜎
2 Γ22

𝜎 + Γ2𝜎
3 Γ32

𝜎 + Γ1𝜎
3 Γ31

𝜎 ) − Γ22
1 Γ1𝜎 

𝜎  

𝑅22 = 𝜕2Γ23
3 − 𝜕1Γ22

1 + (Γ22
1 Γ12

2 + Γ21
2 Γ22

1 + Γ23
3 Γ32

3 ) − Γ22
1 (Γ10 

0 + Γ11 
1 + Γ12 

2

+ Γ13 
3 ) 

𝑅22 = 𝜕2Γ23
3 − 𝜕1Γ22

1 + (Γ22
1 Γ12

2 + Γ21
2 Γ22

1 + Γ23
3 Γ32

3 ) − (Γ22
1 Γ10 

0 + Γ22
1 Γ11 

1 + Γ22
1 Γ12 

2

+ Γ22
1 Γ13 

3 ) 

𝑅22 = 𝜕𝜃(cot 𝜃) − 𝜕𝑟(−𝑟𝑒−2𝛽) + (
1

𝑟
(−𝑟𝑒−2𝛽) + cot 𝜃(cot 𝜃))

− (−𝑟𝑒−2𝛽(𝛼′) + (−𝑟𝑒−2𝛽)𝛽′ + (−𝑟𝑒−2𝛽) (
1

𝑟
))   
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𝑅22 =
1

sin2 𝜃
− (−𝑒−2𝛽 + (−𝑟)(−2𝛽′)𝑒−2𝛽) + (−𝑒−2𝛽 + cot2 𝜃)

− ((−𝛼′𝑟 − 𝛽′𝑟 − 1)𝑒−2𝛽) 

𝑅22 = (1 − 2𝛽′𝑟)𝑒−2𝛽 − 𝑒−2𝛽 −
1

sin2 𝜃
+

cos2 𝜃

sin2 𝜃
− (−𝛼′𝑟 − 𝛽′𝑟 − 1)𝑒−2𝛽 

𝑅22 = (1 − 2𝛽′𝑟 − 1 + 𝛼′𝑟 + 𝛽′𝑟 + 1)𝑒−2𝛽 +
cos2 𝜃 − 1

sin2 𝜃
 

𝑅22 = (𝛼′𝑟 − 𝛽′𝑟 + 1)𝑒−2𝛽 −
sin2 𝜃

sin2 𝜃
 

𝑅22 = (1 − 𝛽′𝑟+𝛼′𝑟)𝑒−2𝛽 − 1 

4. Untuk 𝜇 = 𝜈 = 3 

𝑅33 = 𝜕3Γ3𝜎
𝜎 − 𝜕𝜎Γ33

𝜎 + Γ3𝜎
𝜌

Γ𝜌3
𝜎 − Γ33

𝜌
Γ𝜌𝜎

𝜎  

𝑅33 = −(𝜕1Γ33
1 + 𝜕2Γ33

2 ) + (Γ3𝜎
1 Γ13

𝜎 + Γ3𝜎
2 Γ23

𝜎 + Γ3𝜎
3 Γ33

𝜎 ) − (Γ33
1 Γ1𝜎 

𝜎 + Γ33
2 Γ2𝜎 

𝜎 ) 

𝑅33 = −(𝜕1Γ33
1 + 𝜕2Γ33

2 ) + (Γ33
1 Γ13

3 + Γ33
2 Γ23

3 + (Γ31
3 Γ33

1 + Γ32
3 Γ33

2 )) − (Γ33
1 (Γ10 

0

+ Γ11 
1 + Γ12 

2 + Γ13 
3 ) + Γ33

2 Γ23 
3 ) 

𝑅33 = −(𝜕1Γ33
1 + 𝜕2Γ33

2 ) + (Γ33
1 Γ13

3 + Γ33
2 Γ23

3 + Γ31
3 Γ33

1 + Γ32
3 Γ33

2 ) − (Γ33
1 Γ10 

0

+ Γ33
1 Γ11 

1 + Γ33
1 Γ12 

2 + Γ33
1 Γ13 

3 + Γ33
2 Γ23 

3 ) 

𝑅33 = −(𝜕1Γ33
1 + 𝜕2Γ33

2 ) + (Γ10
0 + Γ11 

1 + Γ12 
2 − Γ31

3 )Γ33
1 + Γ33

2 Γ23 
3 ) 

𝑅33 = −𝜕𝑟(−𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑒−2𝛽) − 𝜕𝜃(−𝑠𝑖𝑛𝜃(𝑐𝑜𝑠𝜃))

− (𝛼′ + 𝛽′ +
1

𝑟
−

1

𝑟
) (−𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑒−2𝛽) + (cot 𝜃(−𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃)) 

𝑅33 = − sin2 𝜃 (−𝑟 (−2𝛽′𝑒−2𝛽
) − 𝑒−2𝛽) + (cos2 𝜃 − sin2 𝜃)

− (𝛼′ + 𝛽′ +
1

𝑟
−

1

𝑟
) (−𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑒−2𝛽) + (cot 𝜃(−𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃)) 
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𝑅33 = ( 𝑆𝑖𝑛2𝜃 − 2𝛽′𝑟𝑆𝑖𝑛2𝜃)𝑒−2𝛽 + (cos2 𝜃 − sin2 𝜃)

− (𝛼′ + 𝛽′)(−𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃𝑒−2𝛽) − (
cos 𝜃

sin 𝜃
 (𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃)) 

𝑅33 = ( 𝑆𝑖𝑛2𝜃 − 2𝛽′𝑟𝑆𝑖𝑛2𝜃)𝑒−2𝛽 + cos2 𝜃 − sin2 𝜃

+ (𝛼′𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝛽′𝑟 sin2 𝜃)𝑒−2𝛽 − cos2𝜃 

𝑅33 = ( 𝑆𝑖𝑛2𝜃 − 2𝛽′𝑟𝑆𝑖𝑛2𝜃)𝑒−2𝛽 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 + (𝛼′𝑟𝑠𝑖𝑛2𝜃 + 𝛽′𝑟 sin2 𝜃)𝑒−2𝛽 

𝑅33 = ( 1 − 2𝛽′𝑟)𝑒−2𝛽𝑆𝑖𝑛2𝜃 − 𝑠𝑖𝑛2𝜃 + (𝛼′𝑟 + 𝛽′𝑟)𝑒−2𝛽𝑠𝑖𝑛2𝜃 

𝑅33 = (( 1 − 2𝛽′𝑟)𝑒−2𝛽 − 1 + (𝛼′𝑟 + 𝛽′𝑟)𝑒−2𝛽)𝑠𝑖𝑛2𝜃 

𝑅33 = (( 1 − 2𝛽′𝑟 + 𝛼′𝑟 + 𝛽′𝑟)𝑒−2𝛽 − 1)𝑠𝑖𝑛2𝜃 

𝑅33 = (( 1 − 𝛽′𝑟 + 𝛼′𝑟)𝑒−2𝛽 − 1)𝑠𝑖𝑛2𝜃 

𝑅33 = 𝑅22 𝑆𝑖𝑛2𝜃 

Sehingga, diperoleh komponen-komponen tensor Ricci yang tidak nol, 

𝑅00 = (−𝛼" + 𝛼′𝛽′ − 𝛼′2 −
2𝛼′

𝑟
) 𝑒2𝛼−2𝛽 

𝑅11 = 𝛼" + 𝛼′2 + − 𝛼′𝛽′ −
2𝛽′

𝑟
 

𝑅22 = (1 − 𝛽′𝑟+𝛼′𝑟)𝑒−2𝛽 − 1 

𝑅33 = 𝑅22 𝑆𝑖𝑛2𝜃                                                                                                         (𝐵. 2) 
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A.3 Skalar Ricci 

𝑅 = 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈 

𝑅 = 𝑔00𝑅00 + 𝑔11𝑅11 + 𝑔22𝑅22 + 𝑔33𝑅33 

𝑅 = −𝑒−2𝛼 (−𝛼" + 𝛼′𝛽′ − 𝛼′2 −
2𝛼′

𝑟
) 𝑒2𝛼−2𝛽

+ 𝑒−2𝛽 (𝛼" + 𝛼′2 − 𝛼′𝛽′ −
2𝛽′

𝑟
)

+ 𝑟−2 ((1 − 𝛽′𝑟+𝛼′𝑟)𝑒−2𝛽 − 1) + 𝑟−2 sin−2 𝜃 ( 1 − 𝛽′𝑟

+ 𝛼′𝑟)𝑒−2𝛽 − 1)𝑠𝑖𝑛2𝜃 

𝑅 = (𝛼" − 𝛼′𝛽′ + 𝛼′2 +
2𝛼′

𝑟
) 𝑒−2𝛼+2𝛼−2𝛽 + (𝛼" + 𝛼′2 − 𝛼′𝛽′ −

2𝛽′

𝑟
) 𝑒−2𝛽

+ ((
1

𝑟2
−

𝛽′

𝑟
+

𝛼′

𝑟
  ) 𝑒−2𝛽 −

1

𝑟2
)

+ ((
1

𝑟2
−

𝛽′

𝑟
+

𝛼′

𝑟
  ) 𝑒−2𝛽 −

1

𝑟2
) 

𝑅 = (𝛼" − 𝛼′𝛽′ + 𝛼′2 +
2𝛼′

𝑟
) 𝑒−2𝛽 + (𝛼" + 𝛼′2 − 𝛼′𝛽′ −

2𝛽′

𝑟
) 𝑒−2𝛽

+ 2 ((
1

𝑟2
−

𝛽′

𝑟
+

𝛼′

𝑟
  ) 𝑒−2𝛽 −

1

𝑟2
) 

𝑅 = (𝛼" − 𝛼′𝛽′ + 𝛼′2 +
2𝛼′

𝑟
) 𝑒−2𝛽 + (𝛼" + 𝛼′2 − 𝛼′𝛽′ −

2𝛽′

𝑟
) 𝑒−2𝛽

+ (
2

𝑟2
−

2𝛽′

𝑟
+

2𝛼′

𝑟
  ) 𝑒−2𝛽 −

2

𝑟2
 

𝑅 = (𝛼" − 𝛼′𝛽′ + 𝛼′2 +
2𝛼′

𝑟
+ 𝛼" + 𝛼′2 − 𝛼′𝛽′ −

2𝛽′

𝑟
+

2

𝑟2
−

2𝛽′

𝑟
+

2𝛼′

𝑟
) 𝑒−2𝛽

−
2

𝑟2
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𝑅 = (2𝛼" − 2𝛼′𝛽′ + 2𝛼′2 +
4𝛼′

𝑟
−

4𝛽′

𝑟
+

2

𝑟2
) 𝑒−2𝛽 −

2

𝑟2
 

𝑅 = 2 {(𝛼" − 𝛼′𝛽′ + 𝛼′2 +
2𝛼′

𝑟
−

2𝛽′

𝑟
+

1

𝑟2
) 𝑒−2𝛽 −

1

𝑟2
} 
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LAMPIRAN B 

PENURUNAN PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN STANDAR 

Kita mulai dari aksi Einstein-Hilbert 

𝑆 = 𝑆𝑔 + 𝑆𝑚                                                        (𝐵. 1) 

dimana  

𝑆𝑔 = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔(ℒ𝑔) dan 𝑆𝑚 = −∫ 𝑑4𝑥√−𝑔(ℒ𝑚)                                             (𝐵. 2) 

aksi total menjadi 

𝑆 = ∫  𝑑4𝑥√−𝑔 (ℒ𝑔 + ℒ𝑚)    (A.3) 

dengan ℒ𝑔  merupakan rapat langrangian medan gravitasi sedangkan ℒ𝑚 

merupakan rapat langrangian dari materi. 

Bentuk dari ℒ𝑔  

ℒ𝑔 =
𝑅

2𝜅2
                                                      (𝐵. 4) 

Sehingga persamaan (B.3), menjadi: 

𝑆 = ∫  𝑑4𝑥√−𝑔 (
𝑅

2𝜅2 − ℒ𝑚)   (B.5) 

Berdasarkan prinsip aksi terkecil, variasi dari suatu aksi haruslah sama dengan  

nol 𝛿𝑆 = 0, sehingga 

𝛿𝑆 = ∫ 𝛿{ 𝑑4𝑥√−𝑔 (
𝑅

2𝜅2 − ℒ𝑚)} = 0   (B.6) 

1

2𝜅2 ∫  𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔 𝑅)  − ∫  𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔 ℒ𝑚) = 0  (B.7) 

Tinjau suku pertama persamaan (A.7) 

𝛿(√−𝑔𝑅) = 𝛿(√−𝑔 𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈) 

𝛿(√−𝑔𝑅) = (𝛿 √−𝑔)𝑔𝜇𝑣𝑅𝜇𝑣 + √−𝑔 (𝛿𝑔𝜇𝑣)𝑅𝜇𝑣 + √−𝑔𝑔𝜇𝑣(𝛿𝑅𝜇𝑣) (A.8) 

Variasi suku ketiga persamaan (B.8) 

𝑅𝜇𝑣 = 𝜕𝛼Γ𝜇𝜈
𝛼 − 𝜕𝜇Γ𝛼𝜈

𝛼 + Γ𝜇𝜈
𝛼 Γ𝛽𝛼

𝛽
− Γ𝜇𝛽

𝛼 Γ𝛼𝜈
𝛽

 

                       𝛿𝑅𝜇𝑣 = 𝛿(𝜕𝛼Γ𝜇𝜈
𝛼 ) − 𝛿(𝜕𝜇Γ𝛼𝜈

𝛼 ) + 𝛿(Γ𝜇𝜈
𝛼 Γ𝛽𝛼

𝛽
) − 𝛿(Γ𝜇𝛽

𝛼 Γ𝛼𝜈
𝛽

) 

                              𝛿𝑅𝜇𝑣 = 𝛿(𝜕𝛼Γ𝜇𝜈
𝛼 ) − 𝛿(𝜕𝜇Γ𝛼𝜈

𝛼 ) + 𝛿(Γ𝜇𝜈
𝛼 )Γ𝛽𝛼

𝛽
+ Γ𝜇𝜈

𝛼 𝛿 (Γ𝛽𝛼
𝛽

) 

−𝛿(Γ𝜇𝛽
𝛼 )Γ𝛼𝜈

𝛽
− Γ𝜇𝛽

𝛼 𝛿(Γ𝛼𝜈
𝛽

) 
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𝛿𝑅𝜇𝑣 = [𝛿(𝜕𝛼Γ𝜇𝜈
𝛼 ) − 𝛿(Γ𝜇𝛽

𝛼 )Γ𝛼𝜈
𝛽

− Γ𝜇𝛽
𝛼 𝛿(Γ𝛼𝜈

𝛽
)] 

                    − [𝛿(𝜕𝜇Γ𝛼𝜈
𝛼 ) − 𝛿(Γ𝜇𝜈

𝛼 )Γ𝛽𝛼
𝛽

− Γ𝜇𝜈
𝛼 𝛿 (Γ𝛽𝛼

𝛽
)] 

𝛿𝑅𝜇𝜈 = 𝐷𝛼 (𝛿Γ𝜇𝜈
𝛼 ) − 𝐷𝜇 (𝛿Γ𝛼𝜈

𝛼 )                                                (𝐵. 9) 

Mengalikan persamaan (B.9) dengan 𝑔𝜇𝜈 

𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈 =  𝑔𝜇𝜈{𝐷𝛼 (𝛿Γ𝜇𝜈
𝛼 ) − 𝐷𝜇 (𝛿Γ𝛼𝜈

𝛼 )} 

𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈 = 𝑔𝜇𝜈𝐷𝛼 (𝛿Γ𝜇𝜈
𝛼 ) − 𝑔𝜇𝜈𝐷𝜇 (𝛿Γ𝛼𝜈

𝛼 ) 

𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈 = 𝐷𝛼 ( 𝑔𝜇𝜈𝛿Γ𝜇𝜈
𝛼 ) − (𝐷𝛼𝑔𝜇𝜈) 𝛿Γ𝜇𝜈

𝛼 − 𝐷𝜇 (𝑔𝜇𝜈𝛿Γ𝛼𝜈
𝛼 )              

+ (𝐷𝜇𝑔𝜇𝜈)𝛿Γ𝛼𝜈
𝛼                                                                   (𝐵. 10) 

turunan kovarian dari tensor metrik sama dengan nol, sehingga suku kedua dan suku 

keeempat lenyap. Persamaan (B.10) menjadi 

𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈 = 𝐷𝛼 ( 𝑔𝜇𝜈𝛿Γ𝜇𝜈
𝛼 ) − 𝐷𝜇 (𝑔𝜇𝜈𝛿Γ𝛼𝜈

𝛼 )                      (𝐵. 11) 

Kontraksikan simbol 𝛼 = 𝜆 dan 𝜇 = 𝜆 

𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈 = 𝐷𝜆 ( 𝑔𝜇𝜈𝛿Γ𝜇𝜈
𝜆 ) − 𝐷𝜆 (𝑔𝜆𝜈𝛿Γ𝛼𝜈

𝛼 )                      (𝐵. 12) 

Jika digunakan teorema Gauss maka integral suku ketiga dalam persamaan (B.8) 

menjadi lenyap karna berubah menjadi integral permukaan yang variasinya sama 

dengan nol 

∫  𝑑4𝑥√−𝑔 𝑔𝜇𝑣(𝛿𝑅𝜇𝑣) = 0     

∫ 𝑑4𝑥√−𝑔  𝛿𝑅𝜇𝜈
𝐷

𝑔𝜇𝜈 = ∫
𝜕

𝜕𝑥𝜆
 𝑑4𝑥

𝐷
√−𝑔 ( 𝑔𝜇𝜈𝛿Γ𝜇𝜈

𝜆 − 𝑔𝜆𝜈𝛿Γ𝛼𝜈
𝛼

) = 0  (𝐵. 13) 

tersisa suku pertama dan kedua dari persamaan (B.8) 

𝛿 ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 𝑅 = ∫  𝑑4𝑥 𝑔𝜇𝑣𝑅𝜇𝑣 𝛿(√−𝑔) + ∫  𝑑4𝑥√−𝑔 𝑅𝜇𝑣 (𝛿𝑔𝜇𝑣)  (B.14) 

Variasi determinan metrik pada suku kedua persamaan (B.13) digunakan hubungan 

𝛿𝑔 = 𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈 = −𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈 

Maka,  

𝛿√−𝑔 =
𝜕√−𝑔

𝜕𝑔
𝛿𝑔 

𝛿√−𝑔 = −
1

2√−𝑔
𝛿𝑔 
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𝛿√−𝑔 = −
1

2√−𝑔
(−𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈) 

dikalikan dengan 
√−𝑔

√−𝑔
 

𝛿√−𝑔 = −
1

2
√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈                                        (𝐵. 15) 

subtitusi persamaan (B.15) ke dalam suku ke dua persamaan (B.14) dan hubungan 

𝑔𝜇𝑣𝑅𝜇𝑣 = 𝑅 maka diperoleh 

𝛿 ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 𝑅 = ∫  𝑑4𝑥 𝑔𝜇𝑣𝑅𝜇𝑣(−
1

2
√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔𝜇𝜈)    + ∫  𝑑4𝑥√−𝑔 𝑅𝜇𝑣 (𝛿𝑔𝜇𝑣) 

𝛿 ∫  𝑑4𝑥√−𝑔 𝑅 = ∫  𝑑4𝑥 √−𝑔 𝑅𝜇𝑣 (𝛿𝑔𝜇𝑣) − ∫  𝑑4𝑥√−𝑔 
1

2
𝑔𝜇𝑣𝑅 (𝛿𝑔𝜇𝑣) 

 𝛿 ∫  𝑑4𝑥√−𝑔 𝑅 = ∫  𝑑4𝑥 √−𝑔 {𝑅𝜇𝑣 −
1

2
𝑔𝜇𝑣𝑅}  𝛿𝑔𝜇𝑣                   (B.16) 

Variasi aksi pada persamaan (B.7) dimana ℒ𝑚 = ℒ𝑚(𝑔𝝁𝒗, 𝑔,𝜶
𝜇𝑣), maka persamaan 

(B.7) dapat dituliskan 

𝛿(√−𝑔 ℒ𝑚) =
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 𝛿𝑔𝜇𝑣 +
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 𝛿(𝜕𝛼𝑔𝜇𝑣)      

𝛿(√−𝑔 ℒ𝑚) =
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 𝛿𝑔𝜇𝑣 +
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 𝜕𝛼(𝛿𝑔𝜇𝑣)    (B.17)) 

Jika diterapkan aturan differensial parsial pada suku kedua persamaan (B.17) maka 

diperoleh 

𝜕

𝜕𝑥𝛼 [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 (𝛿𝑔𝜇𝑣)] = [

𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )] 𝛿𝑔𝜇𝑣 +

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣

𝜕

𝜕𝑥𝛼 (𝛿𝑔𝜇𝑣)            

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣

𝜕

𝜕𝑥𝛼
(𝛿𝑔𝜇𝑣) =

𝜕

𝜕𝑥𝛼 [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 (𝛿𝑔𝜇𝑣)] − [

𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )] 𝛿𝑔𝜇𝑣  (B.18) 

subtitusi persamaan (B.18) ke persamaan (B.17) 

𝛿(√−𝑔 ℒ𝑚) =
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 𝛿𝑔𝜇𝑣 − [
𝜕

𝜕𝑥𝛼 (
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )] 𝛿𝑔𝜇𝑣 +

𝜕

𝜕𝑥𝛼 [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 (𝛿𝑔𝜇𝑣)]  

𝛿(√−𝑔 ℒ𝑚) = {
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 − [
𝜕

𝜕𝑥𝛼 (
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )]}  𝛿𝑔𝜇𝑣 +

𝜕

𝜕𝑥𝛼 [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 (𝛿𝑔𝜇𝑣)] (B.19)) 

Mengacu pada prinsip Hamilton bahwa variasi dari suatu aksi stasioner (𝛿𝐼 = 0) 

dan suku kedua pada persamaan (B.19) akan lenyap sebagai konsekuensi integral 

luasan Gauss, maka 
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∫  𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔 ℒ𝑚) = ∫  𝑑4𝑥 [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 −
𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )]  𝛿𝑔𝜇𝑣   (B.20) 

Subtitusi persamaan (B.20) dan (B.16) ke persamaan (B.7) diperoleh 

∫
1

2𝜅2  𝑑4𝑥√−𝑔 {𝑅𝜇𝑣 −
1

2
𝑔𝜇𝑣𝑅}  𝛿𝑔𝜇𝑣 −  𝑑4𝑥 [

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 −
𝜕

𝜕𝑥𝛼 (
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )] 𝛿𝑔𝜇𝑣 = 0  

 ∫  𝑑4𝑥 √−𝑔 
𝐺𝜇𝑣

2𝜅2  𝛿𝑔𝜇𝑣 −  𝑑4𝑥 [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 −
𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )]  𝛿𝑔𝜇𝑣 = 0   

∫  𝑑4𝑥√−𝑔 {
𝐺𝜇𝑣

2𝜅2 −
1

√−𝑔
[

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 −
𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )]}  𝛿𝑔𝜇𝑣 = 0    (B.21) 

Dengan mengambil suku dalam kurung, maka dari persamaan (B.21) diperoleh: 

𝐺𝜇𝑣

2𝜅2 −
1

√−𝑔
[

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 −
𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )] = 0   (B.22) 

𝐺𝜇𝑣 =
2𝜅2

√−𝑔
[

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 −
𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )]   (B.23) 

Persamaan (B.23) merupakan persamaan medan Einstein, mengingat 𝐺𝜇𝑣 = 𝜅2𝑇𝜇𝜈 

maka tensor energi momentumnya adalah: 

𝑇𝜇𝑣 =
2

√−𝑔
[

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔𝜇𝑣 −
𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑚)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )]   (B.24) 

Persamaan (B.24) di atas merupakan sajian eksplisit bagi tensor energi-momentum 

untuk setiap medan materi selain gravitasi. 

Secara lengkap persamaan medan gravitasi Einstein dapat ditulis 

G𝜇𝜈 ≡  𝑅𝜇𝜈 −  
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 =  𝜅2𝑇𝜇𝜈                                    (𝐵. 25) 

dengan 𝜅2 =
8𝜋𝐺

𝑐4 . 
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LAMPIRAN C 

SOLUSI SCHWARZSCHILD DALAM TEORI GRAVITASI EINSTEIN 

STANDAR 

 

 Persamaan medan Einstein dalam ruang vakum (𝑇𝜇𝜈 = 0) dirumuskan sebagai 

𝐺𝜇𝜈 = 0 dengan 𝐺𝜇𝜈 = 𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅, sehingga 

𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅 = 0 

𝑅𝜇𝜈 =
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑅                                                 (𝐶. 1) 

Kontraksikan dengan metrik 𝑔𝜇𝜈, maka akan di dapatkan 

𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈 =
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑔𝜇𝜈𝑅 

𝑅 =
1

2
𝛿𝜇

𝜇𝑅                                                             (𝐶. 2) 

Dimana 𝛿𝜇
𝜇 = 𝑔𝜇𝜈𝑔𝜇𝜈 = 4, maka persamaan diatas menjadi 

𝑅 =
1

2
(4)𝑅      

𝑅 = 2𝑅 → 𝑅 = 0                                                  (𝐶. 3) 

Subtitusi ke persamaan (C.1), diperoleh 

𝑅𝜇𝜈 = 0                                                              (𝐶. 4) 

Karena (𝑅𝜇𝜈 = 0), maka persamaan medan hanya memberi 3 persamaan 

−𝛼" + 𝛼′𝛽′ − 𝛼′2
−

2𝛼′

𝑟
= 0                                                    (𝐶. 5) 

𝛼" + 𝛼′2
− 𝛼′𝛽′ −

2𝛽′

𝑟
= 0                                                    (𝐶. 6) 

(1 − 𝛽′𝑟 + 𝛼′𝑟)𝑒−2𝛽 = 1                                                    (𝐶. 7) 

dengan menjumlahkan persamaan (C.5) dan persamaan (C.6), 

2𝛼′

𝑟
+

2𝛽′

𝑟
= 0 
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2

𝑟
(𝛼′ + 𝛽′) = 0 

𝛼′ + 𝛽′ = 0 

𝛼′ = −𝛽′                                                   (𝐶. 8) 

Integrasinya memberikan 

𝛼 + 𝛽 = 𝐴                                                   (𝐶. 9) 

dimana 𝐴 adalah konstanta integrasi. 

Selanjutnya integrasikan persamaan (𝐶. 7) dengan menggunakan persamaan (𝐶. 8) 

sehingga diperoleh 

(1 − 𝛽′𝑟 + 𝛼′𝑟)𝑒−2𝛽 = 1 

(1 − (−𝛼′)𝑟 + 𝛼′𝑟)𝑒−2(−𝛼′) = 1 

(1 + 𝛼′𝑟 + 𝛼′𝑟)𝑒2𝛼′ = 1 

(1 + 2𝛼′𝑟)𝑒2𝛼 = 1 

𝑒2𝛼 + 2𝛼′𝑟𝑒2𝛼 = 1 

𝑑

𝑑𝑟
[𝑟𝑒2𝛼] = 1 

𝑑 (𝑟𝑒2𝛼) = 𝑑𝑟                                                 (𝐶. 9) 

dengan mengintegralkan persamaan (𝐶. 9), maka 

∫ 𝑑[𝑟𝑒2𝛼] = ∫ 𝑑𝑟 

𝑟𝑒2𝛼 = 𝑟 + 𝐵                                               (𝐶. 10) 

Integralkan 

∫ 𝑑(𝑟𝑒2𝛼) = ∫ 𝑑𝑟 
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𝑟𝑒2𝛼 = 𝑟 + 𝐵                                                (𝐶. 11) 

Dimana 𝐵  adalah adalah konstanta integrasi. Dengan demikian didapatkan 

hubungan 

𝑒2𝛼 = 1 +
𝐵

𝑟
                                                    (𝐶. 12) 

Untuk menentukan kontanta integrasi 𝐵, diberikan syarat batas untuk jarak yang 

sangat jauh dari massa sumber (𝑟 → ∞), pengaruh gravitasi menjadi sangat lemah 

sehingga geometri ruang-waktu haruslah tereduksi menjadi ruang Minkowski. 

Dengan kata lain, 

𝑔00(𝑟 → ∞) = −𝑒2𝛼 = −1                                   (𝐶. 13) 

𝑔11(𝑟 → ∞) = 𝑒2𝛽 = 1                                          (𝐶. 14) 

Yang hanya dipenuhi oleh 

𝛼(𝑟 → ∞) → 0                                              (𝐶. 15) 

𝛽(𝑟 → ∞) → 0                                              (𝐶. 16) 

Sehingga 𝐴 = 0, yang memberikan 

𝛼 + 𝛽 = 0 → 𝛼 = −𝛽                                                  (𝐶. 17)  

Kemudian untuk menentukan nilai konstanta 𝐵, ditinjau komponen 𝑔00 dalam limit 

medan lemah. Lagrangian non-relativistik berbentuk 

𝐿 = −𝑚𝑐2 − 𝑚𝜙 +
1

2
𝑚𝑣2 

𝐿 = −𝑚𝑐 (𝑐 +
𝜙

𝑐
−

1

2
𝑣2

𝑐
) 
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𝐿 = −𝑚𝑐 (𝑐 +
𝜙

𝑐
−

1

2
𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑣𝑗 )                                       (𝐶. 18) 

Pada koordinat kartesian 𝑔𝑖𝑗 = −𝛿𝑖𝑗, sehingga menjadi 

𝐿 = −𝑚𝑐 (𝑐 +
𝜙

𝑐
+

1

2
𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑣𝑗 )                                      (𝐶. 19) 

Integral aksi adalah 

𝐼 = ∫ 𝐿 𝑑𝑡 

𝐼 = ∫ (−𝑚𝑐 (𝑐 +
𝜙

𝑐
+

1

2
𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑣𝑗 )) 𝑑𝑡 

𝐼 = −𝑚𝑐 ∫ ( 𝑐 +
𝜙

𝑐
+

1

2
𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑣𝑗) 𝑑𝑡 

𝐼 = −𝑚𝑐 ∫ (( 𝑐 +
𝜙

𝑐
) +

1

2
𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐

𝑑𝑥𝑗

𝑑𝑡
 ) 𝑑𝑡 

𝐼 = −𝑚𝑐 ∫ (( 1 +
𝜙

𝑐2
) 𝑐 +

1

2
𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐

𝑑𝑥𝑗

𝑑𝑡
 ) 𝑑𝑡 

𝐼 = −𝑚𝑐 ∫ (( 1 +
𝜙

𝑐2
) 𝑐𝑑𝑡 +

1

2
𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗) 

𝐼 = −𝑚𝑐 ∫ 𝑑𝑠                                                                           (𝐶. 20) 

Maka 

𝑑𝑠 = (1 +
𝜙

𝑐2
) 𝑐𝑑𝑡 +

1

2
𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗                                     (𝐶. 21) 

Sehingga 
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𝑑𝑠2 = [(1 +
𝜙

𝑐2
) 𝑐𝑑𝑡 +

1

2
𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗]

2

 

𝑑𝑠2 = (1 +
𝜙

𝑐2)
2

𝑐2𝑑𝑡2 +
1

2
(1 +

𝜙

𝑐2) 𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗𝑐𝑑𝑡 +

1

2
(1 +

𝜙

𝑐2) 𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗𝑐𝑑𝑡

+
1

4
(𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗)

2

 

𝑑𝑠2 = (1 +
𝜙

𝑐2
)

2

𝑐2𝑑𝑡2 + (1 +
𝜙

𝑐2
) 𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗𝑐𝑑𝑡 +

1

4
(𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗)

2

     (𝐶. 22) 

dimana 
1

4
(𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗)

2

≈ 0 

𝑑𝑠2 ≈ (1 +
𝜙

𝑐2
)

2

𝑐2𝑑𝑡2 + (1 +
𝜙

𝑐2
) 𝑔𝑖𝑗

𝑣𝑖

𝑐
𝑑𝑥𝑗𝑐𝑑𝑡 

𝑑𝑠2 ≈ (1 +
𝜙

𝑐2
)

2

𝑐2𝑑𝑡2 + (1 +
𝜙

𝑐2
) 𝑔𝑖𝑗𝑣𝑖𝑑𝑡 𝑑𝑥𝑗  

𝑑𝑠2 ≈ (1 +
𝜙

𝑐2
)

2

𝑐2𝑑𝑡2 + (1 +
𝜙

𝑐2
) 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗                    (𝐶. 23) 

dengan  

(1 +
𝜙

𝑐2
)

2

= 1 +
𝜙

𝑐2
+

𝜙

𝑐2
+

𝜙2

𝑐4
 

(1 +
𝜙

𝑐2
)

2

= 1 +
2𝜙

𝑐2
+

𝜙2

𝑐4
≈ 1 +

2𝜙

𝑐2
                     (𝐶. 24) 

Serta 

(1 +
𝜙

𝑐2
) 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗 ≈ 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗                            (𝐶. 25) 

Sehingga 

𝑑𝑠2 ≈ (1 +
2𝜙

𝑐2
) 𝑐2𝑑𝑡2 + 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥𝑖𝑑𝑥𝑗                          𝐶. 26) 
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didapatkan komponen 𝑔00 

𝑔00 = (1 +
2𝜙

𝑐2
)                                              (𝐶. 27) 

Dibandingkan solusi Schwarzschild pada persamaan (𝐶. 12) dan (𝐶. 27) 

1 +
𝐵

𝑟
= 1 +

2𝜙

𝑐2
 

𝐵

𝑟
=

2𝜙

𝑐2
 

𝐵 = 𝜙
2𝑟

𝑐2
                                                   (𝐶. 21) 

dengan 𝜙 = −
𝐺𝑀

𝑟
 adalah potensial gravitasi Newton. 

Sehingga 

𝐵 = −
𝐺𝑀

𝑟

2𝑟

𝑐2
 

𝐵 = −
2𝐺𝑀

𝑐2
                                                   (𝐶. 22) 

Jika dimisalkan 𝑚 =
𝐺𝑀

𝑐2 , maka 𝐵 = −2𝑚 

Elemen garisnya akan menjadi 

𝑑𝑠2 = − (1 −
2𝑚

𝑟
) 𝑐2𝑑𝑡2 + (1 −

2𝑚

𝑟
)

−1

𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2)   (𝐶. 23) 

Persamaan (𝐶. 23) dapat ditulis kembali dalam bentuk 

𝑑𝑠2 = − (1 −
𝑟𝑠

𝑟
) 𝑐2𝑑𝑡2 + (1 −

𝑟𝑠

𝑟
)

−1

𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2)   (𝐶. 25) 

Dengan 𝑟𝑠 = 2𝑚 

Persamaan diatas merupakan metrik Schwarzschild dalam teori gravitasi Einstein. 
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LAMPIRAN D 

PENURUNAN PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN TERMODIFIKASI 

DALAM TEORI GRAVITASI 𝒇(𝑹) 

 

Aksi dari teori gravitasi 𝑓(𝑅) diberikan oleh persamaan (2.21): 

𝑆 = 𝑆𝑔(𝑔𝜇𝜈) + 𝑆𝑚(𝑔𝜇𝜈, 𝜓)                                                  (𝐷. 1) 

dimana 𝑆𝑔 adalah aksi gravitasi dan 𝑆𝑚 adalah aksi materi. 

aksi total gravitasi 𝑓(𝑅) dapat ditulis,                                     

𝑆 = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 (
𝑓(𝑅)

2𝜅2
) + 𝑆𝑚(𝑔𝜇𝜈, 𝜓)  

𝑆 =
1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥√−𝑔𝑓(𝑅) + 𝑆𝑚                                            (𝐷. 2) 

Untuk mendapatkan persamaan medan gravitasi 𝑓(𝑅) , kita terlebih dahulu 

meninjau suku pertama dengan memvariasikan terhadap metrik 𝑔𝜇𝜈: 

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔𝑓(𝑅))                                              (𝐷. 3) 

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥√−𝑔𝛿(𝑓(𝑅)) +

1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔)𝑓(𝑅)                             (𝐷. 4) 

Kita tinjau suku pertama pada persamaan di atas, 

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥√−𝑔𝛿(𝑓(𝑅))                                                    (𝐷. 5) 

Variasi 𝑓(𝑅): 

𝛿𝑓(𝑅) =
𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
𝛿𝑅 =

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
𝛿(𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈 ) =

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
(𝛿𝑔𝜇𝜈)𝑅𝜇𝜈 +

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈  (D.6) 



47 
 

Subtitusi ke persamaan (D.5),  

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 (

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
(𝛿𝑔𝜇𝜈)𝑅𝜇𝜈 +

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈) +

1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥𝛿(√−𝑔)𝑓(𝑅)    

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥 [√−𝑔 (

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
(𝛿𝑔𝜇𝜈)𝑅𝜇𝜈 +

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈) + 𝛿(√−𝑔)𝑓(𝑅)]  

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2 ∫ 𝑑4𝑥 [(√−𝑔
𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
(𝛿𝑔𝜇𝜈)𝑅𝜇𝜈 + √−𝑔

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈) + 𝛿(√−𝑔)𝑓(𝑅)]         (D.7) 

Sehingga variasi aksi terbagi 3 bagian, 

𝛿𝑆 = (𝛿𝑆1) + (𝛿𝑆2) + (𝛿𝑆3)                                          (𝐷. 8) 

dimana   

𝛿(𝑆1) =
1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 [

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
(𝛿𝑔𝜇𝜈)𝑅𝜇𝜈]                                 (𝐷. 9) 

𝛿(𝑆2) =
1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 [

𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
𝑔𝜇𝜈𝛿𝑅𝜇𝜈]                                    (𝐷. 10) 

𝛿(𝑆3) =
1

2𝜅2
∫ 𝑑4𝑥[𝛿(√−𝑔)𝑓(𝑅)]                                              (𝐷. 11) 

atau bisa ditulis kembali, dengan 𝛿(√−𝑔) = − 1

2 √−𝑔 𝑔
𝜇𝜈

𝛿𝑔𝜇𝜈 

𝛿(𝑆1) = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 [
𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
𝑅𝜇𝜈]  𝛿𝑔𝜇𝜈                             (𝐷. 12) 

𝛿(𝑆2) = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 [
𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
𝑔𝜇𝜈] 𝛿𝑅𝜇𝜈                              (𝐷. 13) 

𝛿(𝑆3) = ∫ 𝑑4𝑥√−𝑔 [−
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑓(𝑅)] 𝛿𝑔𝜇𝜈                         (𝐷. 14) 

Untuk mendapatkan suku kedua 𝛿(𝑆2)  bentuknya sama dengan 𝛿(𝑆1)  dan 

𝛿(𝑆3), maka dilakukan variasi tensor Ricci: 



48 
 

𝛿𝑅𝜇𝑣 = 𝛿(𝜕𝛼Γ𝜇𝑣
𝛼 − 𝜕𝑣Γ𝜇𝛼

𝛼 + Γ𝜇𝑣
𝛽

Γ𝛽𝛼
𝛼 − Γ𝜇𝛽

𝛼 Γ𝛼𝑣
𝛽

) 

𝛿𝑅𝜇𝑣 = 𝛿𝜕𝛼Γ𝜇𝑣
𝛼 − 𝛿𝜕𝑣Γ𝜇𝛼

𝛼 + (𝛿Γ𝜇𝑣
𝛽

)Γ𝛽𝛼
𝛼 + Γ𝜇𝑣

𝛽 (𝛿Γ𝛽𝛼
𝛼 ) − (𝛿Γ𝜇𝛽

𝛼 )Γ𝛼𝑣
𝛽

− Γ𝜇𝛽
𝛼 (𝛿Γ𝛼𝑣

𝛽
) 

𝛿𝑅𝜇𝑣 = 𝛿𝜕𝛼Γ𝜇𝑣
𝛼 − (𝛿Γ𝜇𝛽

𝛼 )Γ𝛼𝑣
𝛽

− Γ𝜇𝛽
𝛼 (𝛿Γ𝛼𝑣

𝛽
) − 𝛿𝜕𝑣Γ𝜇𝛼

𝛼 + (𝛿Γ𝜇𝑣
𝛽

)Γ𝛽𝛼
𝛼 + Γ𝜇𝑣

𝛽 (𝛿Γ𝛽𝛼
𝛼 ) 

𝛿𝑅𝜇𝑣   = [𝛿𝜕𝛼Γ𝜇𝑣
𝛼 − (𝛿Γ𝜇𝛽

𝛼 )Γ𝛼𝑣
𝛽

− Γ𝜇𝛽
𝛼 (𝛿Γ𝛼𝑣

𝛽
)]

− [𝛿𝜕𝑣Γ𝜇𝛼
𝛼 − (𝛿Γ𝜇𝑣

𝛽
)Γ𝛽𝛼

𝛼 − Γ𝜇𝑣
𝛽 (𝛿Γ𝛽𝛼

𝛼 )]                                      (𝐷. 15) 

Dengan menggunakan hubungan turunan kovarian, 

𝐷𝛼𝛿Γ𝜇𝑣
𝛼 = 𝛿𝜕𝛼Γ𝜇𝑣

𝛼 − (𝛿Γ𝜇𝛽
𝛼 )Γ𝛼𝑣

𝛽
− Γ𝜇𝛽

𝛼 (𝛿Γ𝛼𝑣
𝛽

)                     (𝐷. 16) 

𝐷𝑣𝛿Γ𝜇𝛼
𝛼 = 𝛿𝜕𝑣Γ𝜇𝛼

𝛼 − (𝛿Γ𝜇𝑣
𝛽

)Γ𝛽𝛼
𝛼 − Γ𝜇𝑣

𝛽 (𝛿Γ𝛽𝛼
𝛼 )                     (𝐷. 17) 

Sehingga variasi tensor Ricci menjadi, 

𝛿𝑅𝜇𝑣 = 𝐷𝛼𝛿Γ𝜇𝑣
𝛼 − 𝐷𝑣𝛿Γ𝜇𝛼

𝛼  

𝛿𝑅𝜇𝑣 = ∇𝛼𝛿Γ𝜇𝑣
𝛼 − ∇𝑣𝛿Γ𝜇𝛼

𝛼                                        (𝐷. 18) 

Kontraksikan tensor Ricci dengan 𝑔𝜇𝜈, 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = 𝑔𝜇𝑣(∇𝛼𝛿Γ𝜇𝑣
𝛼 − ∇𝑣𝛿Γ𝜇𝛼

𝛼 ) 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = ∇𝛼𝑔𝜇𝑣𝛿Γ𝜇𝑣
𝛼 − ∇𝑣𝑔𝜇𝑣𝛿Γ𝜇𝛼

𝛼                      (𝐷. 19) 

Dengan mengkontraksikan 𝛼 = 𝛽 pada suku pertama dan 𝑣 = 𝛽 pada suku kedua: 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = ∇𝛽𝑔𝜇𝑣𝛿Γ𝜇𝑣
𝛽

− ∇𝛽𝑔𝜇𝛽𝛿Γ𝜇𝛼
𝛼  

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = ∇𝛽(𝑔𝜇𝑣𝛿Γ𝜇𝑣
𝛽

− 𝑔𝜇𝛽𝛿Γ𝜇𝛼
𝛼 )                           (𝐷. 20) 
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Subtitusi variasi dari 𝛿Γ𝜇𝑣
𝛽

 dan 𝛿Γ𝜇𝛼
𝛼  terkait dengan 𝛿𝑔𝜇𝑣: 

𝛿Γ𝜇𝑣
𝛽

= −
1

2
(𝑔𝛼𝜇∇𝑣(𝛿𝑔𝛼𝛽) + 𝑔𝛼𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝛽) − 𝑔𝜇𝜆𝑔𝑣𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎))   (D.21) 

𝛿Γ𝜇𝛼
𝛼 = −

1

2
(𝑔𝜌𝜇∇𝛼(𝛿𝑔𝛼𝜌) + 𝑔𝜌𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝜌) − 𝑔𝜇𝜎𝑔𝛼𝜆∇𝛼(𝛿𝑔𝜆𝜎))   (D.22) 

Subtitusi persamaan (D.21) dan (D.22) ke persamaan (D.20): 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = ∇𝛽 [𝑔𝜇𝑣 (−
1

2
{𝑔𝛼𝜇∇𝑣(𝛿𝑔𝛼𝛽) + 𝑔𝛼𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝛽) − 𝑔𝜇𝜆𝑔𝑣𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎)}) −

𝑔𝜇𝛽 (−
1

2
{𝑔𝜌𝜇∇𝛼(𝛿𝑔𝛼𝜌) + 𝑔𝜌𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝜌) − 𝑔𝜇𝜎𝑔𝛼𝜆∇𝛼(𝛿𝑔𝜆𝜎)})]  

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = −
1

2
∇𝛽 [𝑔𝜇𝑣 (𝑔𝛼𝜇∇𝑣(𝛿𝑔𝛼𝛽) + 𝑔𝛼𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝛽) − 𝑔𝜇𝜆𝑔𝑣𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎)) −

𝑔𝜇𝛽 (𝑔𝜌𝜇∇𝛼(𝛿𝑔𝛼𝜌) + 𝑔𝜌𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝜌) − 𝑔𝜇𝜎𝑔𝛼𝜆∇𝛼(𝛿𝑔𝜆𝜎))]  

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = −
1

2
∇𝛽[𝑔𝜇𝑣𝑔𝛼𝜇∇𝑣(𝛿𝑔𝛼𝛽) + 𝑔𝜇𝑣𝑔𝛼𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝛽) −

𝑔𝜇𝑣𝑔𝜇𝜆𝑔𝑣𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎) − 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜌𝜇∇𝛼(𝛿𝑔𝛼𝜌) − 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜌𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝜌) +

𝑔𝜇𝛽𝑔𝜇𝜎𝑔𝛼𝜆∇𝛼(𝛿𝑔𝜆𝜎)]  

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = −
1

2
∇𝛽[𝛿𝛼

𝑣∇𝑣(𝛿𝑔𝛼𝛽) + 𝛿𝛼
𝑣∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝛽) − 𝑔𝜆𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎) −

𝛿𝜌
𝛽

∇𝛼(𝛿𝑔𝛼𝜌) − 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜌𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝜌) + 𝛿𝜎
𝛽

𝑔𝛼𝜆∇𝛼(𝛿𝑔𝜆𝜎)]  

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = −
1

2
∇𝛽[𝛿𝛼

𝑣∇𝑣(𝛿𝑔𝛼𝛽) − 𝛿𝜌
𝛽

∇𝛼(𝛿𝑔𝛼𝜌) + 𝛿𝛼
𝑣∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝛽) −

𝑔𝜆𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎) − 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜌𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝜌) + 𝛿𝜎
𝛽

𝑔𝛼𝜆∇𝛼(𝛿𝑔𝜆𝜎)]  

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = −
1

2
∇𝛽[∇𝛼(𝛿𝑔𝛼𝛽) − ∇𝛼(𝛿𝑔𝛼𝛽) + ∇𝜇(𝛿𝑔𝜇𝛽) − 𝑔𝜆𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎)

− 𝑔𝜇𝛽𝑔𝜌𝜇∇𝜇(𝛿𝑔𝛼𝜌) + 𝛿𝜎
𝛽

𝑔𝛼𝜆∇𝛼(𝛿𝑔𝜆𝜎)] 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = −
1

2
∇𝛽[∇𝜇(𝛿𝑔𝜇𝛽) − 𝑔𝜆𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎) − 𝑔𝜌𝜇∇𝛽(𝛿𝑔𝛼𝜌) + 𝑔𝛼𝜆∇𝛼(𝛿𝑔𝜆𝛽)] 
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𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = −
1

2
∇𝛽[∇𝜇(𝛿𝑔𝜇𝛽) + 𝑔𝛼𝜆∇𝛼(𝛿𝑔𝜆𝛽) − 𝑔𝜆𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎) − 𝑔𝜌𝜇∇𝛽(𝛿𝑔𝛼𝜌)] 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = −
1

2
∇𝛽[∇𝜇(𝛿𝑔𝜇𝛽) + ∇𝜆(𝛿𝑔𝜆𝛽) − 𝑔𝜆𝜎∇𝛽(𝛿𝑔𝜆𝜎) − 𝑔𝜌𝜇∇𝛽(𝛿𝑔𝛼𝜌)](4.23) 

Dengan mengkontraksikan 𝛼, 𝜆 = 𝜇 dan 𝜌, 𝜎 = 𝑣 diperoleh: 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣  = −
1

2
∇𝛽[∇𝜇(𝛿𝑔𝜇𝛽) + ∇𝜇(𝛿𝑔𝜇𝛽) − 𝑔𝜇𝑣∇𝛽(𝛿𝑔𝜇𝑣) − 𝑔𝜇𝑣∇𝛽(𝛿𝑔𝜇𝑣)] 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = −
1

2
∇𝛽[ 2 ∇𝜇(𝛿𝑔𝜇𝛽) − 2 𝑔𝜇𝑣∇𝛽(𝛿𝑔𝜇𝑣)] 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 = − ∇𝛽[  ∇𝜇(𝛿𝑔𝜇𝛽) −  𝑔𝜇𝑣∇𝛽(𝛿𝑔𝜇𝑣)] 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 =   𝑔𝜇𝑣 ∇𝛽 ∇𝛽(𝛿𝑔𝜇𝑣) − ∇𝜇 ∇𝛽 (𝛿𝑔𝜇𝛽) 

𝑔𝜇𝑣𝛿𝑅𝜇𝑣 =   𝑔𝜇𝑣 ◻ (𝛿𝑔𝜇𝑣) − ∇𝜇 ∇𝑣 (𝛿𝑔𝜇𝑣)      (D.24) 

didapatkan variasi aksi total dengan 𝐹(𝑅) =
𝜕𝑓(𝑅)

𝜕𝑅
, 

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2
[∫ √−𝑔 𝐹(𝑅)𝑅𝜇𝑣𝛿𝑔𝑢𝑣 𝑑4𝑥 + ∫ √−𝑔 𝐹(𝑅) (𝑔𝜇𝑣 ◻ (𝛿𝑔𝜇𝑣) −

∇𝜇 ∇𝑣 (𝛿𝑔𝜇𝑣)) 𝑑4𝑥 −
1

2
∫ √−𝑔 𝑓(𝑅) 𝑔𝜇𝑣 𝛿𝑔𝜇𝑣 𝑑4𝑥] + 𝛿𝑆𝑚 = 0  

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2 [∫ √−𝑔 𝐹(𝑅)𝑅𝜇𝑣𝛿𝑔𝑢𝑣 𝑑4𝑥 + ∫ √−𝑔  𝑔𝜇𝑣 ◻ 𝐹(𝑅) 𝛿𝑔𝜇𝑣 𝑑4𝑥 −

∫ √−𝑔  ∇𝜇 ∇𝑣 𝐹(𝑅) 𝛿𝑔𝜇𝑣 𝑑4𝑥 −
1

2
∫ √−𝑔 𝑓(𝑅) 𝑔𝜇𝑣 𝛿𝑔𝜇𝑣 𝑑4𝑥] + 𝛿𝑆𝑚 = 0  

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2
[∫ √−𝑔 {𝐹(𝑅)𝑅𝜇𝑣 +  𝑔𝜇𝑣 ◻ 𝐹(𝑅) −  ∇𝜇 ∇𝑣𝐹(𝑅) −

1

2
𝑓(𝑅) 𝑔𝜇𝑣} 𝛿𝑔𝑢𝑣 𝑑4𝑥] + 𝛿𝑆𝑚 = 0                                                            (𝐷. 25) 

  

Tinjau suku terakhir, dimana variasi aksi medan-materi, didefinisikan sebagai: 

𝛿𝑆𝑚 = − ∫ 𝛿(√−𝑔 ℒ𝑀) 𝑑4𝑥           (D.26)                            
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dengan memasukkan persamaan (2.15), diperoleh: 

𝛿𝑆𝑚 = − ∫ [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔𝜇𝑣 −
𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )]  𝛿𝑔𝜇𝑣 𝑑4𝑥  (D.27)                           

dari persamaan tensor energi-momentum (2.20) diperoleh hubungan: 

[
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔𝜇𝑣 −
𝜕

𝜕𝑥𝛼
(

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝜶
𝜇𝑣 )] =

𝑇𝜇𝑣√−𝑔

2
    (D.28)                                        

Masukkan persamaan (D.28) ke persamaan (D.27) diperoleh: 

𝛿𝑆𝑚 = − ∫ (
1

2
√−𝑔 𝑇𝜇𝑣)  𝛿𝑔𝜇𝑣 𝑑4𝑥      (D.29)                              

Sehingga dengan memasukkan persamaan (D.29) pada persamaan (D.25) menjadi: 

𝛿𝑆 =
1

2𝜅2
[∫ √−𝑔 {𝐹(𝑅)𝑅𝜇𝑣 +  𝑔𝜇𝑣 ◻ 𝐹(𝑅) −  ∇𝜇 ∇𝑣𝐹(𝑅) −

1

2
𝑓(𝑅) 𝑔𝜇𝑣} 𝛿𝑔𝑢𝑣 𝑑4𝑥] − ∫ (

1

2
√−𝑔 𝑇𝜇𝑣)  𝛿𝑔𝜇𝑣 𝑑4𝑥 = 0   

𝛿𝑆 =
1

2
∫ √−𝑔 [

𝐹(𝑅)

𝜅2 {𝑅𝜇𝑣 + 𝑔𝜇𝑣 ◻ −  ∇𝜇 ∇𝑣} − 
1

2𝜅2 𝑓(𝑅) 𝑔𝜇𝑣 − 𝑇𝜇𝑣] 𝛿𝑔𝜇𝑣𝑑4𝑥 = 0 

𝐹(𝑅)

𝜅2
{𝑅𝜇𝑣 + 𝑔𝜇𝑣 ◻ −  ∇𝜇 ∇𝑣} − 

1

2𝜅2
𝑓(𝑅) 𝑔𝜇𝑣 − 𝑇𝜇𝑣 = 0 

1

𝜅2
[𝐹(𝑅){𝑅𝜇𝑣 + 𝑔𝜇𝑣 ◻ −  ∇𝜇 ∇𝑣} −  

1

2
𝑓(𝑅) 𝑔𝜇𝑣] = 𝑇𝜇𝑣             (D.30)                  

Sehingga diperoleh 

𝐹(𝑅)𝑅𝜇𝑣 −  
1

2
𝑓(𝑅) 𝑔𝜇𝑣 + 𝑔𝜇𝑣 ◻ 𝐹(𝑅) −  ∇𝜇 ∇𝑣𝐹(𝑅) =  𝜅2𝑇𝜇𝑣              (D.31) 

Persamaan diatas adalah persamaan medan dalam teori gravitasi 𝑓(𝑅). 
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LAMPIRAN E 

SOLUSI SCHWARZSCHILD TERMODIFIKASI DALAM TEORI 

GRAVITASI 𝒇(𝑹) 

 

Elemen garis simetri bola 

𝑑𝑠2 = −𝑒2𝛼(𝑟)𝑑𝑡2 + 𝑒2𝛽(𝑟) + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2)                      (𝐸. 1) 

Tensor metrik kovarian 

𝑔𝜇𝜈 = (

−𝑒2𝛼

0
0

0
𝑒2𝛽

0
0 0

     

0
0
𝑟2

0
0
0

0 𝑟2 sin2 𝜃

)                                         (𝐸. 2) 

Tensor metrik kontravarian 

𝑔𝜇𝜈 = (

−𝑒−2𝛼

0
0

0
𝑒−2𝛽

0
0 0

     

0
0

𝑟−2

0
0
0

0 𝑟−2 sin−2 𝜃

)                             (𝐸. 3) 

Simbol Christoffel jenis kedua 

Γ𝜇𝜈
𝜌

=
1

2
𝑔𝜌𝜎(𝜕𝜈𝑔𝜇𝜎 + 𝜕𝜈𝑔𝜈𝜎 − 𝜕𝜎𝑔𝜇𝜈)                                        (𝐸. 4) 

Beberapa komponen simbol Christoffel yang tidak nol, 

Γ01
0 = Γ10

0 = 𝛼′ 

Γ00
1 = 𝛼′𝑒2𝛼−2𝛽 

Γ11
1 = 𝛽′ 

Γ22
1 = −𝑟𝑒−2𝛽 

Γ33
1 = −𝑟 𝑠𝑖𝑛2𝜃 𝑒−2𝛽 

Γ12
2 = Γ21

2 =
1

𝑟
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Γ33
2 = −𝑠𝑖𝑛 𝜃 𝑐𝑜𝑠 𝜃 

Γ13
3 = Γ31

3 =
1

𝑟
 

Γ23
3 = Γ32

3 = 𝑐𝑜𝑡 𝜃                                                                                                         (𝐸. 5) 

Komponen-komponen tensor Ricci yang tidak nol, 

𝑅00 = (−𝛼" + 𝛼′𝛽′ − 𝛼′2
−

2𝛼′

𝑟
) 𝑒2𝛼−2𝛽 

𝑅11 = 𝛼" + 𝛼′2
− 𝛼′𝛽′ −

2𝛽′

𝑟
 

𝑅22 = (1 − 𝛽′𝑟 + 𝛼′𝑟)𝑒−2𝛽 − 1 

𝑅33 = sin2 𝜃 𝑅22                                                                                                           (𝐸. 6) 

Solusi yang dicari adalah solusi dengan konstanta kurvatur 𝑅 = 𝑅0 . Sehingga 

persamaan Einstein menjadi 

𝑅𝜇𝜈𝐹(𝑅) −
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑓(𝑅) = 0 

𝑅𝜇𝜈𝐹(𝑅) =
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑓(𝑅)                                              (𝐸. 7) 

𝑅𝜇𝜈𝐹(𝑅0) =
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑓(𝑅0)                                           (𝐸. 8) 

diperoleh, 

𝑅𝜇𝜈 =
1

2

𝑓(𝑅0)

𝐹(𝑅0)
𝑔𝜇𝜈                                            (𝐸. 9) 

Trace persamaan medan (E.7), 

𝑔𝜇𝜈(𝑅𝜇𝜈𝐹(𝑅)) = 𝑔𝜇𝜈 (
1

2
𝑔𝜇𝜈𝑓(𝑅)) 
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𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈𝐹(𝑅) = 𝑔𝜇𝜈𝑔𝜇𝜈

1

2
𝑓(𝑅)  

𝑅𝐹(𝑅) =
4

2
𝑓(𝑅) 

𝑅𝐹(𝑅) = 2𝑓(𝑅)                                                (𝐸. 10) 

maka persamaan diatas menjadi 

𝑅0𝐹(𝑅0) = 2𝑓(𝑅0)                                             (𝐸. 11) 

Kemudian 𝑅0 didefinisikan, 

𝑅0 =
2𝑓(𝑅0)

𝐹(𝑅0)
                                                (𝐸. 12) 

𝑅0

2
=

𝑓(𝑅0)

𝐹(𝑅0)
                                                 (𝐸. 13) 

Sehingga persamaan (E.9), menjadi 

𝑅𝜇𝜈 =
𝑅0

4
𝑔𝜇𝜈                                                (𝐸. 14) 

Menggunakan 𝑅22 dan 𝛼′ = −𝛽′ 

(1 + 𝛼′𝑟 + 𝛼′𝑟)𝑒2𝛼 − 1 =
𝑅0

4
(𝑟2) 

(1 + 2𝛼′𝑟)𝑒2𝛼 − 1 =
𝑅0

4
𝑟2 

𝑒2𝛼 + 𝑒2𝛼2𝛼′𝑟 = 1 +
𝑅0

4
𝑟2 

𝑑

𝑑𝑟
(𝑟𝑒2𝛼) = 1 +

𝑅0

4
𝑟2 

∫ 𝑑(𝑟𝑒2𝛼) = ∫ (𝑑𝑟 +
𝑅0

4
𝑟2𝑑𝑟) 
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∫ 𝑑(𝑟𝑒2𝛼) = ∫ 𝑑𝑟 + ∫
𝑅0

4
𝑟2𝑑𝑟 

𝑟𝑒2𝛼 = 𝑟 +
𝑅0

12
𝑟3 + 𝐶 

𝑒2𝛼 = 1 +
𝑅0

12
𝑟2 +

𝐶

𝑟
 

𝑒2𝛼 = 1 +
𝑅0

12
𝑟2 −

2𝐺𝑀

𝑟𝑐2
                                    (𝐸. 15) 

Dengan 𝐶 = −2𝐺𝑀/𝑐^2 adalah konstanta integrasi. 

Maka elemen garisnya menjadi 

𝑑𝑠2 = − (1 +
𝑅0

12
𝑟2 −

2𝐺𝑀

𝑟𝑐2 ) 𝑑𝑡2 + (1 +
𝑅0

12
𝑟2 −

2𝐺𝑀

𝑟𝑐2 )
−1

𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2) (𝐸. 16) 

jika diambil 𝑚 =
𝐺𝑀

𝑐2 , maka persamaan diatas dapat ditulis kembali dalam bentuk 

𝑑𝑠2 = − (1 +
𝑅0

12
𝑟2 −

2𝑚

𝑟
) 𝑑𝑡2 + (1 +

𝑅0

12
𝑟2 −

2𝑚

𝑟
)

−1
𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑Ω2    (𝐸. 17) 

dengan 𝑑Ω2 = (𝑑𝜃2 + sin2 𝜃𝑑𝜙2). 

Persamaan tersebut merupakan metrik Schwarzschild termodifikasi dalam teori 

gravitasi 𝑓(𝑅). 

 


