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LAMPIRAN A

SIMBOL CHRISTOFFEL, TENSOR RICCI DAN SKALAR RICCI

A.1 Simbol Christoffel

Persamaan untuk mencari simbol Christoffel adalah

P 1 po
Fuv = Eg (avgua + augav - aaguv)

1. Untukoc=p=pu=v

1
uo_
Ty = Eg“ﬂ(auguu + 0uGup —

[ = = gig
ue =59 OuGup

2. Untuko=p#u=v
Fp
[, = — 2 geeq
ue = 759 OpGun
3. Untuke=p=pu+#v

1
F;flv = Eguﬂ(avguu + aug/,n/

1
F/,!LLV = F#ﬂ = ngtavguu

1
pp = Egpp(a#gup + O0uGpu —

(4. 1)

OuGpp)
(4.2)

0pGup)
(4.3)

- aug/w)
(4.4)
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Komponen- komponen simbol Christoffel yang tidak nol yaitu:
1. Untuko=p=u=v

l"ﬂ

pu = nga

uGup
1 1 1
Iiy = 59 01911
1 1 2B 2B
[} = E(_e )6r(—e )
1
iy = 5 (—e™2)2p'(=e?)
F111 = ﬁ’
2. Untuko=p#pu=v
[, = — 2 gPPg
pe = 75970 G
1
F010 = _591151900
1 1 -2 2a
oo = _E(e )0 (—e%)
1 1 -2B / 2a
Too = _E(e )Za (—e®9)
1,2a-2

I =a'e

1
lez = - 591151922

1

lez = _E(e_zﬁ)ar(rz)
1

Iy, = —E(e‘zﬁ)(ZT)

I}, = —re 2P
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1
F§l3 = - 591161933

1
T =— > (e~2P)a,(r?sin? 9)

1
[ = — 5 (e=2F)(2rsin? 9)
I = —re ?fsin? 0

1
F323 =- 592202933

1
r4 = -5 (r=2)9y(r?sin?0)
I'%4 = —sin@ cos @
3. Untuke=p=u+#v

1
F;flv = F#u = Eg‘mavguu

1
F& = 1ﬂ100 = 590061900

1
) = Ty = 5 (-2, (=€)

r'221 = 122 = 592261922

F221 = 122 = _r—zar(rz)



1
F331 = 133 = 593301933

1
I3 =T = > (r~2sin™2 )0, (r?sin? 9)
3 s 1 o (2 1
I3, =105 = E(r sin™* 0)(2r sin“ 0) = -
3 1 a3
I3 =T = EQ 02933
3 s 1. o 2 cin2
I3, =0 = E(r sin™* 8)0dg (r* sin“ 8)
3 s _ 1. o 29 i
I3, =05 = > (r=2sin™* 0)(r* 2sinf cos 0)

cos @

3 =T =
32 =123 =
I3, = T35 = coth

Dengan demikian terdapat 13 komponen simbol Christoffel yang tidak nol,

0 _p0 _ 7
[on=T=«a

Idy = a'e?*2F
F111 =p
Iy, = —re2p
I} = —re ?Psin? 6
1
M3 =T% ==
21 =12 =7
I'Z = —sin@ cos @
1
I3 =T ==
31 = i3 =

F332 = F233 = COtH

(A.5)
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A.2 Tensor Ricci

Tensor Ricci yang tidak nol dapat pula diturunkan, dimana tensor Ricci
didefinisikan sebagai berikut:

Ry = 0,1 — 0,00, + T, T3, —To TS (B.1)

1.Untuku=v=20

Roo = dolgo — 0 Tg0 + F(fo' ;0 - F(fOFp("U
Roo = —01Tg0 + Toolh + TouTgo — Tooliy
Rop = —01Tgq + Toolih + ToaToo — oo (T +Tdy + Ty + T)

Roo = —01Tg0 + TooT5o + To1To0 — Toolth — TooTt: —Toolt2 — Tool'ss
1
Roo = —0,(a'e?%72F) + a'(a'e?%72F) — (a'e?*72BB") — (0(’62“"23 ;)
—_ (a’eza—zﬁ 1)
r

ROO — _(a"eZ(z—Zﬁ) _ al(zal _ 25/) + al(aleZa—Zﬁ) _ a/'BleZa—zﬁ

2a’
——e
r

202
] 2a’
Ryo = e?%72B (—a —2a" +2a'B' +a’? —a'f — 7)

. 2a
ROO — (_a + 0(',3, _ arz _ T) eZa—Zﬁ
2.Untuk u =v=1
Ryy = 0,0, — 0,T + T - e re,

Ryy = (01Tfy + 04Ty 4 04T + 01T3%) — 01Ty + (DTG + Tl + 5T
+ Flgarigl) - Flllrloa
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Ryy = (01Tfp + 04Ty 4 01T + 01T%5) — 01Ty + (TpTgy + I Iy + TATH
+ 505 — T (T + Ty + T4 +T%)

Ryy = (01Tfp + 04Tfy 4 01T + 01T%5) — 01Ty + (TpTgy + I Iy + TATH
+I505)) — (T I + Ty + TS + THT)

Ry, = 0,(a") + 0, (%) + 0, (;) + o' (a') +%(1) N l(l)

r r \r
(rren @)

. 1 2 1 1 o Zﬂ’
Ri1=«a +26T<;)+a +T'_2+T‘_2_ af +T

2 28’
Ru=a"—-—+a?+—— af — =
11 TZ T2 ﬁ r

2 I
Ry = a"+a’2+—a’ﬁ'—TB

3Untuku=v=2
Ry, = azrzga — 0517, + FéDaFPJZ - F;ZFPJU

Ry, = 62F233 - a11—‘212 + (learfz + 1—‘2201-‘262 + F230F3?2 + F130F3?1) - lezrlaa

Ryp = 0,195 — 045 + (TaTy + T34 Ty 4 T55155) — T (T + Ty + T
+TI)

Ry = 0,155 — 0113, + (TLTh + TA TS, + T5T5,) — (DL + DIy + TLI5
+ ILTs)

1
Ry, = dg(cot8) — 8, (—re™2F) + <; (—re~2F) + cot B (cot 9))

_ (_re—w(a') + (—re )p’ + (—re?F) (%))
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— (—e 2P + (=1)(—2B)e 2P) + (—e7%F + cot? 9)

— ((—a'r = B'r — 1)e~2F)

22 7 sin2 0

1 cos? 6

R,, = (1—=2B'r)e 2P —e2B —
22 = ( B'r)e ¢ sin29+sin29

—(—a'r—p'r—1)e?F

cos?6 —1
Ry,=(1=28r—1+ar+pBr+1)e2Py— " =
22 = ( p'r a'r+p'r Je sin? 9

sin? @
Ry, = (a'r = B'r +1)e 2F —
22 = (a'r=B'r+ e sin2 9

Ry, = (1—pB'r+a'r)e 2k -1
4. Untuku=v=3
R3s = 0315, — 0,18 + T3 T% — T

R33 = — (01133 + 0,T53) + (T3,T% + I3,T55 + I5,T53) — (T334 T&I,)

R33 = —(011—‘313 + 62F3»23) + (F3’13F133 + I-‘323FZ33 + (F331F313 + l—‘3321—‘323)) - (F313(F100
+ Ty + T8 + %) +T505)

R33 = _(alr?>13 + 62F323) + (F3'13F133 + l-‘323FZB3 + F331F313 + F??2F323) - (F313F100
+ T3l + Tl + Dl + T55155)

R33 = —(611_'313 + 62F3-23) + (Flo() + Flll + l—‘122 - F:)?l)FB}S + F323F233)
Rss = —ar(—rsinzee_zﬁ) — dg (—SinG(cose))

1 1
- (a’ + B+ ~= ;) (—rsin?0e=2F) + (cot 8(—sind cosh))

R3;3; = —sin? @ (—r (—Zﬁ’e_zﬁ) — e‘zﬁ) + (cos? 6 — sin? 0)

1 1
- (a’ + B+ ~= ;) (—rsin?0e=%F) + (cot 8(—sinbcosh))
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R33 = (Sin?6 — 2B8'rSin*6)e~2F + (cos?  — sin? H)

cos @

— (a’ + B (~rsin?e?F) — ( (sinBcosB))

sin @

Ry = (Sin?6 — 2B'rSin?0)e~%F + cos? 6 — sin? 6

+ (a'rsin?6 + B'r sin? 8)e 2 — cos?6
Ry3 = (Sin?6 — 2p'rSin?0)e~2F — sin?6 + (a'rsin?6 + B'r sin? f)e =28
Rs3 = (1—2B8'r)e %8Sin?0 — sin0 + (a'r + B'r)e ?Fsin?0
Ry3 = ((1=28'r)e ?F -1+ (a'r + f'r)e ?F)sin?6
Ry =((1—=2B'r+a'r + B'r)e %k —1)sin?6
Ry3 = ((1—=B'r +a'r)e %k —1)sin?0
Ras = Ry, Sin0

Sehingga, diperoleh komponen-komponen tensor Ricci yang tidak nol,

; 2a’
ROO — (_a + 0(',3’ _ arz _ T) eZa—Zﬁ

2 !
Rii=a"+a*+—-dp _TB
Ry, = (1 —pB'r+a'r)e ?$ -1

R33 = R22 Slnze

(B.2)
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A.3 Skalar Ricci

R =gt'Ry,
R =g°Rpo + g"'R11 + g**Ry; + 9**R33
" 2a'
R = _e—Za (_a + (X’ﬁ, _ arz _ 7)820(—2[?

2 !
+e7%F <a" +a?—a'p — Tﬁ>

+r2 ((1 —B'r+a'r)e 2P — 1) +r7%sin™26 (1—B'r

+ a'r)e 28 — 1)sin?6

. 2a’ 28’
R = <C¥ _ a’ﬁ’ + a'? +T>e—2a’+2a—23 + (an + a® — (l,ﬂl _T’B>e_2ﬁ

" 2a' 2" 2 2B" 2a
R=<a —a’,B’+a’2+—+a"+a’2—a'ﬁ'—£+—2— '8+ >e‘23
r r o r2 r T
2

12
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R = (20(" —2a'B’ + 2a'’?

R=2{<a"—a’ﬁ’+a’2+7—

4o’ AR 2
e et
T r o r
2a’ 2B’
L
T

)

1
-2
=)
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LAMPIRAN B

PENURUNAN PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN STANDAR

Kita mulai dari aksi Einstein-Hilbert

S=55+5n (B.1)
dimana
Sy = [ d*x[—g(L,) dan S, = —f d*x[—g (L) (B.2)
aksi total menjadi
S=[d*/-g(Ly+ L) (A.3)

dengan L, merupakan rapat langrangian medan gravitasi sedangkan L,

merupakan rapat langrangian dari materi.
Bentuk dari £,

Ly == (B.4)
Sehingga persamaan (B.3), menjadi:
S={ d*xJ=g (55~ Lm) (B.5)

Berdasarkan prinsip aksi terkecil, variasi dari suatu aksi haruslah sama dengan

nol 6S = 0, sehingga
5 = [ 8{d*x =g (55— Lm)} = 0 (B.6)
— [ d*x 5(=gR) — [ d*x 8(=g L) =0 (B.7)

Tinjau suku pertama persamaan (A.7)
§(J—gR) = 6(y—9 9"'Ruw)
§(J=9gR) = (6 /=9 9" Ruy + /=g (69*)Ryy + /=99’ (6Ry)  (A8)

Variasi suku ketiga persamaan (B.8)
Ruw = 8T — 0,T%, + T4 Th, — T4TE,
SRyuy = 8(0.T%) — 8(8,TE) + S(TETH) — 8(TsTh,)
SRy = 6(0aT%) — 8(0,T%,) + 8(T )Tk, + T8 (T, )

_S(F/fﬁ)rfv - F/fﬁa(r(fv
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ORyy = [5(6 &) —6(T, ﬁ)rﬂ B (Fﬁ )]
~|8(0ur&) - s (8 )k, — 156 (T4, )]

SRy, = Dy (6TZ) — D, (6TE,) (B.9)
Mengalikan persamaan (B.9) dengan g#¥
9""8Ryy = g*'{D, (8T%,) — D, (TN}
" Ry, = g""De (8T5) — 9" Dy (8T)
9" 8Ryy = Do (g"V8T) — (Dag"™) 8T, — Dy (96T
+ (D,g"") 6T, (B.10)
turunan kovarian dari tensor metrik sama dengan nol, sehingga suku kedua dan suku
keeempat lenyap. Persamaan (B.10) menjadi
g*8R,, = D, (g*'8TE ) — D, (g*oTE,) (B.11)
Kontraksikan simbol a = Adanu = 4
9" SRy = Dy (g"6T4,) — Da (976T,) (B.12)
Jika digunakan teorema Gauss maka integral suku ketiga dalam persamaan (B.8)
menjadi lenyap karna berubah menjadi integral permukaan yang variasinya sama

dengan nol
[ d*x/—g g*"(6Ru) = 0
fd”‘x —g S8Ry, g™ f — d4x1/—g(g“"5rﬁv - g’“M‘gv) =0 (B.13)

tersisa suku pertama dan kedua dari persamaan (B.8)

§[d*x,/—gR = [ d*x g"R,, 6((—g) + [ d*x\/—g Ry, (6g*") (B.14)
Variasi determinan metrik pada suku kedua persamaan (B.13) digunakan hubungan
69 = 99" 69w = —99u89""

Maka,

e J_

—g=- 6g
2\/-g
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8 —g——z\/——( 99uw0g*)

I V=g
dikalikan dengan —
g V-9

1
6\/_ = _E\/__gguvgguv (B.15)

subtitusi persamaan (B.15) ke dalam suku ke dua persamaan (B.14) dan hubungan

9" Ry, = R maka diperoleh

1
6 [ axy=gR = [ @' 9" Ru(-5V=9009") + [ dx=g Ruw 59
1
6] d*x,/—gR = J d*x /=g Ry, (6g*Y) —f d*x,/—g EguvR (59"
5[ d*xJ=gR = [ d*x /=g {Ruw —3gwR} 59" (B.16)

Variasi aksi pada persamaan (B.7) dimana £,,, = £,,,(g"?, gf;”), maka persamaan

(B.7) dapat dituliskan
d(V=9Lm d(=0Lm
6(J=9 Lm) = 5522 89" + H 55 5(00g")

agwv
0(V=0Lm d(V=0Lm
6(J=9 Ln) = 5, 59 + X085 0, (59) (B.17))
Jika diterapkan aturan differensial parsial pada suku kedua persamaan (B.17) maka
diperoleh
9 a(r Lm) v 6(«/_ Lm) vy 6(«/_ Lm) 9 v
2 [P gt = [ (25| oo 2 (59

OWTLw) 0_ (5 vy = 2 [a(rﬁm) (59 W)] [

a(\/_Lm) v
99" oxa dxa ( )]5 “ (B.18)

ox«®

subtitusi persamaan (B.18) ke persamaan (B.17)

5(/=9 Lm)_a(rﬁm) sghv — [a (a(F%m))] Sghv + aa [a(rﬁm) (5g;w)]

aghv ox“* 09 x@
0(V=GLm 8 (0(y=9Lm a [0(y=9Lm
875 £m) = {2000 - [ 2 (2T [} s + 52 [k 5t | (B.19)

Mengacu pada prinsip Hamilton bahwa variasi dari suatu aksi stasioner (61 = 0)
dan suku kedua pada persamaan (B.19) akan lenyap sebagai konsekuensi integral

luasan Gauss, maka

38



OW=GLm) 8 (9(N=GLm
[ d*x 6(J=g L) = [ d*x [%—5(%)] 59" (B.20)

Subtitusi persamaan (B.20) dan (B.16) ke persamaan (B.7) diperoleh

L dtx /=g _1 w_ g4, [0G=GLm) 0 (a(ﬁﬁm)) _
21c2 d%x { Z‘g‘wR} 89 d x[ aghv ox« 69‘(;” 59#” =0

[ d*x =g 2 59" — d*x [—a(‘/"_gﬁm) i (6(\/_Lm)>] Sg" =0

aghv dx
Dengan mengambil suku dalam kurung, maka dari persamaan (B.21) diperoleh:
" :é[a(gfm)_ az_a (a(@%))] (B.23)

Persamaan (B.23) merupakan persamaan medan Einstein, mengingat G,,, = k*T},,,
maka tensor energi momentumnya adalah:

_ 2 |00=9Lm) _ 0 (0(=9gLm)
He _v—_g[ agnv 6x“< 99" )] (B.24)

Persamaan (B.24) di atas merupakan sajian eksplisit bagi tensor energi-momentum
untuk setiap medan materi selain gravitasi.

Secara lengkap persamaan medan gravitasi Einstein dapat ditulis

1
Gy = Ry — EguvR = Kk%T, (B.25)

81G
dengan k2 = ==

ct’
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LAMPIRAN C

SOLUSI SCHWARZSCHILD DALAM TEORI GRAVITASI EINSTEIN

STANDAR

Persamaan medan Einstein dalam ruang vakum (T,,,, = 0) dirumuskan sebagai

G,y = 0dengan G,,, = Ry — %gwR, sehingga

1
Ruv _EgHVR =0

1
Ruv = EguvR

Kontraksikan dengan metrik g#v, maka akan di dapatkan

Dimana (S[f = g*"’g,» = 4, maka persamaan diatas menjadi

R =%(4)R

R=2R->R=0
Subtitusi ke persamaan (C.1), diperoleh

Ry =0

Karena (R,, = 0), maka persamaan medan hanya memberi 3 persamaan

2a'

r

_an + a,ﬁ, _ alz _ — O

26’

2
a"+a" —af ——=0
p r

A-Br+are?=1

dengan menjumlahkan persamaan (C.5) dan persamaan (C.6),

20" 2B’
L2
r r

=0

(€. 1)

(€.2)

(€.3)

(C.4)

(C.5)

(C.6)

€.7)
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2 ’ 1_0
(@ 4B =

a'+p =0
a' =-p (C.8)
Integrasinya memberikan
a+p=A (C.9)

dimana A adalah konstanta integrasi.

Selanjutnya integrasikan persamaan (C.7) dengan menggunakan persamaan (C. 8)
sehingga diperoleh
1-Br+are?=1

(1— (—a)r+a'r)e2Ca) =1
1+ar+ar)e?® =1
(1+2a'r)e?*=1

e2® + 2a're?® =1

d
E[re2 =1
d (re?®) =dr (C.9)

dengan mengintegralkan persamaan (C.9), maka
[d[re**] = [ ar
re’* =r+B (C.10)
Integralkan
[d(re?®) = [dr
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re’* =r+B (C.11)

Dimana B adalah adalah konstanta integrasi. Dengan demikian didapatkan

hubungan
B
e =1+ — (C.12)

Untuk menentukan kontanta integrasi B, diberikan syarat batas untuk jarak yang
sangat jauh dari massa sumber (r — o0), pengaruh gravitasi menjadi sangat lemah
sehingga geometri ruang-waktu haruslah tereduksi menjadi ruang Minkowski.

Dengan kata lain,

Joo(r » ®) = —e?2% = —1 (C.13)
gii(r > o0) =e?f =1 (C.14)
Yang hanya dipenuhi oleh
a(r - o) -0 (C.15)
p(r > o)—>0 (C.16)

Sehingga A = 0, yang memberikan
a+f=0-a=-p (C.17)

Kemudian untuk menentukan nilai konstanta B, ditinjau komponen g,, dalam limit

medan lemah. Lagrangian non-relativistik berbentuk

L =—mc2—m¢+5mv2
L=—-mc|lc+——"—
c
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L= fO_L v c.18
=-mc|c p Zgijcv (C.18)

Pada koordinat kartesian g;; = —§;;, sehingga menjadi

ijo
L= P C.19
=—-mc|c p Zgijcv (C.19)

Integral aksi adalah

szLdt
B o 1 vij
I—f(—mc<c+c+2gijcv dt

B ¢ 1 v
I = mcf<c+c+2gijcv dt
B ¢> 1 vidx/
I = mcf<<c+c +2gl-jc it dt
) 1 vidx/
I=—mcf<(1+c—2)c+§gij?E dt

0] 1 vt
I=-mc/ ((1+C—2)cdt+zgij?dxf
I=-mc[ds (C.20)

Maka

¢ 1 vt j
ds=<1+c—2)cdt+§gij?dx (C.21)

Sehingga
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, 2
ds? = <1+£>cdt+lg--v—ldxj
c? 29Y ¢

py v

c2

\2 1 p\ v 1
d52=(1+c—2> czdtz+§<1+C—2>gij?dx1cdt+i(1+

1 vt i
+Z gij?dx

b\ o)

2

4

2 2 .2 v! i 1 v j
ds =(1+c_2> codt +<1+C—2>gij?dx cdt +— gl-j?dx

. 1 vi A2
dlmanaz(gij?dxf) ~ 0

¢\’ ¢ vt
ds? = <1 +§) c2dt® + (1 + C—2> gij— dxlcdt

2

ds* = (1 + %) c?dt? + (1 + %) givide dx’

2
ds® ~ (1 + %) c?dt? + <1 + %) gijdxtdx!

dengan
)\’ ¢ ¢ ¢
(1+C_2) =1+C_2+_2+C_4
$\* 2¢  P? 2¢
<1+C—2> :1+?+C_4~1+?
Serta
1+£ dxtdxt ~ gi:dxtdx’
c2)9ijdx axs = giax-dx
Sehingga

2 o
ds? = (1 + C—f) c?dt® + g;jdx‘dx)

)gij?dxfcdt

(C.22)

(C.23)

(C.24)

(C.25)

C.26)
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didapatkan komponen g,

2¢
Joo = (1 +§) (C.27)
Dibandingkan solusi Schwarzschild pada persamaan (C.12) dan (C.27)
B 2
r c
B 2¢
r ¢
2r
B=¢— (C.21)
dengan ¢ = —GTM adalah potensial gravitasi Newton.
Sehingga
_ GM2r
1 2
2GM
=- (€.22)

Jika dimisalkan m = Z—Aj maka B = —2m
Elemen garisnya akan menjadi
ds? = — (1 - Z_m) c?dt? + (1 — Z_m)_l dr? + r?(d6? + sin? 8d¢?) (C.23)
T r '
Persamaan (C. 23) dapat ditulis kembali dalam bentuk
2 _ _7”_522 _E_l 2 2 2 2 2
ds? = - (1 r)c dt? + (1 r) dr? + r2(d6? + sin? 8d¢p?) (C.25)

Denganr; = 2m

Persamaan diatas merupakan metrik Schwarzschild dalam teori gravitasi Einstein.
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LAMPIRAN D
PENURUNAN PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN TERMODIFIKASI
DALAM TEORI GRAVITASI f(R)

Aksi dari teori gravitasi f(R) diberikan oleh persamaan (2.21):

S = Sg (guv) + Sm(guv: ll}) (D.1)

dimana S, adalah aksi gravitasi dan S, adalah aksi materi.

aksi total gravitasi f(R) dapat ditulis,

5= an (f ))+Sm(gw,z/))

1
=-3 f d*x\/[—gf(R) + Sm (D.2)

Untuk mendapatkan persamaan medan gravitasi f(R), kita terlebih dahulu

meninjau suku pertama dengan memvariasikan terhadap metrik g,

1
~ o7 | =g ) ©.3)

8S = 2%2 d*x,/[—g5(f (R)) +% f d*x6(/—g)f(R) (D.4)

Kita tinjau suku pertama pada persamaan di atas,

1
— o7 | ¢*/~g8 () (.5)

Variasi f(R):

d d ad 0
5f(R) = LB sp = LB 5(guvR,, ) = LD (5gi)R,, + LD grvsR,, (D6)
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Subtitusi ke persamaan (D.5),

of (R of (R 1
fd4 _ &( 5g")R,, + f;)guvaRw> +ﬁfd4x6(\/—_g)f(R)

= oz [ x|y (B2 G+ L ) + 51|

=2 [t (Vg L2 (59")R,, + Vg L2 gR,, ) + (V=) (R))

Sehingga variasi aksi terbagi 3 bagian,

8S = (651) + (652) + (653)

dimana
d
5(s1) = % [ d*x [@ (89" R,
of (R
8(52) = - [ d*e =g [ L0 grsw,,
8(53) = 351 dals({=a)F(R)]
atau bisa ditulis kembali, dengan 6(/—g) = —5./—g gWSgﬂV

§(S1) = [d*x[—g [ OrR) W] 5gh¥
8(82) = [d*x[—g Of R )g”v] SR,y

5(83) = fd4x\/__g [_%guvf(R)] s5g*”

(D.7)

(D.8)

(D.9)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)

Untuk mendapatkan suku kedua &§(S2) bentuknya sama dengan §(S1) dan

6(53), maka dilakukan variasi tensor Ricci:
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SRuy = 8(0aTf — 0T + T TS, — TT, )
SRuy = 80415 — 60,1 + (8T/ )T, + T/ (6T8,) — (8T%)r8, - 1%(sT5,)
SRy = 80415 — (6T )T, — T (6T, ) — 89,1 + (8T, g, + 1/, (815,
SRy =|60,T5 — (6T%)TE, - ;ﬁ(srfv)]
— |60, — (615, )58, — 15 (7)) (D.15)
Dengan menggunakan hubungan turunan kovarian,
DaOTE, = 60,T%, — (T, — 1%5(5T5,) (D.16)
D,6T%, = 8,I%, — (arf,,)rga — 12 (6T%,) (D.17)
Sehingga variasi tensor Ricci menjadi,
SRy, = DoOTS, — D, 0TS,
SRy = VoOTE, — V,6T%, (D.18)
Kontraksikan tensor Ricci dengan g*¥,
"SR, = gH (V8T — V,0T%,)
gt SRy, = Vo g Ty, — Vg T, (D.19)
Dengan mengkontraksikan @« =  pada suku pertama dan v = 8 pada suku kedua:

9" SRy, = VpghvsTh, — Vg gHPSTE,

9*"6R,y = Vg(g"v8TS, — g 8T, ) (D.20)
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Subtitusi variasi dari 6Ff,, dan 6Ty, terkait dengan §g+”:
1
6Ffv =73 (gauvv(ggaﬁ) + gauvu(69aﬁ) - gulgvavﬁ(é‘gla)) (D.21)
1
51—}?(1 =3 (gpuva(5gap) + gpuvu(agap) - guaga)lva(é‘gla)) (D.22)
Subtitusi persamaan (D.21) dan (D.22) ke persamaan (D.20):

g”vsRuv = VB [g;w (_i{gauvv(é\gaﬁ) + gauvu((sgaﬁ) - gulgvavﬁ((sg/la)}) -

g”ﬁ (_%{gpuva(6gap) + gpuvy(6gap) - guagalva(é‘gla)})]

9" Ry = =3V 9" (9euVo(89%) + 909, (69) = 911905 V* (8977) ) —

9" (9ou9a(69) + 9p,9,(89) = 9,u59a29(897))]

1
gMUSRuv = _Evﬁ [g‘wgauvv((sgaﬂ) + gyvgauvu(agaﬂ) -
9" 92 9vs VP (8977) — 90 9puVa(89P) — g*F gV, (89°F) +
guﬁguagalva (69/10)]

9""6Ryy = — V5| 627, (89%F) + 82V,(69%%) — 91,V (697) -

8EVa(69%7) = g*89p¥,(69°°) + 82 goa V(6977

9*"6Ryy = — 25|62, (89%F) — 85V, (8977 + 82V, (69%%) —

925VF(89%7) — 9" 9V, (89%°) + 5fga;1V“(6g)“’)]

1
g”USRW = —Evﬁ[va(&g“ﬁ) - Va((?gaﬁ) + V#(Sg”ﬁ) — gMVB(SgM)

— 9" 9ou9,(69%) + 68 902V (597)]

1
9" SRy = =5V [V.(69%F) — 926VP(697%°) — 9, VP (69%) + 9aaV¥(69™F)]
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1
9" SRy = =5 p[Vu(69") + 9a2V*(69™) — 925V (89%%) = gpuV* (89°)]
gt oR,, = —%Vﬁ [Vﬂ(dg”ﬁ) + V,l(dg'w) — gMVﬂ(SgM) — gpuvﬁ(5g“p)](4.23)
Dengan mengkontraksikan a, A = u dan p,o = v diperoleh:
1
gﬂ”é‘le = - Evﬁ [V#(Sg“ﬁ) + Vu(6g”ﬁ) - guvv'g(agm}) - guvvﬁ (59”17)]
1
9" Ry, = _Evﬁ[ 2V,(69"%) = 2 guuVF (69")]
9"’ 8Ryy = — V[ V,(69"F) — 9, VP (69*)]
"SRy = guw Vg VE(8g") — V, Vg (5gHF)

9""0Ry = gy O (6g*) =V, V,, (69*") (D.24)

of(R)
oR '’

didapatkan variasi aksi total dengan F(R) =

35 = 221 V70 PR x4 [ =G FE) (500 80 -

Y, Vy (69")) d*x =5 [ =9 F(R) gy 69" d*x| + 65y = 0

_ 1

=z [f V=9 F(R)R,6g™ d*x + [ \/—g guw O F(R) 6g"” d*x —

[ =9 Vu Vs F(R) 59" d*x =2 [ \[=g F(R) guy 59*” d*x| + 65, = 0

6S

85 == =g {F(RIRuw + guw O F(R) = V, V,F(R) —

2F(R) guv} 9™ d*x| + 68 =0 (D.25)

Tinjau suku terakhir, dimana variasi aksi medan-materi, didefinisikan sebagai:

8Sm=—[6(/—gLy) d*x (D.26)
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dengan memasukkan persamaan (2.15), diperoleh:

f[a(\g;jM) aa <6(\/_LM))] Sghv d*x (D.27)

dari persamaan tensor energi-momentum (2.20) diperoleh hubungan:

d(/=gLm) _ 0 (mﬁz:m) _ Tw=g (D.28)
aghv Ix« a9y 2 '
Masukkan persamaan (D.28) ke persamaan (D.27) diperoleh:
— [ (GV=gTw) 89" d*x (D.29)

Sehingga dengan memasukkan persamaan (D.29) pada persamaan (D.25) menjadi:

~ 22 [fJ_ {F(R)R,w+ 9w OF(QR) = V, V,F(R) —
LR o} 5™ @3] - (17T T) 8977 atx =0

F(R)

=3/ =[5

1
{le + guv - Vu Vv} - ﬁf(R) Juv — T/w] 69Hvd4x =0

F(R) 1
{R;w + gy U — Vu Vv} - ﬁf(R) Juv — T;w =0

iz F(R){R;w +9,0-V, Vv} - lf(R) Juv| = T (D.30)
K 2
Sehingga diperoleh

F(RRyy = 5 f(R) Gy + G O F(R) = Y, VuF(R) = 12T, (D.31)

Persamaan diatas adalah persamaan medan dalam teori gravitasi f(R).
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LAMPIRAN E
SOLUSI SCHWARZSCHILD TERMODIFIKASI DALAM TEORI
GRAVITASI f(R)

Elemen garis simetri bola

ds? = —e22Mqt2 4 2™ 4 12(d62 + sin? Odp?) (E.1)

Tensor metrik kovarian

—e2¢ 0 0 0
_ 0 el 0 0
guv - 0 0 _r,2 0 (E' 2)
0 0 0 7r2sin%6
Tensor metrik kontravarian
—e~2a 0 0 0
—2B 0 0
wo— 0 e E.3
g O 0 ,r—Z O ( )
0 0 0 r?sin72%6
Simbol Christoffel jenis kedua
p 1 po
F;w = Eg (avg;w + 0y Gve — aaguv) (E.4)

Beberapa komponen simbol Christoffel yang tidak nol,

0 _ 10 _ 7
[pn=Tp=«a

o = a'e?* 2P

iy =p

I}, =—re 2P

I} = —r sin?6 e728

1
Iy =13 =;
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I'%4 = —sin @ cos 6
1
3 =T} ==
13 = I51 =
I3, =T, =coth (E.5)

Komponen-komponen tensor Ricci yang tidak nol,

2a'
ROO = <_an + alﬁl _ a/2 . T) eZa’—ZB

Ryy=(1—-pBr+ar)e? -1
R33 = Sirl2 9 R22 (E 6)

Solusi yang dicari adalah solusi dengan konstanta kurvatur R = R,. Sehingga

persamaan Einstein menjadi

R, F(R) — %guvf(R) =0

R F(R) = %gwf (R) (E.7)
RuF(Ro) = 5 gy f (Ro) (E.8)

diperoleh,
_ 1/ Ry) (E.9)

uv _ETRO)‘Q’W

Trace persamaan medan (E.7),

9" (R F(R)) = g (% IS (R)>
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WRF(R) = gM g,
g uv ) g,uvz

RE(R) = 5 £(R)
RF(R) = 2f(R)
maka persamaan diatas menjadi
RoF(Ry) = 2/ (Ry)

Kemudian R, didefinisikan,

2f (Ry)

Ry =——+

F(R,)

Ry _ f(Ro)

2 F(Ry)

Sehingga persamaan (E.9), menjadi
R

R;w = Zoguv

Menggunakan R,, dan a’ = —f’

f(R)

(E.10)

(E.11)

(E.12)

(E.13)

(E.14)

R
AQ+ar+are*®*—1= Zo(rz)
R
(1+2a'r)e?*—-1= Torz

R
e?® + e?Qa'r =1+ Zorz

d R
E(rez"‘) =1+4—272

4

[d(re?®) = | (dr+%r2dr>
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R
[d@re?®) = [dr+ [ Torzdr

R
re?® =r+—r34C

12
2 — 1 0.2, =
e +12r +
R 2GM
e2% =1 +1—ng -— (E.15)

Dengan C = —2GM /c”2 adalah konstanta integrasi.

Maka elemen garisnya menjadi

Ro_ o 2GM

Ry o 2GM
12 rc?

-1
ds? = —(1+ Yae? + (1+%27 7) dr? + r2(d@? + sin? 8dp?) (E. 16)

jika diambil m = i—l:l maka persamaan diatas dapat ditulis kembali dalam bentuk
-1
ds?=—(1+2r2 =2 qr? + (14272 = 22) " ar? +1240% (E.17)
12 r 12 r

dengan dQ? = (d6? + sin? d¢?).

Persamaan tersebut merupakan metrik Schwarzschild termodifikasi dalam teori
gravitasi f(R).
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