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ABSTRAK

Misalkan G adalah suatu graf sederhana. Suatu fungsi f dikatakan pelabelan rata-
rata dari graf G jika f:V(G) — {0,1,2,...q} dimana q adalah banyaknya sisi
sedemikian sehingga label sisi f*(uv) = [M] berbeda. Dalam skripsi ini
akan ditentukan pola pelabelan sedemikian sehingga graf prisma P,, ,, adalah graf
rata-rata. Dalam menentukan pola pelabelan rata-rata pada graf prisma P, ,
dilakukan dengan menunjukkan pola pelabelan rata-rata pada graf prisma Ps ,,,Py .,
dan Ps,,. Hasil yang diperoleh yaitu graf prisma P, ,, adalah graf rata-rata untuk
m > 3 dan setiap n bilangan bulat positif.

Kata Kunci: Graf prisma P, ,,, Pelabelan rata-rata, Graf rata-rata
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ABSTRACT

Let G be a simple graph. A graph G is called mean graph if it admits a mean
labeling. A function f is called a geometric mean labeling of a graph if f: V(G) —
{0,1,2, ...q} where g is the number of edges such that the edges label f*(uv) =

[M] are distinct. This thesis demonstrates the labeling pattern such that a

prism graph B, ,, is a mean graph. In determining the mean labeling pattern on a
prism graph P,, ,, it is obtained by demonstrating the mean labeling pattern on a
prism graph Ps,,P,,, and Ps,,. The obtained result shows that the prism graph
B.» is @ mean graph for m > 3 and each n positive integers.

Keywords: Prism Graph B,, ,, Mean labeling, Mean graph
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Matematika adalah suatu ilmu yang mendasari perkembangan ilmu
pengetahuan dan teknologi modern. Seiring dengan perkembangan zaman,
matematika menjadi salah satu ilmu dasar yang dapat dimanfaatkan dalam
kehidupan untuk memecahkan masalah. Matematika dengan berbagai cabang
ilmunya sering digunakan untuk menemukan jawaban terhadap masalah yang
dihadapi oleh manusia. Salah satu cabang ilmu yang terdapat dalam matematika
adalah teori graf.

Seorang ahli matematikawan terkenal dari Swiss bernama Leonhard Euler
disebut sebagai bapak teori graf ketika pada tahun 1736 berhasil menyelesaikan
masalah terkenal yang belum terpecahkan pada saat itu yang disebut Konigsberg
Bridge Problem melalui karyanya “Solutio problematis ad geometrian situs
pertinentis”. Euler mencoba membuktikan kemungkinan untuk melewati empat
daerah yang terhubung dengan tujuh jembatan di atas sungai Pregel di Konisberg,
Rusia dalam sekali waktu. Masalah tersebut kemudian digambarkan dengan
menentukan keempat daerah tersebut sebagai titik dan ketujuh jembatan sebagai
sisi yang menghubungkan daerah satu dengan daerah lain. Hal inilah yang menjadi
konsep awal lahirnya teori graf.

Salah satu topik yang terdapat dalam teori graf adalah pelabelan. Pelabelan
graf merupakan pemberian nilai dengan bilangan bulat positif pada titik, sisi atau
keduanya dari suatu graf sehingga memenuhi kondisi tertentu. Pelabelan titik
adalah pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi adalah pelabelan
dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan dengan domain
gabungan himpunan titik dan himpunan sisi [1]. Sejauh ini dikenal beberapa jenis
pelabelan pada graf, salah satunya adalah pelabelan rata-rata.

Somansundaram dan Ponraj pertama kali memperkenalkan konsep pelabelan
rata-rata. Pelabelan rata-rata pada graf G ialah sebuah fungsi satu-satu f yang

memetakan titik di graf dengan bilangan bulat f:V(G) - {0,1,2,...,q} dan ¢

adalah banyaknya sisi sedemikian sehingga label sisi f*(uv) = [M} berbeda.
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Hingga saat ini manfaat pelabelan graf dirasakan peranannya, diantaranya sebagai
teori pengkodean, X-ray, cristalography, radar, desain sirkuit, jaringan komunikasi,
manajemen database, dan sebagainya.

Beberapa ahli telah membahas pelabelan rata-rata dalam beberapa jurnal
diantaranya, Kaneria dan Meghpara [2], membahas tentang pelabelan rata-rata pada
beberapa graf siklus. Lourdusamy dan Seenivasan [3], membahas tentang pelabelan
rata-rata pada graf cyclic snakes. Gayathri dan Sulochana [4], membahas tentang
pelabelan rata-rata pada graf tak terhubung. Sobha, dkk. [5] membahas tentang
pelabelan rata-rata pada beberapa graf spesial.

Dilihat dari beberapa hasil penelitian diatas, masih kurang dikaji mengenai
pelabelan rata-rata pada graf prisma. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk
mengkaji pelabelan rata-rata pada graf yang belum dikaji sebelumnya seperti pada

graf prisma P,, ,, yang dituangkan dalam judul skripsi ini.

1.2 Rumusan Masalah
Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah bagaimana

menentukan pola pelabelan rata-rata pada graf prisma P, ,,.

1.3 Batasan Masalah
Pada penelitian ini hanya mengkayji pelabelan rata-rata pada graf prisma P, ,

dimana n adalah bilangan bulat positif dan m > 3.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan pola pelabelan

sedemikian sehingga graf prisma P, ,, adalah graf rata-rata.

1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:
1. Menambah wawasan mengenai teori graf, khususnya pelabelan rata-rata.
2. Sebagai media untuk mengaplikasikan ilmu matematika yang telah diterima
dalam bidang keilmuannya.
3. Menjadi pustaka bagi matematikawan yang ingin membahas mengenai

pelabelan rata-rata.
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BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pengertian Graf

Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi, dengan
himpunan sisi diperoleh dari himpunan titiknya. Pengaitan titik—titik pada graf
membentuk sisi dan dapat direpresentasikan menjadi sebuah gambar sehingga
membentuk suatu graf. Secara formal definisi graf dapat dituliskan sebagai berikut.
Definisi 2.1.1 Graf adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V himpunan diskrit
yang anggota-anggotanya disebut titik dan E himpunan dari pasangan anggota-
anggota V yang disebut sisi.
Secara matematika dapat ditulis sebagai berikut: Graf G = (V(G), E(G)) dengan
V(G) = {u:u disebut titik} dan E(G) = {(u,v):u,v e V(G)} [6].
Definisi 2.1.2 Graf sederhana G adalah pasangan (V(G),E(G)), dimana V(G)
adalah himpunan diskrit berhingga dan tidak kosong, dengan anggotanya disebut
titik, dan E (G) adalah himpunan pasangan-pasangan tak terurut dan berbeda dari
anggota-anggota /(&) yang disebut sisi [6].
Misalkan diberikan himpunan titik pada graf ¢ adalah V(G) = {v, v, v; v,} dan
himpunan sisinya E(G) = {e, e, e5e,} dimanae; = v,v,, e, = 1,15, €3 = v3v,,

e, = v,V,. Maka akan membentuk graf seperti pada Gambar 2.1.

€4 €2

vy ey L)
Gambar 2. 1 Graf ¢

2.2 Terminologi Graf
Dalam mempelajari graf, terdapat beberapa terminologi (istilah) yang
berkaitan dengan graf. Berikut didefinisikan beberapa terminologi yang akan

digunakan pada pembahasan tugas akhir ini.
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Definisi 2.2.1 Orde adalah banyaknya anggota V (G) dari suatu graf, sedangkan
ukuran (size) adalah banyaknya anggota E (G) dari suatu graf [6].

Definisi 2.2.2 Derajat suatu titik v; dalam graf G, dilambangkan “d(v;)” adalah
banyaknya sisi x € E(G) yang terkait dengan titik v dimana derajat minimum dari
suatu graf G dinotasikan dengan §(G), yaitu §(G) = min{d(v): v € V(G)}dan
derajat maksimum dari suatu graf G dinotasikan dengan A4(G), yaitu 4(G) =
max{d(v): v e V(G)} [6].

Definisi 2.2.3 Lintasan dari titik v, ke titik v, pada graf G dinotasikan dengan
lintasan v, — v, adalah suatu barisan selang-seling antar titik-titik dan sisi-sisi
yang berbentuk vy, e;, vy, €5, ... ,Vn_1,6n, v, dengan ei = v;_yv;, untuk i =
1,2, ... ,n merupakan sisi dari graf [7].

Lintasan yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut lintasan tertutup
(closed path), sedangkan lintasan yang tidak berawal dan berakhir pada titik yang
sama disebut lintasan terbuka (open path).

Misalkan diberikan graf seperti pada Gambar 2.2.1 dengan himpunan titiknya
V(G) ={a,b,c,d,e} dan himpunan sisinya E(G) = {ab, ad, bc, cd, ce}

i}

b

Gambar 2.2. 1 Graf ¢

Pada Gambar 2.2.1 dapat dilihat graf G berorder 5 dan berukuran 5 dimana derajat
titiknya adalah:

d(a) =2 d(b) =2 d(c) =3

d(d) =2 dle) =1
Berdasarkan derajat titik tersebut dapat disimpulkan bahwa derajat titik
minimumnya adalah §(G) = 1 dan derajat titik maksimum adalah A(G) = 3. Pada

Gambar 2.2.1 yang merupakan lintasan terbuka adalah a — b —c — e, karena
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berawal dan berakhir pada titik yang berbeda. Sedangkan yang merupakan lintasan
tertutup adalah a — b — ¢ — d — a, karena berawal dan berakhir pada titik yang
sama.

Definisi 2.2.4 Dua titik u dan v dari graf G bertetangga jika ada sisi uv yang
menghubungkannya, kemudian titik © dan v dikatakan bersisian dengan sisi
tersebut. Demikian pula dua sisi berlainan x dan y bertetangga jika mereka
mempunyai titik yang sama [8].

X

(a) (b)

Gambar 2.2. 2 (a) Titik bertetangga (b) Sisi bertetangga

Pada Gambar 2.2.2 (a) titik u bertetangga dengan titik v karena terdapat sisi yang
menghubungkan kedua titik tersebut sedangkan pada gambar (b) sisi x bertetangga

dengan sisi y karena kedua sisi tersebut mempunyai titik yang sama.

2.3 Perkalian Kartesius
Secara formal, definisi perkalian kartesius dari graf dapat dituliskan sebagai

berikut.
Definisi 2.3 Perkalian kartesius dari graf G,(V,, E;) dan G,(V,, E,) adalah graf
yang dinotasikan dengan G = G, X G, dan mempunyai titik V(G) =V (G,) X
V(G,), dua titik (u,,u,) dan (v, v,) di graf G bertetangga jika dan hanya jika
salah satu dari dua hal berikut berlaku:

1. u; = v, danu,,v, € E(G,)

2. u, =v, danu,,v, € E(Gy) [7].
Adapun contoh misalkan diberikan graf C, dan P,. Perkalian kartesius dari graf C,
dan P, akan menghasilkan suatu graf C, x P,. Himpunan titik V(C,) =
{uy, u,, us, uy} dan himpunan sisi E(C,) = {uu,, u,us, usi,, uu,}. Himpunan
titik V(P,) = {v,,v,} dan himpunan sisi E(P,) = {v,v,}. Dapat dilihat pada

gambar berikut:



Universitas Hasanuddin

y s vy
Ty [ v,
(a) (b)

Gambar 2.3. 1 (a) Graf G, dan (b) Graf G,

Dengan menggunakan perkalian kartesius akan terbentuk graf G, x G, dengan

himpunan titik V(G; X G,) = {u,v1, Uy V1, U3 ¥y, UsVq, Uy Uy, Uy Vg, Uz Uy, Us Uy } DN

himpunan sisinya E (G, X G,) = {Uu VU3 V1, Uy V1 U3 Vq, UzVyUs Vg, U VULV, Uy Vg

Uy Vp, Up V1 U Vp, Uz Vi Uz Vg, Ug V1 UgVp, Uy VpUp Uy, Up VU Vp, Uz U Ug U, Uy VpUs Uy }

Seperti dilihat pada Gambar 2.3.2.

2.4

uvy U vy

Uz
UV

uqvy u vy

UgVz U3V

Gambar 2.3. 2 Graf G, X G,

Jenis-Jenis Graf

Graf dikelompokkan berdasarkan ciri khusus pada setiap graf. Pada subbab

ini akan dipaparkan jenis graf yang akan digunakan pada penelitian ini.

Definisi 2.4.1 Graf lintasan dengan panjang n adalah graf dengan n titik

V1, Vy, ..., Uy dan sisi vyv,,v,v5, ..., 0,_1V,. Graf lintasan dengan n titik

disimbolkan dengan B, [9].

Adapun contoh graf lintasan dapat dilihat pada gambar berikut:
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P, Py P,
Gambar 2.4. 1 Graf Lintasan

Definisi 2.4.2 Graf siklus dinotasikan C,, dengan panjang n, n > 3 adalah graf
dengan himpunan titik V(C,,) = V(B,) dan himpunan sisi E(C,) = E(P,) U {v,v,}

[6].
Dengan kata lain titik terakhir pada graf C,, bertetangga dengan titik pertama C,,.

AYEaS

Gambar 2.4. 2 Graf Siklus

Definisi 2.4.3 Graf Prisma P, ,, adalah graf yang dibentuk dari hasil kali kartesian
antara graf sikel C,, dengan m titik dan graf lintasan B, dengan n titik. Himpunan
V(Pun) ={viji1<i<m1<j<n} dan E(P,,) ={vijvis1 i1 <i<m-—
11<j<njufvp v 1<j<n}ufvv1<i<mil<j<n-1}

merupakan himpunan titik dan sisinya [10].
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Vi1 V21
V21 Va1
Vg1 V31
Vi1 V51
V12 V22
V32
V22 V42
Va2
V32
V12 Vsz2
@) Pyy (b) Ps;

Gambar 2.4. 3 (a) Graf Prisma P,, (b) Graf Prisma Ps ,

Pada Gambar 2.4.3 terdapat dua graf prisma yaitu graf prisma P, , dan graf prisma
Ps5 ,. Himpunan titik dan himpunan sisi graf prisma P, , adalah:

V(P4,2) = {V1,1» VU2,1,V3,1, V41, V1,2, V2,2, V32, V4,2}

E(P ) _ {U1,1772,1: V2,1V3,1, V3,1V4,1, V1,1V4,1, V1,1 V12, V2,1 172,2’}
+2 U3,1V3,2) V4,1V4,2, V1,2V22, V22V3,2, V32V4,2, V1,2Vs,2

Himpunan titik dan himpunan sisi graf prisma Ps, adalah:

V(Ps,z) = {771,1: V2,1, V3,1, V41, Vs 1, V1,2, V2,2, V3,2, Vs 2) 175,2}

E(Ps;) = {U1,1Uz,1, V2,1V3,1, V3,104, Va1 V5,1, V11Vs,1, V1,1 V1,2, V2,1 V2.2, 173,1173,2'}
52 V41V42,Vs51Vs52,V12V22,V22V32,V32V42,V42Vs52,V12Vs52

2.5 Fungsi

Misalkan diberikan dua himpunan yang tidak kosong yaitu A dan B. Suatu
aturan yang memasangkan setiap elemen dari himpunan A ke tepat satu elemen di
himpunan B disebut fungsi dari himpunan A ke himpunan B yang dinotasikan
f+A — B. Himpunan A disebut sebagai daerah asal (domain) dan himpunan B
disebut sebagai daerah kawan (kodomain). Secara umum fungsi dibagi menjadi 3
macam sebagai berikut:
Definisi 2.5.1 Misalkan f: A — B adalah sebuah pemetaan dari A ke B. Fungsi f
disebut injektif jika untuk setiap x; # x, maka f(x,) # f(x,) [11].
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Gambar 2.5. 1 Fungsi Injektif

Definisi 2.5.2 Misalkan f: A — B adalah sebuah pemetaan dari A ke B. Fungsi f
disebut surjektif jika f (A) = B; yaitu jika range R(f) = B [11].

Gambar 2.5. 2 Fungsi Surjektif

Definisi 2.5.3 Misalkan f: A — B adalah sebuah pemetaan dari A ke B. Fungsi f
disebut bijektif jika fungsi f merupakan fungsi injektif dan surjektif [11].

Gambar 2.5. 3 Fungsi Bijektif

2.6 Pelabelan Rata-Rata
Salah satu topik dalam teori graf adalah pelabelan graf. Salah satu jenis

pelabelan adalah pelabelan rata-rata yang digunakan pada tugas akhir ini.
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Definisi 2.6.1 Pelabelan graf adalah suatu fungsi yang memasangkan elemen-
elemen graf ke suatu himpunan bilangan bulat positif [12].

Pelabelan disebut pelabelan titik jika domain fungsi adalah himpunan titik.
Pelabelan disebut pelabelan sisi jika domain fungsi adalah himpunan sisi. Jika
domain fungsi adalah himpunan sisi dan titik maka pelabelan disebut pelabelan
total.

Sekarang ini sudah banyak jenis pelabelan graf yang dikembangkan. Salah
satunya yaitu pelabelan rata-rata. Adapun definisi pelabelan rata-rata adalah
sebagai berikut.

Definsi 2.6.2 Misal G(V,E) suatu graf dan f : V(G) - {0,1,2,...,q} dimana q

adalah banyaknya sisi pada G, fungsi f disebut pelabelan rata-rata pada G jika f

injektif dan terdapat fungsi f*: E(G) — {1,2, ..., q} didefinisikan sebagai: f*(e) =

[@] berbeda untuk setiap sisi e = (u, v) € E. Graf dikatakan graf rata-rata

jika memiliki pelabelan rata-rata [2].
vz

el E'z

vy V3

€g €3

5 5 4

vg €y Uy
Gambar 2.6. 1 Pelabelan rata-rata pada graf Cs

Pada Gambar 2.6 terdapat graf C; dengan himpunan titiknya adalah V(Cs) =
{v1,v,,v3,v4, U5} dan himpunan sisinya E(Cs) = {v1V,, VU3, V3Vs, UsVs, V1 Vs }
dimana v v, = e, V,v3 = e,, V3V, = e3,V,Us = e,, dan v,vs = es diberikan
label titik sebagai berikut:

fw)) =0 fvy)) =1 f(v3) =3

fw)=4  f(vs)=5
Berdasarkan label titik tersebut dapat dilihat bahwa f bersifat injektif karena setiap
anggota domain memiliki pasangan yang berbeda di kodomain. Sebagai akibat

maka diperoleh label sisi sebagai berikut:
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fr(vivy) =

fr(vavs) =

fr(vsvy) =

fr(vavs) =

fr(vivs) =

f(v) +f(v)] [0+ 1
2 2

f(vy) + f(w3)] 1+ 3
2 2

f(vs) + f(w)] [3+4
2 2

f(vy) + f(vs)] [4+5]
2 2

f(v) + f(ws)] [0+ 5]
2 2
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= 3.

Berdasarkan label sisi tersebut semua labelnya berbeda sehingga dapat disimpulkan

bahwa graf Cs adalah graf rata-rata.
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