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ABSTRAK

Pewarnaan titik pada graf ¢ = (V,E) merupakan suatu pemetaan ¢ : V — N,
dimana N adalah himpunan bilangan asli sedemikian sehingga c(u) # c(v)
untuk setiap uv € E(G). Pewarnaan sisi pada graf G = (V, E) merupakan suatu
pemetaan ¢ : E — N, dimana N adalah himpunan bilangan asli sedemikian
sehingga c(e;) # c(e;) untuk setiap e;, e; € E(G) yang bersisian dengan titik di
V(G) yang sama. Pewarnaan wilayah pada graf G adalah pemberian warna pada
wilayah di graf G sedemikian sehingga setiap dua wilayah bertetangga (berbatasan
langsung) memiliki warna yang berbeda. Pewarnaan titik dan pewarnaan wilayah
memiliki jumlah warna minimum yang disebut bilangan kromatik dinotasikan
dengan y(G). Sedangkan pewarnaan sisi memiliki jumlah warna minimum yang
disebut dengan indeks kromatik dinotasikan dengan y'(G). Tujuan dari penelitian
ini adalah untuk mendeskripsikan cara menentukan bilangan kromatik pewarnaan
titik, pewarnaan sisi dan pewarnaan wilayah pada graf sarang lebah HC(n)
dengan n > 2. Hasil yang diperoleh yaitu: 1) Bilangan kromatik pewarnaan titik
dari graf sarang HC(n) dengan n >2 adalah y(HC(n))=2; 2)Bilangan
kromatik pewarnaan sisi atau indeks kromatik dari graf sarang HC(n) dengan
n = 2 adalah )('(H C (n)) = 3; 3)Bilangan kromatik titik dari dual graf sarang
lebah HC(n)* dalam pewarnaan wilayah pada graf sarang lebah HC (n) adalah
3, jikan=2

XHC(m)) = {4, jika n> 2"

Kata Kunci: Bilangan Kromatik, Graf sarang Lebah, pewarnaan graf.

ABSTRACT

The vertex coloring of a graph G = (V,E) is the mapping ¢ : V = N, where N is
the set of natural numbers such that c(u) # c(v) for every uv € E(G). The edge
coloring of a graph G = (V,E) is the mapping ¢ : E = N, where N is the set of
natural numbers such that c(e;) # c(e;) for every e;,e; € E(G) adjacent to a
vertex in the same V(G). The coloring of regions on a graph G is the coloring of
regions on a graph G in such a way that every adjacent two regions have a
different color. Vertex coloring and area coloring have a minimum number of
colors called the chromatic number which is denoted by y(G). Meanwhile, edge
coloring has a minimum number of colors called the chromatic index which is
denoted by y'(G). The purpose of this study is to describe how to determine the
chromatic number of vertex coloring, edge coloring and regional coloring on a
honeycomb graph HC(n) with n = 2. The results obtained are: 1) The chromatic
number of vertex coloring of honeycomb network HC(n) with n=>2 is
Y(HC(n)) = 2, 2) The chromatic number of edge coloring or chromatic index of
honeycomb network HC(n) with n =2 withn =2 is y'(HC(n)) = 3; 3) The
vertex chromatic number of the honeycomb network’s dual HC(n)* in the
coloring area of the honeycomb network HC (n) is

. 3, jikan =2
X(HC()) = {4 ]]'ika n>2"

Keywords: Chromatic Number, Honeycomb Network, coloring on the graph.

viii



Universitas Hasanuddin

DAFTAR ISI
HALAMAN JUDUL ...uuciuiinriiiinnensnecsessncssncssnssesssecssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssees ii
LEMBAR PERNYATAAN KEOTENTIKAN iii
LEMBAR PENGESAHAN ....uuciniiniiinninsnicsensecssnesesssesssessssssnsssssssssssssssssssssssses iv
KATA PENGANTAR ....uiitiiiintinsnicstisesssiessissesssesssssssssssesssssssssssssssssssssssssssasssees v
PERSETUJUAN PUBLIKASI TUGAS AKHIR vii
ABSTRAK viii
DAFTAR ISLuuciiiiiiniineisensissaissesssisssisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasssas ix
DAFTAR GAMBAR ......uotirrentinansinsaisssnsesssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss X
BAB I PENDAHULUAN ...ciiviiintininsisssnsesssissssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 1
1.1 Latar Belakang .........c.ccoccuiiiiiiiiiiiiicieeces et 1
1.2 Rumusan Masalah ..o 4
1.3 Batasan masalah ..........coccooiiiiiiiiiiini e 4
1.4 Tujuan penelitian.........cccecieeeiienieeiiienieeieesie ettt 4
1.5  Manfaat penelitian..........ccoevieeiienieeiiieie et 4
BAB II TINJAUAN PUSTAKA 5
2.1 GTaL ettt 5
2.2 Terminologi Dasar Graf ..........cccccoeeeiiiieiiieeiie e 8
2.3 Beberapa Graf Khusus.........cccoveiiiiiiiiiiciecce e 12
2.4 Pewarnaan Graf ...t 15
BAB II1 METODOLOGI PENELITIAN 21
3.1 Metode penelitian .........cccveieeieeeiiieeiiieeee et e 21
3.2 Diagram alur penelitian ............cceeceeeiiieriieniienie e 22
BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN .......... 23
4.1  Konstruksi graf sarang lebah............ccccooviiiiiiniiiiiiieeccee e, 23
4.2 Pewarnaan Titik pada Graf Sarang Lebah............ccccooeviiiiniininnennne 28
4.3  Pewarnaan Sisi pada Graf Sarang Lebah ...........cccccoeeiiiiiiiiiiniiiies 57
4.4  Pewarnaan Wilayah pada Graf Sarang Lebah...........ccccoeevvveviinninnnnnnn. 92
BAB V KESIMPULAN DAN SARAN ....ciivininrenssensaissensesssnssassssssssssssssessssss 157
5.1 KeSIMPUIAN.....coiiiiiiiiiiciiece e 157
5.2 SATAN ...iiiiiiii ettt e s 158
DAFTAR PUSTAKA .....couitiriticnininsnicssnsnssseessissssssesssssssssssssssssssssssssssssssses 159

iX



Universitas Hasanuddin

DAFTAR GAMBAR
Gambar 2.1 Jembatan Konig@Sherg..........ccccvevveriiriiriieiieiieeestecee et 5
Gambar 2.2 Graf yang merepresentasikan jembatan Konigsberg...........coceveveriencncenene 6
GamDbAr 2.3 GTaf G........ooceeiiiieieeee ettt ettt e 7
Gambar 2.4 Graf G berorde 7 dan berukuran 8.............coceeveririenininienireeeeee e 7
Gambar 2.5 Graf G berorde 6 dan berukuran 9.............cccoeveiirieninieeeeee e 8
Gambar 2.6 Graf G berorde 3 dan berukuran 6.............coceeveeiirienininiinieeeeee e 9
Gambar 2.7 Graf TEQUIAT .........ccviiiicie ettt eveeve e te e eresebeesveeabeenveas 10
Gambar 2.8 Dua graf yang berorde dan berukuran sama tetapi tidak isomorfik .............. 10
Gambar 2.9 Dua graf yang iSOMOT{IK .........ccccoeeviiviiiiiiiiiiiece e 11
Gambar 2.10 Graf KOSONEZ N g ....ceevveiieiieriieeieeieeieeitesieestesae e sveeseessaesssesnseenseenseensees 11
Gambar 2.11 Graf LengKap ......c.ccoviiviiiiiiiiiciecieeeetese et stn e v v v vees 12
Gambar 2.12 Graf LINtaSan.........ccceeriirieiieriieieie sttt ettt sse e sae e s 12
Gambar 2. 13 Graf SiKIUS ....co.eeiiieiee e 13
Gambar 2.14 Graf ROAa.......coiiiiiiieieieee e 13
Gambar 2.15 Graf PIanar.........cccoooieiieieieeeee et 14
GAMDAT 2.16 HO (L) oottt sttt ettt se et ntesseeneeseeneenes 14
GAMDAT 2.17 HOC(2) oottt sttt ettt e se et et e teeneeseeseenes 14
GamDbBAr 2. 18 HEC(3) ..occveeieeiieeiieeie ettt ettt st e st eteetaestaessaesseessseensaensaensaesssesnsennsenn 15
Gambar 2.19 Pewarnaan simpul atau titiK ...........ccceeeviiiiiiiieniiecie e 16
Gambar 2.20 PEWAINAAN SIST.....c.eceeieriieieiieieieiesieeteiesteeteie et eeesseeeeeeseeesesseeneesesneenes 17
Gambar 2.21 Graf planar atau graf bidang orde 5 ukuran 8 ...........c..cccoevveviinciiecieereennen. 18
Gambar 2.22 dual graf bidang G(G™) ........ceoueeieiiieieeeeeee e 19
Gambar 2.23 pewarnaan titik pada dual graf bidang G(G™) ...........ccoccvevvvevecrieieiirinene, 20
Gambar 3.1 Flowchart penelitian...........cccecvevieriierieenienenienienie e seesveseessneseneseeensees 22
GAMDAT 4.1 HC (1) 1ottt ettt es et st e es e et 23
GaAMDAT 4.2 HO(2) eeiieeieeeeeee ettt ettt ettt et e st e eteestaestaesssessseanseensaenseesssesssesnsennsenn 23
GAMDAT 4.3 HC(3) -eeeeeueeeeeeeeie ettt ettt ettt et te et e et e et ete st essesseeseenseeseeneeseeneenes 24
Gambar 4.4 Pelabelan titik terhadap graf sarang lebah...........c.ccccoooieviinciiniinciiiceen, 25
Gambar 4.5 konstruksi HC(2) sesuai dengan himpunan titiknya............ccoeceveverevenneenen. 26
Gambar 4.6 konstruksi HC (2) sesuai dengan himpunan titik dan sisinya........................ 27
Gambar 4.7 Graf sarang 1ebah HC (2) ...ccuooueeieiiiieeeeeeeee et 28
Gambar 4.8 Pewarnaan titik Graf sarang lebah HC(2) ....cccevevvvvvivienieiecieeieee e, 28
Gambar 4.9 Pewarnaan Graf sarang lebah HC (3) ...ccecoeeieviinieienieeeceeee e 31

X



Universitas Hasanuddin

Gambar 4.10 Pewarnaan Graf sarang lebah HC(4) ........ccccceeeveeeiveciieniienienieeieeeeeieeenn 36
Gambar 4.11 Pewarnaan Graf sarang lebah HC(5) .......cceoveieiieninieiieeeeceeeee 44
Gambar 4.12 Pewarnaan sisi Graf sarang lebah HC(2) .......cccceeevveevieciiesienienieeie e 58
Gambar 4.13 Pewarnaan sisi Graf sarang lebah HC(3) .......cccocveveiieiieneiieeeeeeeee 61
Gambar 4.14 Pewarnaan sisi Graf sarang lebah HC(4) ........ccoceeverieiieneeieeeeeeeeeene 67
Gambar 4.15 Pewarnaan sisi Graf sarang lebah HC(5) ......cocveveveeciieciienieienieeieeieeneen 77
Gambar 4.16 Graf sarang lebah HC(2) .......cccceeiiuieiieiieieieeeeeee e 93
Gambar 4.17 Graf Sarang Lebah HC(2) dan Dual Dari Graf Sarang Lebah HC(2)" .... 94
Gambar 4.18 Dual dari Graf sarang lebah HC(2)" .......cccoveieiieiieieeceeee e 96
Gambar 4.19 Graf Sarang Lebah HC(3) .....ccceooviiiieiiiciiecieeie et 97
Gambar 4.20 Graf Sarang Lebah HC(3) dan Dual dari Graf Sarang Lebah HC(3)"...... 98
Gambar 4.21 Dual dari Graf Sarang Lebah HC(3)™ .....cocoiiieiieieeeeeeeeeeee, 105
Gambar 4.22 Graf sarang lebah HC(4) .......cccvevveviiiiieiieieeieeeee ettt 106
Gambar 4.23 Graf Sarang Lebah HC(4) dan Dual dari Graf Sarang Lebah HC(4)" .... 108
Gambar 4.24 Dual dari Graf Sarang Lebah HC(4)™ .....coooieieiieieeeeeeeeeeeee, 120
Gambar 4.25 Graf sarang lebah HC(5) .......cccevveviiiiiiiieiieeeeecee e 122
Gambar 4.26 Graf Sarang Lebah HC(5) dan Dual dari Graf Sarang Lebah HC(5)*.... 125
Gambar 4.27 Dual dari Graf Sarang Lebah HC(5)™ .....c.covvveviiiieieieeeeceeeieeene, 144
Gambar 4.28 Dual dari Graf Sarang Lebah HC (M) .......cccoeeveiiiieeieieeeeeeee, 146
Gambar 4.29 Pewarnaan titik dari dual Graf sarang lebah HC(2)" .......ccceeveiienvnnennee. 147
Gambar 4.30 Pewarnaan Titik dari Dual Graf Sarang Lebah HC(3)" .........ccccvevennenee. 148
Gambar 4.31 Pewarnaan Titik dari Dual Graf Sarang Lebah HC(4)" ........ccocevuenennee. 150
Gambar 4.32 Pewarnaan Titik dari Dual Graf Sarang Lebah HC(5)" ...........ccoevuennenee. 151

xi



Universitas Hasanuddin

BAB1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Salah satu cabang ilmu matematika yang mempunyai banyak manfaat dalam
mengatasi permasalahan dalam kehidupan sehari-hari adalah teori graf. Teori graf
mulai dikenalkan oleh salah satu matematikawan yang bernama Leonard Euler
pada tahun 1736. Ide tersebut muncul pada saat menyelesaikan masalah jembatan
konigsberg. Masalah tersebut kemudian dimodelkan ke dalam bentuk graf dengan
memisahkan daratan sebagai sebuah titik dan jembatan yang menghubungkan
antara sebarang dua daratan tersebut sebagai sebuah sisi (Gani, 2018).

Secara umum, graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E’), dengan
V' adalah himpunan diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik, dan E adalah
himpunan dari pasangan anggota-anggota V' yang disebut sisi (Hasmawati,2020).

Salah satu topik yang menarik dalam teori graf adalah pewarnaan graf.
Terdapat tiga jenis pewarnaan graf, yakni pewarnaan titik (vertex coloring),
pewarnaan sisi (edge coloring), dan pewarnaan bidang/wilayah (region coloring)
(Rahadi, 2019). Pewarnaan titik (vertex coloring), adalah memberi warna pada
titik-titik suatu graf sedemikian sehingga tidak ada dua titik bertetangga
mempunyai warna yang sama. Pewarnaan sisi (edge coloring) adalah memberi
warna berbeda pada sisi yang bertetangga sehingga tidak ada dua sisi yang
bertetangga mempunyai warna yang sama. Sedangkan pewarnaan bidang/ (region
coloring) adalah memberi warna pada bidang sehingga tidak ada bidang yang
bertetangga yang mempunyai warna yang sama (Kreher, 2017).

Persoalan pewarnaan graf, tidak hanya sekedar mewarnai titik, sisi, dan
wilayah dengan warna berbeda dari warna titik, sisi, dan wilayah tetangganya
saja, namun banyaknya warna yang digunakan juga harus seminimum mungkin.
Pewarnaan titik dan pewarnaan wilayah/bidang memiliki jumlah warna minimum
yang disebut bilangan kromatik dan dinotasikan dengan x(G). Sedangkan
pewarnaan sisi memiliki jumlah warna minimum yang disebut dengan indeks
kromatik dan dinotasikan dengan y'(G) (Afriantini, dkk, 2019).

Penentuan bilangan kromatik atau indeks kromatik beberapa graf khusus

telah banyak dilakukan oleh peneliti sebelumnya. Sebagai contoh, bilangan
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kromatik dari graf lengkap K,,, dengan m simpul (graf sederhana yang setiap
titiknya memiliki sisi ke semua simpul lainnya) adalah y(K,,) = m (Afandi, 2009).
Pada tahun 2014, S. Sudhan dan G. M. Raja menemukan bilangan kromatik pada
graf Petersen P(2n, n) yaitu y P((2n, n)) = 2 untuk setiap n < 3. Pada penelitian
K. Praveena, M. venkatachalam, A. Rohini, dan Dafik (2019) telah menemukan
bilangan kromatik pada graf prisma Y,, yaitu :

K00 =[5 Jkan saniit

Arif Fabikhan (2020) dalam penelitiannya telah menemukan bilangan kromatik
pada graf bintang sierpinski mulai dari SS;,S5S5,S5S,,SSs dan SS,,. Adapun hasil
bilangan kromatiknya diperoleh nilai yang sama yaitu 2.

Selain pada graf khusus, penentuan bilangan kromatik pewarnaan titik pada
graf hasil operasi juga banyak dilakukan oleh peneliti sebelumnya. Seperti,
landerius Maro dan Cornelis Banabera (2020) telah memaparkan hasil bilangan
kromatik untuk operasi korona dari graf kipas dengan graf kipas dan graf buku
segitiga dengan graf buku segitiga berorde sama. Adapun bilangan kromatik pada
graf hasil operasi korona graf kipas dengan graf kipas (F, © F,) dan graf buku
segitiga dengan graf buku segitiga (Bt,, ® Bt,,) adalah sebagai berikut:

1. Jika G adalah graf hasil operasi korona graf kipas dengan graf kipas

(E, © E,), maka y(F, © E,) =4 untuk n > 2.

2. Jika G adalah graf hasil operasi korona graf buku dengan graf buku

(Bt,, © Bt,;), maka y(Bt,, © Bt,) =4 untuk n > 2.

Pada tahun 2021, Septinauli Simanjuntak dan Mulyono pada penelitiannya
telah menemukan bilangan kromatik hasil operasi korona graf lingkaran dan graf

kubik. Ada dua pola bilangan kromatik yang diperoleh, yaitu sebagai berikut:

1. Untuk graf hasil operasi korona dari graf lingkaran dan graf kubik (C,,® Q.,)

5,jika % genap

X(CO Q) = M ..

3,jika > ganjil

2. Untuk graf hasil operasi korona dari graf kubik dan graf lingkaran (Q,, ® C,,)
Jika n ganjil, ¥(Q,, © C,) =4
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4, jika =
Jika n genap, x(Qm © Cy) = .. Tzn
3, jika B

genap
ganjil

Kemudian, penentuan bilangan kromatik pewarnaan sisi pada beberapa graf
khusus pun telah banyak dilakukan oleh peneliti sebelumnya. Diantaranya adalah
graf sierpinski yang dinotasikan SS,,, dimana bilangan kromatiknya adalah 3.2™ 2
untuk n > 2 atau sama dengan derajat maksimum titiknya (Fabikhan, 2020). Pada
tahun 2014, saifuddin telah menemukan bilangan kromatik pewarnaan sisi pada
graf prisma H,,, adalah 4 untuk m =3 dan n = 3, ladder graph (graf tangga)
dinotasikan L, yaitu y (L,) = 3 untuk » >3, dan graf kipas (fan graph)
dinotasikan F, yaitu y(F,) = 2n. Selanjutnya, bilangan kromatik pewarnaan sisi
pada graf hasil operasi pun telah ditemukan oleh beberapa peneliti, diantaranya
adalah graf hasil operasi korona P, dengan P; (P,® P;), dimana bilangan
kromatiknya yaitu y(P,® P;) = 5 untuk n > 3, dan graph composition (G,[G1])
bilangan kromatiknya adalah y(G,[G;]) = 5 untuk » >3 (Saifuddin, 2014).

Pada tahun 2013, Muhib telah menemukan bilangan kromatik pewarnaan
titik pada graf dual dari graf piramid (Pr,+) atau bisa juga diartikan dengan
pewarnaan wilayah pada graf piramid, dimana bilangan kromatik yang diperoleh
adalah y(Pr,+) =2 Vn € N. Kemudian, Muhammad Abdi, dkk (2021) dalam
penelitiannya juga telah menemukan bilangan kromatik pada graf dual dari graf
roda yakni:

4, nbilangan ganjil, n=3

x(We:) = {3, nbilangan ganjil, n>3

Dari beberapa hasil penelitian di atas, masih terdapat beberapa graf khusus yang
belum ditemukan bilangan kromatiknya baik pada pewarnaan titik, pewarnaan
sisi, maupun pewarnaan wilayah, salah satunya yaitu pada graf sarang lebah.
Maka dari itu, kajian ini difokuskan pada pencarian bilangan kromatik dalam
pewarnaan titik, pewarnaan sisi, dan pewarnaan wilayah untuk graf sarang lebah.
Graf sarang lebah adalah graf planar yang dibangun dari beberapa hexagon,
dinotasikan dengan HC(n) dengan n > 2 merupakan lapisan ke- n dari graf
sarang lebah, dapat diperoleh dengan menempelkan sebanyak 6(n — 1) buah
hexagon mengelilingi sisi-sisi tepi dari HC(n — 1), dimana HC (1) adalah sebuah

3
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hexagon yang isomorfik dengan graf siklus Cgz. Berdasarkan latar belakang
tersebut, maka penulis mengangkat judul penelitian yakni “Bilangan Kromatik

Graf Sarang Lebah”

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, adapun rumusan masalah pada penelitian
ini adalah bagaimana menentukan bilangan kromatik pewarnaan titik, pewarnaan

sisi dan pewarnaan wilayah pada graf sarang lebah HC(n) dengan n > 2?

1.3 Batasan masalah
Masalah pada penelitian ini dibatasi pada pewarnaan titik, pewarnaan sisi

dan pewarnaan wilayah pada graf sarang lebah HC(n) dengan n > 2.

1.4 Tujuan penelitian
Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mendeskripsikan cara menentukan
bilangan kromatik pewarnaan titik, pewarnaan sisi dan pewarnaan wilayah pada

graf sarang lebah HC (n) dengan n > 2.

1.5 Manfaat penelitian
Adapun manfaat pada penelitian ini adalah:

1. Bagi peneliti: Dapat menambah wawasan dalam penguasaan materi,
terkhusus pada materi pewarnaan graf. Baik pewarnaan titik/simpul,
pewarnaan sisi, maupun pewarnaan wilayah pada graf untuk mencari jumlah
bilangan kromatiknya.

2. Bagi universitas: sebagai bahan bacaan sekaligus bahan referensi bagi
perkembangan keilmuan khususnya di jurusan matematika dalam bidang

pewarnaan graf.
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BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Graf

Teori graf merupakan salah satu ilmu matematika yang berguna untuk
merepresentasikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek tersebut.
Representasi visual dari graf yaitu simpul atau titik (vertex) sebagai representasi
objeknya, dan sisi (edge) sebagai representasi hubungan antara objek-objek itu.
Teori graf pertama muncul pada tahun 1736 ketika seorang matematikawan dari
Swiss bernama Leonard Euler mencoba menyelesaikan persoalan jembatan
Konigsberg.

Masalah jembatan Konigsberg adalah masalah yang pertama Kkali
menggunakan graf. Konigsberg merupakan sebuah kota tua di Prusia Timur yang
saat ini dikenal dengan sebutan Kaliningrad. Di Konigsberg terdapat sungai
Pregel yang membagi kota menjadi empat daratan dan mengalir mengitari pulau
Kneipof, lalu bercabang menjadi dua buah anak sungai, tampak pada gambar

berikut ini (Putri, 2021):

Gambar 2.1 Jembatan Konigsberg

Pada hari minggu masyarakat Konigsberg biasanya berjalan-jalan dari
daratan ke suatu daratan lainnya melalui jembatan tersebut. Mereka berfikir
apakah mungkin untuk berjalan menyebrangi ketujuh jembatan tanpa melalui
jembatan yang sama dari suatu daratan dan kembali ke tempat semula. Solusi
Euler merepresentasikan masalah ini ke dalam sebuah graf dengan ke empat

daratan sebagai empat titik (vertex) dan ke tujuh jembatan sebagai tujuh sisi
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(edge) (Sukriadi, 2019). Graf yang dibuat Euler diperlihatkan pada gambar di
bawabh ini (Putri, 2021):

Gambar 2.2 Graf yang merepresentasikan jembatan Konigsberg

Definisi 2.1 (Definisi graf secara umum) Graf adalah pasangan himpunan (V,E),
dengan V adalah himpunan diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik, dan E
adalah himpunan dari pasangan anggota-anggota V yang disebut sisi
(Hasmawati,2020).

Berdasarkan definisi 2.1, himpunan V disebut himpunan titik (vertex set),
dan E disebut himpunan sisi (edge set). Kadang- kadang ada yang menyebut titik
sebagai simpul atau noktah (point) dan sisi sebagai busur, rusuk, atau garis (/ine).
Jika graf (V,E) dinotasikan G, dengan kata lain G = (V,E), maka V = V(G)
dan E = E(G), sehingga G = (V(G),E(G)). Secara matematika, Definisi 2.1
dapat ditulis: graf G = (V(G),E(G)) dengan V(G) = {u:u disebut titik} dan
E(G) ={(w,v) : u,v € V(G)}dengan (u,v)disebut sisi, rusuk atau garis.
Penulisan sisi (u, v) dapat juga ditulis uv.

Banyaknya anggota dari V(G) dinyatakan dengan simbol p(G) disebut
sebagai orde (order) dari G dan banyaknya unsur dari E'(G) dinyatakan dengan
simbol q(G) disebut sebagai ukuran (size) dari G. Kardinalitas suatu himpunan
yang dinyatakan dengan simbol “| |”, adalah banyaknya anggota pada himpunan
tersebut. Jadi, apabila p(G) adalah orde graf G dan q(G) adalah ukurannya, maka
p(G) = |V(G)|dan q(G) = |E(G)|. Suatu graf G disebut graf trivial jika
q(G) = 0 atau E(G) = @, atau dengan kata lain graf tersebut hanya memiliki satu
buabh titik dan tidak memiliki sisi (Hasmawati,2020).

Contoh 2.1:
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V7
€1
'3
e, es
V4 V3
€4
Gambar 2.3 Graf G

Berdasarkan Gambar 2.3, misal graf ¢ adalah grat dengan himpunan titik
dan himpunan sisi masing-masing adalah V(G) = {v;,v,,v3,v,} dan
E(G) = {viv,y, vyv3, Vv, V30, } = {ey,€,,€3,,}, maka graf G tersebut
mempunyai 4 titik dan 4 sisi sehingga order dari graf G tersebut adalah

p = |V(G)| = 4, dan size graf G tersebut adalah q = |E(G)| = 4.

Definisi 2.2 Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik dan himpunan sisi
masing-masing yaitu: V(G) = {vy,v,,.., Vg, ...,V } dan

E(G) = {e;: e, = vyvjuntuk i,j}. Jalan W1, pada graf G dengan panjang k
adalah  barisan titik dan sisi @ v, ey, Vq,€1,V3,€5 ...,€k_1,Vx dengan
e; = viviy,L =0,1,2,3, ...,k — 1. Jadi, panjang suatu jalan adalah banyaknya
sisi pada jalan tersebut. Jalan disebut tertutup jika v, = v,. Jalan yang setiap
sisinya berbeda disebut jalur (trail). Jika v; # vj untuk setiap i,j € {0,1,2, ..., k},
maka W disebut lintasan. Siklus adalah jalan tertutup yang setiap titiknya
berbeda (Hasmawati, 2020).

Contoh 2.2:

V- e
Gambar 2.4 Graf G berorde 7 dan berukuran 8

Berdasarkan Gambar 2.4, himpunan titik dan himpunan sisi masing-masing

pada graf G adalah V(G) = {vy, v,, V3, V4, Us, Vg, V7 } dan
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E (G) = {eq, e,, €3, e,4,€s5, 64, €7, eg}, maka diperoleh:

- W ={v,, es3,3 €7, V7, €, Vs, €5,Vs,€4, Vy, €8, V7, €7, U3, €3, V3, €1, V1}
adalah sebuah jalan pada graf G dengan panjang 9;

- Vq,€1, Vs, €y, U3, €3, Uy, €4, Us,€5,Vg, €4, V7, €5, U, adalah sebuah jalur
pada graf G;

- V3, €3, Uy, €4, Us, €5, Vg, €6, V7, €5, V3 adalah sebuah siklus pada graf G;

- V1, €1, V3, €5, V3, €3,Vy, €4, Us, €5, Vg, €6, U, adalah lintasan pada graf G.

2.2 Terminologi Dasar Graf

Di bawah ini adalah beberapa terminologi (istilah) dasar yang berkaitan
dengan graf :
1.  Bertetangga (Adjacent) dan bersisian (incident)

Dalam suatu graf G terdapat istilah berkaitan dengan titik dan sisi pada graf.
Berikut adalah penjelasannya (Lucia, 2021):
Definisi 2.3 Misalkan G = (V,E) merupakan suatu graf dengan w,v € V dan
e =uv € E, maka u dan v dikatakan bertetangga jika dihubungkan oleh suatu

sisi e dan e dikatakan bersisian dengan titik u atau v.

Contoh 2.3:
vy e, V2 e, VU3
e €y €;3 e
9 e 4
Vg €g 5 €g 4

Gambar 2.5 Graf G berorde 6 dan berukuran 9

Berdasarkan graf G pada Gambar 2.5, titik v; bertetangga dengan titik
v,, V5 dan vg , tetapi titik v; tidak bertetangga dengan titik vs. Sisi v, v, atau e;
bersisian dengan titik v; dan v,, sisi v,v5 atau e, bersisian dengan titik v, dan v;,

tetapi sisi v, v, atau e; tidak bersisian dengan titik v,.

2. Derajat (Degree)
Dalam suatu graf G terdapat pula istilah derajat (degree) dari graf G

tersebut. Berikut adalah penjelasannya:
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Definisi 2.4 Misalkan G = (V,E) adalah suatu graf. Derajat dari simpul (titik)
v €V yang dilambangkan dengan d(v) adalah banyak sisi yang terhubung
dengan titik v (Lucia, 2021).

Definisi 2.5 Setiap sisi yang hanya menghubungkan satu simpul dengan dirinya
sendiri disebut loop (Lucia, 2021).

Definisi 2.6 Jika terdapat lebih dari satu sisi yang menghubungkan dua simpul
atau titik u dan v pada suatu graf, maka sisi—sisi tersebut disebut sisi ganda
(Budayasa,2013).

Contoh 2.4:

€s ey

2
Gambar 2.6 Graf G berorde 3 dan berukuran 6

Berdasarkan gambar 2.6, diperoleh derajat untuk masing-masing titik adalah
sebagai berikut:
- d(vy) = 4, karena garis yang berhubungan dengan v, adalah e;, e, dan loop
es yang dihitung dua kali.

- d(v,) = 3, karena garis yang berhubungan dengan v, adalah e;, e, dan e3.

- d(v3) = 3, karena garis yang berhubungan dengan v; adalah e,, e, dan es.

Definisi 2.7 Derajat minimum dan maksimum dari suatu graf' G dengan masing-
masing dinotasikan 6(G) dan A(G), yang didefinisikan:

- 8(G) =min{d(v):v €V(G)}.

- AG)=max{d(v):v €V(G)}.

Suatu graf disebut regular jika §(G) = A(G). Graf regular berderajat r

dinotasikan r-reguler (Hasmawati, 2020).

Contoh 2.5:
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L [ o—©
o [ *—0
0 — reguler 1 —reguler 2 —reguler 3 - reguler

Gambar 2.7 Graf regular

3. Isomorfik

Dua buah graf yang isomorfik adalah graf yang sama kecuali pelabelan titik
dan sisinya yang berbeda. Syarat dua buah graf dikatakan isomorfik adalah
memiliki jumlah titik yang sama, memiliki jumlah sisi yang sama, dan memiliki
derajat yang sama dari titik-titiknya. Tetapi, walaupun kedua graf memiliki syarat
tersebut, belum tentu keduanya dikatakan isomorfik. Sebagai contoh diberikan
graf G dan G’ pada gambar 2.8 berikut:

G G'

o
.J:-
@
o]
c@

W
g

6

Gambar 2.8 Dua graf yang berorde dan berukuran sama tetapi tidak isomorfik

Terlihat pada graf G, satu-satunya titik yang berderajat 3 adalah titik 2 yang
dihubungkan dengan dua titik lain yang berderajat 1 yaitu titik 1 dan 6.
Sebaliknya, satu-satunya titik berderajat 3 pada graf G’adalah c, dimana hanya
titik f yang berderajat 1 terhubung dengannya, sehingga graf G tidak isomorfik
dengan graf G’.

Definisi 2.8 Diberikan dua graf (V(G,),E(G;)) dan (V(G,),E(G,)). Suatu
pemetaan  satu-satu  0:V(Gy) - V(G,) dikatakan  isomorphisme  dari
(V(G1),E(Gy)) ke (V(Gy), E(GY)) jika dan hanya jika untuk setiap u,v € V(G,)
dengan uv € E(G,) maka (0(u) 8(v) € E(G,)). Dua graf G, dan G, dikatakan

isomorfik jika ada isomorphisme antara G, dan G, (Hasmawati, 2020).

10
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Jadi, dua buah graf G; dan G, dikatakan isomorfik jika terdapat
korespodensi satu-satu antara titik ke titik dan antara sisi ke sisi sedemikian
sehingga jika sisi e bersisian dengan u dan v di G,, maka sisi e’ yang
korespondensi di G, juga harus bersisian dengan titik u’ dan v’ di G,.

Contoh 2.6:
Gy G,
1 2 b

2 3 d

Gambar 2.9 Dua graf yang isomorfik

Berdasarkan Gambar 2.9, misalkan diberikan dua graf G; dan G, dengan
V(G,) ={1, 2, 3, 4} dan V(G,) = {a, b, c,d}. Didefinisikan pemetaan 6 yaitu
0(1) = a, 8(2) =b, 8(3) = c dan 8(4) = d. Dapat diperiksa bahwa pada G;:

- 1,2 € V(Gy) dengan (1,2) € E(G,) dan (6(1),8(2)) = (a,b) € E(G,).
- 1,3 € V(G,) dengan (1,3) € E(G,) dan (6(1),6(3)) = (a,¢) € E(G,).
- 1,4 €V(G,) dengan (1,4) € E(G,) dan (6(1),0(4)) = (a,d) € E(G,).
- 2,3 €V(Gy) dengan (2,3) € E(G,) dan (6(2),6(3)) = (b, ¢) € E(G).
- 24 €V(G,) dengan (2,4) € E(G,) dan (6(2),6(4)) = (b, d) € E(G,).
- 3,4 €V(G,) dengan (3,4) € E(G,) dan (6(3),0(4)) = (c,d) € E(G,).

Berdasarkan Definisi 2.8, G isomorfik dengan G, atau G; dan G, isomorfik.

4.  Graf kosong

Definisi 2.9 Graf kosong dinotasikan N,, adalah graf yang himpunan sisinya
merupakan himpunan kosong (Gani, 2018).

Contoh 2.7:

v, @
Vi@ V: @
v
. 4

Gambar 2.10 Graf kosong N,
11
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2.3 Beberapa Graf Khusus

Berikut ini didefinisikan beberapa graf khusus yang sering ditemukan:

a.  Graf lengkap
Definisi 2.10 Graf lengkap adalah graf yang setiap dua titiknya bertetangga.
Graf lengkap dengan n titik dinotasikan K,(Hasmawati,2020).

Setiap titik pada graf lengkap mempunyai derajat yang sama. Graf yang
setiap titiknya memiliki derajat yang sama disebut graf regular. Dengan demikian,
graf lengkap merupakan graf reguler. Derajat graf reguler adalah r, dinotasikan r-
reguler, maka graf lengkap K, = (n — 1) - reguler, karena setiap titik pada graf
K, berderajat n - 1.

Contoh 2.8:

s A o B

Gambar 2.11 Graf Lengkap

b.  Graf lintasan

Definisi 2.11 Graf lintasan adalah graf yang terdiri atas barisan titik dan sisi
Vq,€1,V3,€65,V3, ..., Vn_1,€n—1, VU dengan e; = v;v;14,i = 1,2,...,n — 1. Graf
lintasan dinotasikan P, dengan orde n dimana n = 2 dan jumlah sisi n —1. Graf
lintasan terdiri atas satu lintasan maksimal(Hasmawati, 2020).

Contoh 2.9 :

& e & ® J"J.|

Gambar 2.12 Graf Lintasan

12
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c.  grafsiklus
Definisi 2.12 Graf siklus adalah graf yang terdiri dari satu siklus. Siklus C,
dengan panjang n, dengan n >3 adalah graf dengan himpunan titik
V(C, = V(P,) dan himpunan sisi dari E(C,) = E(P,) U {v,v;} (Hasmawati,
2020).

Dengan kata lain, titik terakhir dan pertama pada graf lintasan P, saling
bertetangga.
Contoh 2.10:

ANBLOLO,

Gambar 2. 13 Graf Siklus

d. Grafroda

Definisi 2.13 Graf roda (wheel) adalah suatu graf yang dibentuk dari graf siklus
C,, dengan menambahkan satu titik pusat x, dengan x bertetangga dengan semua
titik pada graf siklus. Graf roda berorde n + 1 dinotasikan W, (Hasmawati,
2020).

Contoh 2.11:

A\ X &0

Gambar 2.14 Graf Roda

e.  Graf planar

Definisi 2.14 Suatu graf G disebut graf planar atau graf bidang jika graf tersebut
dapat digambar kembali pada bidang sedemikian sehingga tidak terdapat sisi
yvang berpotongan (Hasmawati, 2020).

13
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Salah satu contoh graf planar adalah graf lengkap K,.Graf K, dapat
digambar kembali sehingga tidak terdapat sisi yang berpotongan seperti pada
Gambar 2.15.

Contoh 2.12:

K,

Gambar 2.15 Graf Planar

f. Graf sarang lebah

Graf sarang lebah dibangun dari beberapa bentuk hexagon yang isomorfik
dengan graf siklus Cg, dinotasikan HC (n) dimana n € N merupakan lapisan ke-n
dari graf sarang lebah. Graf sarang lebah lapisan ke-1 adalah sebuah hexagon,

dinotasikan HC(1). Berikut adalah gambar dari HC(1):

Gambar 2.16 HC(1)

Graf sarang lebah lapisan ke-2, dinotasikan HC(2) diperoleh dengan
menempelkan sebanyak 6 hexagon mengelilingi sisi-sisi tepi dari HC(1).
Kemudian ke-6 hexagon tersebut masing-masing memiliki paling sedikit satu sisi

yang saling menempel. Berikut adalah gambar dari HC (2):

Gambar 2.17 HC(2)
14
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Begitupun untuk graf sarang lebah lapisan ke-3 yang dinotasikan HC(3)
diperoleh dengan menempelkan sebanyak 12 hexagon mengelilingi sisi-sisi tepi
dari HC(2). Kemudian 12 buah hexagon tersebut masing-masing memiliki paling

sedikit satu sisi yang saling menempel. Berikut adalah gambar dari HC (3):

Gambar 2.18 HC(3)

Dengan demikian, definisi untuk graf sarang lebah HC(n) adalah sebagai

berikut:
Definisi 2.15 Graf sarang lebah adalah graf planar yang dibangun dari beberapa
hexagon, dinotasikan dengan HC (n) dengan n > 2 merupakan lapisan ke-n dari
graf sarang lebah yang diperoleh dengan menempelkan sebanyak 6(n — 1) buah
hexagon mengelilingi sisi-sisi tepi dari HC(n — 1).

Sesuai dengan Definisi 2.15, jumlah titik dan jumlah sisi untuk graf sarang
lebah HC(n) masing-masing adalah p(HC(n)) = |V(HC(n))| = 6n? dan
q(H C (n)) = |E (H C (n))| =9n? — 3n. Kemudian, untuk banyaknya hexagon
pada graf sarang lebah membentuk sebuah deret bilangan yaitu :

146+12+18+24+-4+6n—-1)=1+3%,6(—1)

2.4 Pewarnaan Graf

Persoalan pewarnaan graf dibagi ke dalam tiga macam, yaitu pewarnaan
titik, pewarnaan sisi, dan pewarnaan wilayah.
1.  Pewarnaan titik
Definisi 2.16 Pewarnaan titik pada suatu graf G = (V,E) merupakan suatu
pemetaan c:V = N, dimana N adalah himpunan bilangan asli sedemikian

15
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sehingga c(u) # c(v) untuk setiap uv € E(G). Misal c: V — {1, 2, ..., k} suatu
pewarnaan titik pada graf G = (V,E) dengan k € N, maka c disebut suatu
pewarnaan-k pada G. Misal G suatu graf dan c:V — {1,2,..,k} suatu
pewarnaan titik pada graf G, jika k adalah bilangan bulat terkecil, maka k
disebut sebagai bilangan kromatik dari G dan dinotasikan dengan y(G).

Jadi, pewarnaan titik pada graf adalah pemberian warna pada titik-titik di
graf G sedemikian sehingga setiap dua titik yang bertetangga memiliki warna
yang berbeda. Suatu pewarnaan yang menggunakan k-buah warna biasanya
disebut dengan pewarnaan-k. Ukuran terkecil banyaknya warna yang dapat
diberikan kepada sebuah graf G dinamakan dengan bilangan kromatik yang
dilambangkan dengan y(G)(Chartrand, 2009).

Pada beberapa graf, bilangan kromatiknya dapat langsung ditentukan seperti
graf kosong yang memiliki bilangan kromatik 1 karena semua simpul tidak
bertetangga dengan simpul lainnya dan graf lengkap dengan n buah simpul
memiliki bilangan kromatik sebanyak n karena semua simpul bertetangga satu
sama lain(Apriyanto, 2018).

Teorema 2.1 Bilangan kromatik pewarnaan titik pada graf siklus C, adalah
(Ghofur, 2008):
3, jika n bilangan ganjil, n =3
x(Cn)) = {2, jika n bilangan genap, n =3
Teorema 2.2 Bilangan kromatik pewarnaan titik pada graf roda W, adalah
(Ghofur, 2008):

4, jika n bilangan ganjil, n =3
2, jikan bilangan genap, n =3

W) = {

Contoh 2.13 :

Berikut dua pewarnaan pada graf orde 6 berukuran 10.

(a) (b)
Gambar 2.19 Pewarnaan simpul atau titik
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Berdasarkan Gambar 2.19, terlihat pada (a), memiliki pewarnaan-4 yaitu
warna merah, biru, merah muda, dan hijau. Sedangkan pada (b) memiliki
pewarnaan-3 yaitu warna biru, merah, dan hijau. Maka, graf tersebut mempunyai
bilangan kromatik 3 (y(G) = 3), karena ukuran terkecil banyaknya warna yang

dapat diberikan pada graf tersebut adalah 3 warna, yaitu: merah, hijau , dan biru.

2. Pewarnaan sisi

Definisi 2.17 Pewarnaan sisi pada suatu graf G = (V,E) merupakan suatu
pemetaan ¢ : E = N, dimana N adalah himpunan bilangan asli sedemikian
sehingga c(e;) + c(ej) untuk setiap e;, ej € E(G) yang bersisian dengan titik di
V(G) yang sama (terhubung langsung dengan satu titik yang sama). Misal
c: E —-{1,2,..,k} suatu pewarnaan sisi pada graf G = (V,E) dengan k € N,
maka c disebut suatu pewarnaan-k pada G. Misal G suatu graf dan
c: E - {1,2,..,k} suatu pewarnaan sisi pada graf G, jika k adalah bilangan
bulat terkecil, maka k disebut sebagai indeks kromatik dari G dan dinotasikan
dengan x'(G).

Jadi, pewarnaan sisi pada graf G adalah pemberian warna pada sisi-sisi di
graf G sedemikian sehingga setiap dua atau lebih sisi yang bertetangga (terhubung
langsung dengan satu titik yang sama) memiliki warna yang berbeda. Jika G
mempunyai pewarnaan-k sisi, maka dikatakan sisi-sisi di G diwarnai dengan k-
warna. Angka terkecil dari warna-warna yang dibutuhkan untuk pewarnaan sisi
graf G disebut sebagai indeks kromatik yang dilambangkan dengan y'(G)
(Afriantini, 2019).

Contoh 2.14 :
Diberikan graf G orde 5 dan ukuran 7. Berikut adalah pewarnaan sisi dari

graf G:

€ €3

€3

| e
85 |

L

Gambar 2.20 Pewarnaan sisi

€
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Berdasarkan Gambar 2.20, terdapat tujuh sisi graf eq, e,, es, ey, €5, €6, €7,
dimana e; diberi warna merah, dan bertetangga dengan e,, e3, e4, e5s. Kemudian,
e, diberi warna hijau, tidak diberi lagi warna merah karena e, bertangga dengan
e, dan bertetangga dengan e, eq. Selanjutnya, pada e; diberi warna biru karena
bertetangga dengan e;dan e,, dan bertetangga dengan es, e,4, 5. Sisi e, diberi
warna hijau karena tidak bertetangga dengan e,, dan bertetangga dengan
eq, €3, es, €, 7. Setelah itu, pada e diberi warna pink karena bertetangga dengan
e, e3,e4, dan e;. Kemudian, e diberi warna pink juga karena tidak bertetangga
dengan es dan bertetangga dengan e,, e3, €4, e;. Terakhir, pada e, boleh diberi
warna merah maupun biru (dipilih warna biru) , karena tidak bertetangga dengan
e, dan e3, dan bertetangga dengan ey, es, €;.

Maka, graf G tersebut mempunyai indeks kromatik 4(y'(G) = 4), karena
warna minimum yang dapat diberikan pada sisi graf tersebut adalah 4 warna yaitu
merah, pink, biru dan hijau.

3. Pewarnaan wilayah

Misalkan terdapat sebuah graf G yaitu graf planar atau graf bidang yang
berorde 5 dan berukuran 8. Graf bidang G akan mempartisi bidang ke dalam
sejumlah wilayah (region) yang saling terhubung. Tiap wilayahnya dinyatakan
sebagai simpul, sedangkan sisi menyatakan bahwa terdapat dua wilayah yang
berbatasan langsung atau disebut juga bertetangga. Maksud dari wilayah yang
berbatasan langsung yaitu dimana dua wilayah tersebut dibatasi oleh satu sisi dari
graf bidang G. Setiap graf bidang mempunyai satu wilayah yang tidak terbatas

yang disebut wilayah luar.

r

Ts
L

Gambar 2.21 Graf planar atau graf bidang orde 5 ukuran 8

Pada Gambar 2.21, terdapat lima wilayah yaitu ry,7,,73,7, danrs (sebagai
wilayah luar), kemudian wilayah-wilayah yang saling berbatasan langsung atau
bertetangga yaitu: r; bertetangga dengan 715, 1, dan 73, 7, bertetangga dengan 7y, 15
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dan 75, 13 bertetangga dengan r,, 7, dan 7, 7, bertetangga dengan ry, 3 dan 75, dan 5
bertetangga dengan 1y, 15,73 dan 7;.

Definisi 2.18 Pewarnaan wilayah pada graf G adalah pemberian warna pada
wilayah di graf G sedemikian sehingga setiap dua wilayah bertetangga
(berbatasan langsung) memiliki warna yang berbeda (Afriantini, 2019).

Graf bidang G yang akan dilakukan pewarnaan wilayah terlebih dahulu
dibentuk menjadi graf lain G* yang disebut dengan dual dari G yang dibentuk
melalui tahap sebagai berikut (Anwar, 2021):

a.  Di dalam setiap wilayah (region) dari graf bidang G dapat dibentuk suatu
titik v* (titik-titik ini adalah titik di G™).

b.  Setiap sisi e dari graf bidang G dapat digambar suatu garis e* yang
memotong sisi e dan menghubungkan titik v* (garis-garis ini adalah sisi di

G").

Maka, terbentuklah dual dari graf bidang G dimana himpunan titiknya yaitu
V(G*) = {vi,v;,v3, v, vs }dan himpunan sisinya
E(G*) = {viv;, viv;, v{Vs, V503, V5 Vs, V3V, V3 Vs, Us Vs }. Berikut  adalah

gambar dari dual graf bidang G(G™):

Gambar 2.22 dual graf bidang G (G*)
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Setelah menjadi graf G*, maka dilakukan pewarnaan titik pada graf G*
tersebut untuk mendapatkan hasil pewarnaan wilayah pada graf bidang G sebagai

berikut:

Gambar 2.23 pewarnaan titik pada dual graf bidang ¢ (G*)

Warna yang diperoleh dalam melakukan pewarnaan titik pada graf G*
sebanyak 3-warna, dimana warna ini sudah sangat minimal. Maka, bilangan
kromatik pada graf bidang G berorde 5 ukuran 8 adalah y(G) = 3.

Pembahasan bilangan kromatik pada pewarnaan titik graf dual dari graf
sarang lebah HC(n) dibatasi untuk n > 2 dan n bilangan asli. Bentuk umum dari
dual graf sarang lebah dinotasikan sebagai HC(n)* dapat didefinisikan sebagai
berikut:

Definisi 2.19 Graf HC(n)* merupakan graf dual yang dibentuk dari graf sarang
lebah HC(n) dengan n > 2.
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BAB III
METODOLOGI PENELITIAN

3.1 Metode penelitian
Dalam penelitian ini, metode yang digunakan adalah melakukan kajian

pustaka yang lebih mengacu pada materi teori graf untuk menganalisis objek

penelitian, kemudian mengumpulkan dan mempelajari hasil penelitian pada
literatur-literatur yang ada seperti jurnal, buku maupun skripsi sebagai tambahan
informasi untuk penelitian ini. Jenis metode penelitian ini merupakan jenis
penelitian kualitatif.

Adapun langkah-langkah yang digunakan dalam penelitian ini, yaitu:

1.  Mengumpulkan literatur-literatur yang berhubungan dengan graf terutama
tentang pewarnaan graf.

2. Penentuan objek penelitian yaitu graf sarang lebah HC (n).

3. Konstruksi graf sarang lebah HC (n).

4.  Mendefinisikan himpunan titik dan himpunan sisi pada graf sarang lebah
HC(n).

5. Melakukan pewarnaan pada graf sarang lebah.

a. Pewarnaan titik pada graf sarang lebah HC(n) untuk n = 2,3,4,5, kemudian
menentukan bilangan kromatiknya.
b. pewarnaan sisi pada graf sarang lebah HC(n) untuk n = 2,3,4,5, kemudian
menentukan bilangan kromatiknya.
c. pewarnaan wilayah pada graf sarang lebah HC(n) untuk n = 2,3,4,5,
langkah-langkahnya sebagai berikut.
o Mencari dual dari graf sarang lebah HC (n) untuk n = 2,3,4,5.
. Menentukan pewarnaan titik dari dual graf sarang lebah HC(n) untuk
n = 2,3,4,5.
. Menentukan bilangan kromatik pewarnaan titik dari dual graf sarang
lebah HC(n) untuk n = 2,3,4,5.

6.  Mendapatkan pola bilangan kromatik dari pewarnaan titik, pewarnaan sisi,
dan pewarnaan wilayah pada graf sarang lebah HC(n) untuk n = 2,3,4,5
yang kemudian menghasilkan suatu teorema.

7.  Membuktikan teorema yang dihasilkan.
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