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ABSTRAK 

 

Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung dan 𝑊 adalah sub himpunan titik terurut 

pada graf terhubung 𝐺. Himpunan 𝑊 disebut himpunan pembeda pada 𝐺 jika untuk 

setiap titik pada graf 𝐺 memiliki representasi jarak yang berbeda terhadap 𝑊. 

Himpunan pembeda dengan banyak anggota minimum disebut himpunan pembeda 

minimum atau basis dari 𝐺 dan kardinalitas himpunan tersebut adalah dimensi 

metrik pada graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝑑𝑖𝑚(𝐺). Dalam skipsi ini dibahas 

mengenai dimensi metrik hasil operasi shackle graf siklus 𝐶3, 

𝑑𝑖𝑚 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘)) = 2 untuk 𝑘 ≥ 2. 

Metode yang digunakan dalam membuktikan hasil tersebut adalah induksi 

matematika. 

 

Kata Kunci : Dimensi Metrik, Operasi Shackle, Graf Siklus.  
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ABSTRACT 

 

Let 𝐺 be a connected graph and 𝑊 be a ordered vertices subset on a 

connected graph 𝐺. The set 𝑊 is called resolving set for 𝐺 if every vertex on graph 

𝐺 has distinct representation of 𝑊. A resolving set containing a minimum number 

of vertices is called resolving set minimum or basis for 𝐺 and the cardinality of 

resolving set is the metric dimension on graph 𝐺,  denoted by 𝑑𝑖𝑚(𝐺).  In the thesis 

discusses about metric dimensions of shackle operation 𝐶3 cycle graph, 

𝑑𝑖𝑚 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘)) = 2 for 𝑘 ≥ 2. To 

proof this results, using mathematical induction method.  

 

Keywords : Metric Dimension, Shackle Operation, Cycle Graph. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang berkembang 

luas dan dapat diterapkan di berbagai bidang. Penerapan teori graf sangat 

membantu dalam menyelesaikan masalah, misalnya dalam topologi jaringan bidang 

ilmu komputer, riset operasi dan teknologi komunikasi. Teori graf pertama kali 

diperkenalkan oleh matematikawan asal Swiss bernama Leonhard Euler pada tahun 

1736. Salah satu penelitian yang termasuk dalam bidang teori graf adalah dimensi 

metrik. Konsep dimensi metrik pertama kali diperkenalkan oleh Slater pada tahun 

1975, kemudian dilanjutkan oleh Harary dan Melter pada tahun 1976 dalam 

jurnalnya yang berjudul On the Metric Dimension of a Graph. Pada jurnal itu 

diperkenalkan sebuah ide baru, yaitu representasi metrik yang merupakan suatu 

cara untuk merepresentasikan lokasi titik pada suatu graf. 

Dalam penentuan dimensi metrik pada graf digunakan beberapa istilah 

seperti istilah jarak, himpunan pembeda dan basis. Diberikan suatu graf tak berarah 

dan terhubung 𝐺, jarak antara dua titik 𝑢 dan 𝑣 dinotasikan 𝑑(𝑢, 𝑣) adalah panjang 

lintasan terpendek antara 𝑢 dan 𝑣 pada graf terhubung 𝐺. Untuk himpunan terurut 

𝑊 = {𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑘} dari titik-titik dalam graf terhubung 𝐺 dan 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), 

representasi dari 𝑣 terhadap 𝑊 dinotasikan 𝑟(𝑣|𝑊) pasangan terurut 𝑘-tuple 

𝑟(𝑣|𝑊) = (𝑑(𝑣, 𝑤1), 𝑑(𝑣, 𝑤2), … , 𝑑(𝑣, 𝑤𝑘)). Jika titik-titik pada 𝐺 mempunyai 

representasi yang berbeda terhadap 𝑊 untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈  𝑉(𝐺), maka 𝑊 disebut 

himpunan pembeda dari 𝐺. Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum 

disebut himpunan pembeda minimum atau basis dari graf 𝐺. Kardinalitas dari basis 

tersebut dinamakan dimensi metrik dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝑑𝑖𝑚 (𝐺) (Wahyudi, 

dkk., 2011). 

Konsep dimensi metrik ini telah diaplikasikan oleh banyak peneliti dalam 

menyelesaikan permasalahan kehidupan nyata. Slater mengaitkan permasalahan 

dimensi metrik dengan masalah jaringan. Pada tahun 1996, Khuller, ddk., 

menjelaskan aplikasi permasalahan dimensi metrik graf pada bidang sains 
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komputasi dan robotika. Pada tahun 2000, Chartrand, dkk., juga mengaplikasikan 

himpunan pembeda dalam dimensi metrik pada bidang kimia. 

Suatu graf baru dapat dibentuk dengan cara menggunakan operasi-operasi 

tertentu dalam graf. Salah satu operasi graf adalah operasi shackle. Beberapa 

penelitian yang telah dilakukan terkait dengan dimensi metrik dalam operasi 

shackle diantaranya, Ilham Saifuddin pada tahun 2015 dalam skripsi yang berjudul 

“Dimensi Partisi dari Graf Khusus dan Operasinya”, ditemukan nilai dimensi 

metrik graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶4, 𝑣, 𝑛) = 𝑘 dengan 𝑘 ≥ 3 untuk setiap bilangan bulat 𝑛 ≥ 3. 

Pada tahun 2018, Marsidi, dkk., dalam jurnalnya “On the Metric Dimension 

of Some Operation Graphs” menemukan dimensi metrik graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐻2
2, 𝑒, 𝑚). 

Dalam penelitian tersebut, Marsidi, dkk., menemukan dimensi metrik graf 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐻2
2, 𝑒, 𝑚) = 2 dengan 𝑚 ≥ 2. 

Dari hasil penelitian tersebut menjadi acuan dalam mencari dimensi metrik 

dari graf yang diperoleh dari hasil operasi shackle. Graf yang akan digunakan dalam 

penelitian ini adalah hasil operasi shackle graf siklus 𝐶3 yang dinotasikan  

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘). Oleh karena itu, penulis 

mendapatkan suatu permasalahan baru yang dapat dikaji menjadi suatu bentuk 

penelitian yaitu “Dimensi Metrik dari Hasil Operasi Shackle Graf Siklus 𝐶3”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Dalam penentuan dimensi metrik terlebih dahulu dibentuk satu himpunan 

titik yang merupakan himpunan pembeda minimum. Himpunan pembeda minimum 

disebut basis dan kardinalitas dari basis adalah dimensi metrik dari graf  

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘). Oleh karena itu, rumusan 

masalah dalam penelitian ini adalah bagaimana cara menentukan himpunan 

pembeda minimum atau basis dari graf  𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 =

𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘) untuk mendapatkan dimensi metrik. 

1.3 Batasan Masalah 

Agar penelitian ini tidak mencakup pembahasan yang terlalu luas dan 

melebar, maka diberikan batasan masalah yaitu penelitian ini hanya mencakup pada 
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penentuan dimensi metrik graf  𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 =

𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘) untuk 𝑘 ≥ 2.  

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian ini adalah menentukan dimensi metrik graf 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘). 

1.5 Manfaat Penelitian  

Berdasarkan tujuan penelitian diatas, maka diharapkan dalam penulisan 

skripsi ini dapat menambah pemahaman baru tentang konsep teori graf, khususnya 

pada kajian dimensi metrik hasil operasi shackle suatu graf dan dapat menjadi 

referensi bagi peneliti lain terkait dimensi metrik ke depannya.  
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

Pada bab ini dibahas beberapa materi yang dijadikan landasan teori untuk 

memahami penentuan dimensi metrik suatu graf, khususnya graf siklus 𝐶3. Materi 

tersebut meliputi dasar-dasar graf, operasi dalam graf dan dimensi metrik. Adapun 

definisi, istilah, dan notasi yang dibahas pada bab ini umumnya paling banyak 

dikutip dari buku Prof. Hasmawati, M.Si. yang berjudul “Pengantar dan Jenis-jenis 

Graf” tahun 2020. 

2.1 Dasar-dasar Graf 

Pada Subbab 2.1 ini disajikan definisi graf, unsur-unsur dan jenis-jenis graf 

yang akan digunakan dalam skripsi ini. Sebelum itu, dalam mendefinisikan graf 

menggunakan konsep tentang himpunan, oleh karena itu sebelum menyajikan 

definisi graf terlebih dahulu disajikan pengertian tentang himpunan. 

2.1.1 Himpunan 

Berikut disajikan definisi himpunan dan himpunan terbatas. 

Definisi 2.1.1 Himpunan adalah koleksi objek yang memiliki karakteristik tertentu 

yang jelas (Subhan, 2017). 

Objek yang terdapat di dalam himpunan disebut elemen, unsur atau anggota. 

Dalam pengertian himpunan disyaratkan bahwa setiap elemennya hanya muncul 

satu kali saja. Suatu himpunan dikatakan terbatas (bounded) jika himpunan tersebut 

terbatas di atas dan terbatas di bawah. Jika tidak, maka dikatakan tidak terbatas 

(unbounded). Berikut disajikan definisi batas atas dan batas bawah suatu himpunan. 

Definisi 2.1.2 Diberikan 𝑆 himpunan bagian tak kosong dari ℝ (Bartle dan Sherbert, 

2011). 

a. Himpunan 𝑆 dikatakan terbatas di atas jika 𝑆 mempunyai batas atas. 𝑢 ∈ ℝ 

dikatakan batas atas dari 𝑆 jika 𝑥 ≤ 𝑢, ∀𝑥 ∈ 𝑆.  

b. Himpunan 𝑆 dikatakan terbatas di bawah jika 𝑆 mempunyai batas bawah. 𝑤 ∈

ℝ dikatakan batas bawah dari 𝑆 jika 𝑥 ≥ 𝑤, ∀𝑥 ∈ 𝑆. 
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Misalkan 𝑢 batas atas dari 𝑆, maka 𝑢 disebut batas atas terkecil jika 𝑢 ≤ 𝑥, 

untuk setiap 𝑥, 𝑥 batas atas 𝑆. Sebaliknya, 𝑢 disebut batas bawah terbesar jika 𝑢 ≥

𝑥, untuk setiap 𝑥, 𝑥 batas bawah dari 𝑆. 

2.1.2 Graf 

Dalam mempelajari graf terdapat beberapa notasi dan istilah yang berkaitan 

dengan graf. Berikut ini disajikan definisi graf, beberapa definisi lain, notasi dan 

istilah yang akan digunakan dalam skripsi ini. 

Definisi 2.1.3 (Definisi graf secara umum) Graf adalah pasangan himpunan (𝑉, 𝐸) 

dengan 𝑉 adalah himpunan diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik dan 𝐸 

adalah himpunan dari pasangan anggota-anggota 𝑉 yang disebut sisi. 

Jika graf 𝐺 = (𝑉, 𝐸), maka 𝑉 = 𝑉(𝐺) dan 𝐸 = 𝐸(𝐺), sehingga graf 𝐺 =

(𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) = {𝑢: 𝑢 𝑑𝑖𝑠𝑒𝑏𝑢𝑡 𝑡𝑖𝑡𝑖𝑘} dan 𝐸(𝐺) = {(𝑢, 𝑣): 𝑢, 𝑣 ∈

𝑉(𝐺)} atau (𝑢, 𝑣) dapat ditulis dengan 𝑢𝑣 yang disebut sebagai sisi. Jika 𝑢𝑣 = 𝑣𝑢 

dan 𝑢 ≠ 𝑣 untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), maka graf 𝐺 disebut graf sederhana.  

 Banyaknya anggota dari 𝑉(𝐺) disebut orde (order) dari graf 𝐺 dengan 

notasi 𝑝(𝐺) dan banyaknya anggota dari 𝐸(𝐺) disebut ukuran (size) dengan notasi 

𝑞(𝐺). Sedangkan, banyaknya anggota pada himpunan tersebut disebut kardinalitas 

yang dinyatakan dengan simbol "|   |". Jadi apabila 𝑝(𝐺) adalah orde graf dan 𝑞(𝐺) 

adalah ukuran graf, maka 𝑝(𝐺) = |𝑉(𝐺)| dan 𝑞(𝐺) = |𝐸(𝐺)|.  

Jika 𝑒 = 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺), maka dikatakan titik 𝑢 bertetangga (adjacent) dengan 

𝑣 demikian juga sebaliknya, dan sisi 𝑒 terkait (incident) dengan titik 𝑢 dan titik 𝑣. 

Suatu graf berorde 𝑛 disebut graf lengkap jika setiap dua titiknya bertetangga. 

Contoh 2.1.1 Diberikan graf 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) =

{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑣1𝑣2, 𝑣2𝑣3, 𝑣3𝑣4, 𝑣4𝑣1} dengan 𝑝(𝐺) =

4 dan 𝑞(𝐺) = 4, graf 𝐺 dapat dilihat pada Gambar 2.1.1. 

      

Gambar 2.1.1 Graf sederhana G berorde 4. 
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Suatu graf sebut 𝐻 merupakan subgraf dari graf lainnya sebut 𝐺 karena 

setiap anggota yang ada pada 𝐻 juga berada pada 𝐺. Berikut disajikan definisi 

mengenai subgraf. 

Definisi 2.1.5 Misalkan dua graf 𝐻 = (𝑉(𝐻), 𝐸(𝐻)) dan 𝐺 = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)). Graf 

𝐻 disebut subgraf dari 𝐺, jika 𝑉(𝐻) ⊆ 𝑉(𝐺) dan 𝐸(𝐻) ⊆ 𝐸(𝐺).  

Contoh 2.1.2 Subgraf dari graf 𝐺 pada Gambar 2.1.1. 

             

Gambar 2.1.2 Graf 𝐺1 dan 𝐺2 adalah subgraf dari 𝐺. 

Derajat suatu graf akan diketahui jika derajat setiap titik pada graf tersebut 

diketahui. Berikut ini disajikan definisi derajat suatu titik pada graf. 

Definisi 2.1.6 Derajat suatu titik 𝑣𝑖 dalam graf 𝐺, dilambangkan dengan "𝑑(𝑣𝑖)", 

yaitu banyaknya sisi 𝑥 ∈ 𝐸(𝐺) yang terkait dengan titik 𝑣𝑖 atau 𝑑(𝑣𝑖) = |𝑁𝐺(𝑣𝑖)|. 

Himpunan tetangga suatu titik 𝑣 pada graf 𝐺 dinotasikan 𝑁𝐺(𝑣) = {𝑢|𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)}. 

Derajat minimum dari suatu graf 𝐺 dinotasikan 𝛿(𝐺), yaitu 𝛿(𝐺) =

min{𝑑(𝑣): 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)} dan derajat maksimum dari suatu graf 𝐺 dinotasikan ∆(𝐺), 

yaitu ∆(𝐺) = max {𝑑(𝑣): 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)}. 

Contoh 2.1.3 Dari Gambar 2.1.1 diperoleh 𝑁𝐺(𝑣1) = {𝑣2, 𝑣4}, 𝑁𝐺(𝑣2) =

{𝑣1, 𝑣3, }, 𝑁𝐺(𝑣3) = {𝑣2, 𝑣4}, dan 𝑁𝐺(𝑣4) = {𝑣1, 𝑣3}, maka derajat untuk setiap 

titiknya adalah 𝑑(𝑣1) = |𝑁𝐺(𝑣1)| = 2, 𝑑(𝑣2) = |𝑁𝐺(𝑣2)| = 2, 𝑑(𝑣3) =

|𝑁𝐺(𝑣3)| = 2, dan 𝑑(𝑣4) = |𝑁𝐺(𝑣4)| = 2. Dengan demikian, diperoleh 𝛿(𝐺) = 2 

dan ∆(𝐺) = 2. 

 Untuk mencari jarak terpendek dari suatu graf 𝐺, maka diberikan definisi 

tentang lintasan dan jarak sebagai berikut. 
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Definisi 2.1.7 Misal 𝐺 adalah graf dengan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). Lintasan dari titik 𝑢 ke 𝑣 

pada graf 𝐺 adalah barisan antara titik dan sisi 𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, 𝑣3 … 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛−1, 𝑣𝑛 

dengan 𝑒𝑖 = 𝑣𝑖𝑣𝑖+1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1. 

Contoh 2.1.4 Lintasan pada graf sederhana cukup dituliskan sebagai barisan titik-

titik saja 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛, karena antara dua buah simpul berurutan di dalam 

lintasan hanya ada satu sisi. Sehingga, pada Gambar 2.1.1 memiliki lintasan dengan 

barisan sisi yaitu (𝑣1, 𝑣2), (𝑣1, 𝑣4), (𝑣2, 𝑣3), (𝑣3, 𝑣4). 

Definisi 2.1.8 Misalkan 𝑢 dan 𝑣 adalah dua titik dalam graf 𝐺. Jarak titik 𝑢 dan 𝑣 

ditulis 𝑑(𝑢, 𝑣), yang memenuhi  

𝑑(𝑢, 𝑣) = {

0,   jika 𝑢 = 𝑣,                                                                       
𝑘, jika panjang lintasan terpendek 𝑢 − 𝑣 adalah 𝑘,

∞, jika tidak ada lintasan dari 𝑢 ke 𝑣.                           
  

Contoh 2.1.5 Dari Gambar 2.1.1 dapat ditentukkan jarak antara dua titik sebagai 

berikut. 

Diketahui 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}, dan  

𝑑(𝑣1, 𝑣1) = 0, 𝑑(𝑣1, 𝑣2) = 1, 𝑑(𝑣1, 𝑣3) = 2, 𝑑(𝑣1, 𝑣4) = 1,  

𝑑(𝑣2, 𝑣1) = 1, 𝑑(𝑣2, 𝑣2) = 0, 𝑑(𝑣2, 𝑣3) = 1, 𝑑(𝑣2, 𝑣4) = 2,  

𝑑(𝑣3, 𝑣1) = 2, 𝑑(𝑣3, 𝑣2) = 1. 𝑑(𝑣3, 𝑣3) = 0, 𝑑(𝑣3, 𝑣4) = 1, 

𝑑(𝑣4, 𝑣1) = 1, 𝑑(𝑣4, 𝑣2) = 2. 𝑑(𝑣4, 𝑣3) = 1, 𝑑(𝑣4, 𝑣4) = 0. 

2.1.3 Jenis-jenis Graf 

Selain graf sederhana yang telah dibahas pada Subbab 2.1.2, dan telah 

banyak ditemukan jenis-jenis graf yang baru, sehingga pada Subbab 2.1.3 ini 

disajikan beberapa definisi jenis-jenis graf sebagai berikut.  

a. Graf Lengkap 

Definisi 2.1.11 Graf lengkap adalah graf yang dimana setiap dua titiknya 

bertetangga. Akibatnya, setiap titik pada graf lengkap mempunyai derajat yang 

sama. Graf lengkap dengan 𝑛 titik dinotasikan 𝐾𝑛 (Hasmawati, 2020). 
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Contoh 2.1.6 

 

Gambar 2.1.3 Graf Lengkap 𝐾1, 𝐾2. 𝐾3 dan 𝐾4. 

b. Graf Lintasan 

Definisi 2.1.12 Graf lintasan adalah graf yang terdiri barisan titik dan sisi yang 

berbentuk  𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, 𝑣3 … 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛−1, 𝑣𝑛 sedemikian sehingga 𝑒𝑖 = 𝑣𝑖𝑣𝑖+1, 𝑖 =

1,2, … , 𝑛 − 1 adalah sisi-sisi dari graf lintasan. Graf lintasan dinotasikan 𝑃𝑛 dengan 

orde 𝑛 dan jumlah sisi 𝑛 − 1. Graf lintasan terdiri atas satu lintasan maksimal 

(Hasmawati, 2020). 

Contoh 2.1.7 

 

Gambar 2.1.4 Graf lintasan 𝑃4. 

c. Graf Siklus 

Definisi 2.1.13 Graf siklus dinotasikan 𝐶𝑛 dengan panjang 𝑛, 𝑛 ≥ 3 adalah graf 

dengan himpunan titik 𝑉(𝐶𝑛) = 𝑉(𝑃𝑛) dan himpunan sisi 𝐸(𝐶𝑛) = 𝐸(𝑃𝑛) ∪ {𝑣𝑛𝑣1} 

(Hasmawati, 2020). 

Contoh 2.1.8 

 

Gambar 2.1.5 Graf siklus 𝐶3. 

d. Graf Roda 

Definisi 2.1.14 Graf Roda (Wheel) adalah suatu graf yang dibentuk dari graf siklus 

𝐶𝑛 dengan menambahkan satu titik pusat 𝑥, dengan 𝑥 bertetangga dengan semua 
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titik pada graf siklus. Graf roda berorde 𝑛 + 1 dinotasikan dengan 𝑊𝑛 (Hasmawati, 

2020). 

Contoh 2.1.9 

 
Gambar 2.1.6 Graf roda 𝑊3. 

e. Graf Bintang 

Definisi 2.1.15 Graf bintang berorde 𝑛 dinotasikan 𝑆𝑛 adalah graf terhubung yang 

mempunyai satu titik berderajat 𝑛 − 1 dan 𝑛 − 1 titik berderajat satu (Hasmawati, 

2020). 

Contoh 2.1.10 

 

Gambar 2.1.7 Graf Bintang 𝑆4 dan 𝑆5. 

2.2 Operasi dalam Graf 

Operasi dalam graf adalah operasi terhadap dua graf atau lebih untuk 

menghasilkan graf baru. Pada Subbab 2.2 ini disajikan beberapa operasi graf antara 

lain operasi amalgamasi dan operasi shackle, yang dimana operasi shackle ini 

adalah operasi graf yang akan digunakan dalam skripsi ini.  

2.2.1 Operasi Amalgamasi 

Definisi 2.2.1 Misalkan 𝐺𝑖 graf terhubung dengan titik tetap 𝑣0𝑖 ∈ 𝑉(𝐺𝑖), 

Amalgamasi  graf 𝐺𝑖 pada titik tetap 𝑣0𝑖 dinotasikan dengan 𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐺𝑖 , 𝑣0𝑖) adalah 

mengambil semua unsur-unsur (titik dan sisi) pada 𝐺𝑖 dengan 𝑣0𝑖 = 𝑣0𝑗 , ∀𝑖, 𝑗 . 
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Graf 𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐺𝑖, 𝑣0𝑖) dapat ditulis 𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐺1; 𝐺2; … ; 𝐺𝑘, 𝑣01; 𝑣02; … ; 𝑣0𝑘). Jika 

𝐺𝑖 = 𝐺𝑗 untuk setiap 𝑖, 𝑗, maka 𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐺1; 𝐺2; … ; 𝐺𝑘 , 𝑣01; 𝑣02; … ; 𝑣0𝑘) dapat ditulis 

𝐴𝑚𝑎𝑙(𝑘𝐺𝑖; 𝑣0𝑖) untuk suatu 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑘} (Hasmawati, 2020). 

Contoh 2.2.1  

Diberikan graf sebagai berikut. 

                  

Gambar 2.2.1 Graf 𝐶3, Graf 𝐾4, Graf 𝑆5. 

Himpunan titik dan sisi dari Gambar 2.2.1 diberikan sebagai berikut : 

𝑉(𝐶3) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3},   𝐸(𝐶3) = {𝑣1𝑣2, 𝑣1𝑣3, 𝑣2𝑣3}, 

𝑉(𝐾4) = {𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4},   𝐸(𝐾4) = {𝑤1𝑤2, 𝑤1𝑤3, 𝑤1𝑤4, 𝑤2𝑤3, 𝑤2𝑤4, 𝑤3𝑤4}, 

𝑉(𝑆5) = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5},   𝐸(𝑆5) = {𝑥1𝑥5, 𝑥2𝑥5, 𝑥3𝑥5, 𝑥4𝑥5}. 

Operasi amalgamasi titik pada graf 𝐶3, graf 𝐾4, dengan graf 𝑆5 adalah 

𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐶3; 𝐾4; 𝑆5, 𝑣3 = 𝑤4 = 𝑥4) dengan himpunan titik 

𝑉(𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐶3; 𝐾4; 𝑆5, 𝑣3 = 𝑤4 = 𝑥4)) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥5} 

dengan 𝑣3 = 𝑤4 = 𝑥4. Diperoleh graf baru seperti berikut. 

 

Gambar 2.2.2 Graf 𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐶3; 𝐾4; 𝑆5, 𝑣3 = 𝑤4 = 𝑥4). 
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 Adapun dengan mengambil titik yang lain sebagai titip tetap yaitu titik 𝑣3 =

𝑤4 = 𝑥5 diperoleh graf baru dari hasil operasi amalgamasi titik pada graf 𝐶3, graf 

𝐾4, dengan graf 𝑆5 adalah 𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐶3; 𝐾4; 𝑆5, 𝑣3 = 𝑤4 = 𝑥5) dengan himpunan titik 

𝑉(𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐶3; 𝐾4; 𝑆5, 𝑣3 = 𝑤4 = 𝑥5)) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4} 

dengan 𝑣3 = 𝑤4 = 𝑥5. Diperoleh graf baru seperti berikut. 

 

Gambar 2.2.3 Graf 𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐶3; 𝐾4; 𝑆5, 𝑣3 = 𝑤4 = 𝑥5). 

Selain Contoh 2.2.1 yang memberikan operasi amalgamasi pada tiga graf 

yang berbeda, selanjutnya pada Contoh 2.2.2 diberikan amalgamasi graf yang sama. 

Contoh 2.2.2  

 Dengan melihat kembali graf 𝐶3 pada Gambar 2.2.1. Operasi amalgamasi 

titik pada graf 𝐶3 adalah  𝐴𝑚𝑎𝑙(𝐶3𝑖, 𝑥0𝑖), untuk 𝑖 = 1,2,3 atau dapat ditulis 

𝐴𝑚𝑎𝑙(3𝐶3, 𝑥), memiliki himpunan titik sebagai berikut. 

𝑉(𝐴𝑚𝑎𝑙(3𝐶3, 𝑥)) = {𝑥, 𝑣1
1, 𝑣2

1, 𝑣1
2, 𝑣2

2, 𝑣1
3, 𝑣2

3} 

dengan 𝑥 = 𝑣3
1 = 𝑣3

2 = 𝑣3
3. Diperoleh graf baru sebagai berikut. 

            

Gambar 2.2.4 Graf 𝐴𝑚𝑎𝑙(3𝐶3, 𝑥). 
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2.2.2 Operasi Shackle 

Definisi 2.2.2 Operasi shackle titik pada graf 𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑘 dengan titik tetap 

masing-masing adalah 𝑢𝑖 dan 𝑣𝑖 untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑘 dinotasikan 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑘: 𝑣𝑗 = 𝑢𝑗+1; 𝑗 = 1,2, … , 𝑘) adalah graf dengan himpunan titik 

𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑘: 𝑣𝑗 = 𝑢𝑗+1; 𝑗 = 1,2, … , 𝑘)) = 𝑉(𝐺1) ∪ 𝑉(𝐺2\𝑣2
1) ∪

𝑉(𝐺3\𝑣3
1) ∪ … ∪ 𝑉(𝐺𝑘\𝑣𝑘) dan himpunan sisi 𝐸(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐺1, 𝐺2, … , 𝐺𝑘: 𝑣𝑗 =

𝑢𝑗+1; 𝑗 = 1,2, … , 𝑘)) = ⋃ 𝐸(𝐺𝑖)
𝑘
𝑖=1  (Hasmawati, 2020). 

Contoh 2.2.3  

Dengan melihat kembali Gambar 2.2.1, suatu graf baru dapat dibentuk 

dengan operasi shackle. 

Operasi shackle titik pada graf 𝐶3, graf 𝐾4, dengan graf 𝑆5 adalah 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3, 𝐾4, 𝑆5: 𝑣3 = 𝑤1, 𝑤3 = 𝑥1) dengan himpunan titik sebagai berikut 

𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3, 𝐾4, 𝑆5: 𝑣3 = 𝑤1, 𝑤3 = 𝑥1)) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5}. 

Diperoleh graf baru sebagai berikut. 

 

Gambar 2.2.5 Graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3, 𝐾4, 𝑆5: 𝑣3 = 𝑤1, 𝑤3 = 𝑥1). 

Adapun dengan mengambil titik yang lain sebagai titip tetap yaitu titik 𝑣3 =

𝑤1, 𝑤3 = 𝑥5 diperoleh graf baru dari hasil operasi shackle titik pada graf 𝐶3, graf 

𝐾4, dengan graf 𝑆5 adalah 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3, 𝐾4, 𝑆5: 𝑣3 = 𝑤1, 𝑤3 = 𝑥5) dengan himpunan 

titik sebagai berikut 

𝑉(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3, 𝐾4, 𝑆5: 𝑣3 = 𝑤1, 𝑤3 = 𝑥5)) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑤2, 𝑤3, 𝑤4, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}. 

Diperoleh graf baru sebagai berikut. 
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Gambar 2.2.6 Graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3, 𝐾4, 𝑆5: 𝑣3 = 𝑤1, 𝑤3 = 𝑥5) 

Selain Contoh 2.2.3 yang memberikan operasi shackle pada tiga graf yang 

berbeda, selanjutnya pada Contoh 2.2.4 diberikan shackle graf yang sama. 

Contoh 2.2.4 

Dengan melihat kembali graf 𝐶3 pada Gambar 2.2.1. Operasi shackle titik 

pada graf 𝐶3 adalah  𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3) dengan himpunan titik 

dan himpunan sisi sebagai berikut. 

𝑉(𝑠ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3)) = {𝑣1

1, 𝑣2
1, 𝑣3

1, 𝑣2
2, 𝑣3

2, 𝑣2
3, 𝑣3

3}, 

𝐸(𝑠ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3)) = {𝑣1

1𝑣2
1, 𝑣1

1𝑣3
1, 𝑣2

1𝑣3
1, 𝑣3

1𝑣2
2, 

𝑣3
1𝑣3

2, 𝑣2
2𝑣3

2, 𝑣3
2𝑣2

3, 𝑣3
2𝑣3

3, 𝑣2
3𝑣3

3}. 

Diperoleh graf baru hasil operasi shackle titik pada graf siklus 𝐶3 sebagai 

berikut. 

 

Gambar 2.2.7 Graf 𝑠ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3). 

Dari Gambar 2.2.7,  diperoleh himpunan titik dan sisi untuk graf hasil 

operasi shackle graf siklus 𝐶3 adalah sebagai berikut.  

𝑉 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘)) 

= 𝑉(𝐶3
1) ∪ 𝑉(𝐶3

2\𝑣1
2) ∪ 𝑉(𝐶3

3\𝑣1
3) ∪ … ∪ 𝑉(𝐶3

𝑘\𝑣1
𝑘) 

= {𝑣1
1, 𝑣2

1, 𝑣3
1} ∪ {𝑣2

𝑖 , 𝑣3
𝑖 ; 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘}, 
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𝐸 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘)) 

= ⋃ 𝐸(𝐶3
𝑖

𝑘

𝑖=1

) 

= {𝑣1
𝑖 𝑣2

𝑖 , 𝑣1
𝑖 𝑣3

𝑖 , 𝑣2
𝑖 𝑣3

𝑖 ; 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘} dengan 𝑣3
𝑖 = 𝑣1

𝑖+1, ∀𝑖. 

2.3 Dimensi Metrik 

Pada Subbab 2.3 ini disajikan definisi, istilah-istilah dan hasil penelitian 

yang berkaitan dengan dimensi metrik. 

Definisi 2.3.1 Misalkan himpunan terurut 𝑊 = {𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑘} merupakan 

himpunan bagian dari 𝑉(𝐺). Representasi titik 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) terhadap 𝑊 di 𝐺 adalah 

𝑟(𝑣|𝑊) = (𝑑(𝑣, 𝑤1), 𝑑(𝑣, 𝑤2), … , 𝑑(𝑣, 𝑤𝑘)). Himpunan 𝑊 disebut himpunan 

pembeda pada 𝐺 jika untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), 𝑢 ≠ 𝑣 mengakibatkan 𝑟(𝑢|𝑊) ≠

𝑟(𝑣|𝑆) (Eka dan Rahadjeng, 2012). 

Definisi 2.3.2 Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum disebut himpunan 

pembeda minimum atau basis dari graf 𝐺. Banyaknya anggota atau kardinalitas dari 

basisnya (himpunan pembeda minimum) disebut dimensi metrik, dinotasikan 

dengan 𝑑𝑖𝑚(𝐺) (Wahyudi, dkk., 2011). 

Berikut diberikan contoh mengenai penentuan dimensi metrik graf 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3). 

Contoh 2.3.1  

Misalkan 𝐺 adalah graf Sℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3) seperti pada 

Gambar 2.3.1, akan ditentukan dimensi metrik dari graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 =

𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3). 

 

Gambar 2.3.1 Graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3). 
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Pilih 𝑊1 = {𝑣1
1, 𝑣3

3}, 𝑊2 = {𝑣1
1, 𝑣3

1, 𝑣3
2}, 𝑊3 = {𝑣1

1, 𝑣3
1, 𝑣2

2, 𝑣3
3}. Akan 

ditunjukkan 𝑊1, 𝑊2 dan 𝑊3 adalah himpunan pembeda dari graf 

𝑠ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3). 

Representasi setiap titik pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3) 

terhadap 𝑊1 = {𝑣1
1, 𝑣3

3} adalah  

𝑟(𝑣1
1|𝑊1) = (𝑑(𝑣1

1, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣1

1, 𝑣3
3))  = (0,3), 

𝑟(𝑣2
1|𝑊1) = (𝑑(𝑣2

1, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣2

1, 𝑣3
3))  = (1,3), 

𝑟(𝑣3
1|𝑊1) = (𝑑(𝑣3

1, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣3

1, 𝑣3
3))  = (1,2), 

𝑟(𝑣2
2|𝑊1) = (𝑑(𝑣2

2, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣2

2, 𝑣3
3))  = (2,2), 

𝑟(𝑣3
2|𝑊1) = (𝑑(𝑣3

2, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣3

2, 𝑣3
3)) = (2,1), 

𝑟(𝑣2
3|𝑊1) = (𝑑(𝑣2

3, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣2

3, 𝑣3
3)) = (3,1), 

𝑟(𝑣3
3|𝑊1) = (𝑑(𝑣3

3, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣3

3, 𝑣3
3)) = (3,0). 

Karena setiap titik pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3) memiliki 

representasi yang berbeda terhadap 𝑊1 = {𝑣1
1, 𝑣3

3}, maka 𝑊1 merupakan himpunan 

pembeda dari graf  𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3).  

Representasi setiap titik pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3) 

terhadap 𝑊2 = {𝑣1
1, 𝑣3

1, 𝑣3
2} adalah  

𝑟(𝑣1
1|𝑊2) = (𝑑(𝑣1

1, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣1

1, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣1

1, 𝑣3
2)) = (0,1,2), 

𝑟(𝑣2
1|𝑊2) = (𝑑(𝑣2

1, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣2

1, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣2

1, 𝑣3
2)) = (1,1,2), 

𝑟(𝑣3
1|𝑊2) = (𝑑(𝑣3

1, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣3

1, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣3

1, 𝑣3
2)) = (1,0,1), 

𝑟(𝑣2
2|𝑊2) = (𝑑(𝑣2

2, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣2

2, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣2

2, 𝑣3
2))  = (2,1,1), 

𝑟(𝑣3
2|𝑊2) = (𝑑(𝑣3

2, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣3

2, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣3

2. 𝑣3
2)) = (2,1,0), 

𝑟(𝑣2
3|𝑊2) = (𝑑(𝑣2

3, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣2

3, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣2

3, 𝑣3
2)) = (3,2,1), 

𝑟(𝑣3
3|𝑊2) = (𝑑(𝑣3

3, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣3

3, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣3

3, 𝑣3
2)) = (3,2,1). 

Karena terdapat representasi titik yang sama, yaitu 𝑟(𝑣2
3|𝑊2) = 𝑟(𝑣3

3|𝑊2) =

(3,2,1) maka 𝑊2 = {𝑣1
1, 𝑣3

1, 𝑣3
2} bukan himpunan pembeda dari 

𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3). 

Representasi setiap titik pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3) 

terhadap 𝑊3 = {𝑣1
1, 𝑣3

1, 𝑣2
2, 𝑣3

3} adalah  



Universitas Hasanuddin 

 

 16 

 

𝑟(𝑣1
1|𝑊3) = (𝑑(𝑣1

1, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣1

1, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣1

1, 𝑣2
2), 𝑑(𝑣1

1, 𝑣3
3)) = (0,1,2,3), 

𝑟(𝑣2
1|𝑊3) = (𝑑(𝑣2

1, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣2

1, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣2

1, 𝑣2
2), 𝑑(𝑣2

1, 𝑣3
3)) = (1,1,2,3), 

𝑟(𝑣3
1|𝑊3) = (𝑑(𝑣3

1, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣3

1, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣3

1, 𝑣2
2), 𝑑(𝑣3

1, 𝑣3
3)) = (1,0,1,2), 

𝑟(𝑣2
2|𝑊3) = (𝑑(𝑣2

2, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣2

2, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣2

2, 𝑣2
2), 𝑑(𝑣2

2, 𝑣3
3))  = (2,1,0,2), 

𝑟(𝑣3
2|𝑊3) = (𝑑(𝑣3

2, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣3

2, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣3

2, 𝑣2
2), 𝑑(𝑣3

2. 𝑣3
3)) = (2,1,1,1), 

𝑟(𝑣2
3|𝑊3) = (𝑑(𝑣2

3, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣2

3, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣2

3, 𝑣2
2), 𝑑(𝑣2

3, 𝑣3
3)) = (3,2,2,1), 

𝑟(𝑣3
3|𝑊3) = (𝑑(𝑣3

3, 𝑣1
1), 𝑑(𝑣3

3, 𝑣3
1), 𝑑(𝑣3

3, 𝑣2
2), 𝑑(𝑣3

3, 𝑣3
3)) = (3,2,2,0). 

Karena setiap titik pada graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3) memiliki 

representasi yang berbeda terhadap 𝑊3 = {𝑣1
1, 𝑣3

1, 𝑣2
2, 𝑣3

3}, maka 𝑊3 merupakan 

himpunan pembeda dari graf  𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3).  

Dari kedua himpunan titik yang merupakan himpunan pembeda yaitu 𝑊1 =

{𝑣1
1, 𝑣3

3} dan 𝑊3 = {𝑣1
1, 𝑣3

1, 𝑣2
2, 𝑣3

3}, himpunan dengan kardinalitas minimum adalah 

𝑊1 dengan |𝑊1| = 2. Oleh karena itu, disimpulkan bahwa 

𝑑𝑖𝑚(𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, 𝐶3
3: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3)) = 2. 

Berikut diberikan teorema terkait batas atas dan batas bawah dimensi metrik 

untuk sembarang graf. 

Teorema 2.3.1 (Chartrand, dkk., 2000)  Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung dengan 

banyak titik 𝑛 ≥ 2 dan diameter 𝑑, maka 𝑓(𝑛, 𝑑) ≤  𝑑𝑖𝑚(𝐺) ≤ 𝑛 − 𝑑 dengan 

𝑓(𝑛, 𝑑) adalah bilangan bulat positif terkecil 𝑘 yang memenuhi hubungan 𝑑𝑘 ≥

𝑛 − 𝑘. 

Beberapa hasil penelitian terkait dimensi metrik diberikan pada teorema 

yang disajikan berikut ini. 

Teorema 2.3.2 (Chartrand, dkk., 2000) Jika 𝐺 suatu graf terhubung dengan orde 𝑛, 

maka  

a. 𝑑𝑖𝑚(𝐺) = 1 jika dan hanya jika 𝐺 = 𝑃𝑛, 

b. Untuk 𝑛 ≥ 2, 𝑑𝑖𝑚(𝐺) = 𝑛 − 1 jika dan hanya jika 𝐺 = 𝐾𝑛, 

c. Untuk 𝑛 ≥ 4, 𝑑𝑖𝑚(𝐺) = 𝑛 − 2 jika dan hanya jika 𝐺 = 𝐾𝑟,𝑠(𝑟, 𝑠 ≥ 1), 𝐺 =

𝐾𝑟 + 𝐾𝑠
̅̅ ̅, (𝑟 ≥ 1, 𝑠 ≥ 2) atau 𝐺 = 𝐾𝑟 + (𝐾1 ∪ 𝐾𝑠), (𝑟, 𝑠 ≥ 1). 
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Teorema 2.3.3 (Eka dan Rahadjeng, 2012) Jika 𝐺 graf siklus dengan 𝑛 titik dan 

𝑛 ≥ 3, maka 𝑑𝑖𝑚(𝐶𝑛) = 2. 

Bukti : 

Misalkan (𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) siklus dengan 𝑛 titik dan 𝑛 ≥ 3 pada graf 𝐺. Untuk 

siklus dengan 𝑛 ganjil. Misalkan 𝑊 = {𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛}, akan dibuktikan 𝑊 himpunan 

pembeda. Representasi setiap titik pada 𝐺 terhadap 𝑊 adalah 

𝑟(𝑣1|𝑊) = (2,1) 

𝑟(𝑣2|𝑊) = (3,2) 

𝑟(𝑣3|𝑊) = (4,3) 

⋮ 

𝑟 (𝑣𝑛−3
2

|𝑊) = (
𝑛 − 1

2
,
𝑛 − 3

2
) 

𝑟 (𝑣𝑛−1
2

|𝑊) = (
𝑛 − 1

2
,
𝑛 − 1

2
) 

𝑟 (𝑣𝑛+1
2

|𝑊) = (
𝑛 − 3

2
,
𝑛 − 1

2
) 

𝑟 (𝑣𝑛+3
2

|𝑊) = (
𝑛 − 5

2
,
𝑛 − 3

2
) 

⋮ 

𝑟(𝑣𝑛−2|𝑊) = (1,2) 

𝑟(𝑣𝑛−1|𝑊) = (0,1) 

𝑟(𝑣𝑛|𝑊) = (1,0) 

Karena ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), 𝑢 ≠ 𝑣, 𝑟(𝑢|𝑊) ≠ 𝑟(𝑣|𝑊), maka 𝑊 = {𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛} adalah 

himpunan pembeda. 

Akan dibuktikan 𝑊 = {𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛} himpunan pembeda dengan kardinalitas 

minimum. Karena 𝐺 graf siklus, berdasarkan Teorema 2.3.1, 𝑑𝑖𝑚(𝐺) ≠ 1. Karena 

tidak ada himpunan pembeda dengan kardinalitas kurang dari 2, maka 𝑊 dengan 

kardinalitas 2 merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum. 

Sehingga 𝑑𝑖𝑚(𝐶𝑛) = 2 untuk 𝑛 ganjil. 

Untuk siklus dengan 𝑛 genap. Misalkan 𝑊 = {𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛}, akan dibuktikan 

𝑊 himpunan pembeda. Representasi setiap titik pada 𝐺 terhadap 𝑊 adalah 

𝑟(𝑣1|𝑊) = (2,1) 

𝑟(𝑣2|𝑊) = (3,2) 
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𝑟(𝑣3|𝑊) = (4,3) 

⋮ 

𝑟 (𝑣𝑛−2
2

|𝑊) = (
𝑛

2
,
𝑛 − 2

2
) 

𝑟 (𝑣𝑛
2

|𝑊) = (
𝑛 − 2

2
,
𝑛

2
) 

𝑟 (𝑣𝑛+2
2

|𝑊) = (
𝑛 − 4

2
,
𝑛 − 2

2
) 

⋮ 

𝑟(𝑣𝑛−2|𝑊) = (1,2) 

𝑟(𝑣𝑛−1|𝑊) = (0,1) 

𝑟(𝑣𝑛|𝑊) = (1,0) 

Karena ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺), 𝑢 ≠ 𝑣, 𝑟(𝑢|𝑊) ≠ 𝑟(𝑣|𝑊), maka 𝑊 = {𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛} adalah 

himpunan pembeda. 

Akan dibuktikan 𝑊 = {𝑣𝑛−1, 𝑣𝑛} himpunan pembeda dengan kardinalitas 

minimum. Karena 𝐺 graf siklus, berdasarkan Teorema 2.3.1, 𝑑𝑖𝑚(𝐺) ≠ 1. Karena 

tidak ada himpunan pembeda dengan kardinalitas kurang dari 2, maka 𝑊 dengan 

kardinalitas 2 merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum. 

Sehingga 𝑑𝑖𝑚(𝐶𝑛) = 2 untuk 𝑛 genap. 

Karena terbukti untuk graf siklus dengan banyak titik ganjil dan genap, 

maka 𝑑𝑖𝑚(𝐶𝑛) = 2. ∎  

Berdasarkan Teorema 2.3.1, Teorema 2.3.2 dan Teorema 2.3.3, diketahui 

batas bawah dan batas atas dimensi metrik graf 𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 =

𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘) adalah sebagai berikut  

  2 ≤ 𝑑𝑖𝑚 (𝑆ℎ𝑎𝑐𝑘(𝐶3
1, 𝐶3

2, … , 𝐶3
𝑘: 𝑣3

1 = 𝑣1
2, 𝑣3

2 = 𝑣1
3, … , 𝑣3

𝑘−1 = 𝑣1
𝑘)) ≤ 𝑛 − 𝑑. 

2.4 Metode Pembuktian Induksi Matematika 

Induksi Matematika merupakan suatu alat untuk membuktikan hasil-hasil 

yang terkait dengan bilangan bulat, atau yang dapat diperluas untuk semua bilangan 

asli. Prinsip induksi matematika dapat diformulasikan sebagai berikut. 

Misalkan 𝑛0 ∈ ℕ dan 𝑃(𝑛) adalah pernyataan untuk setiap bilangan asli 

𝑛 ≥ 𝑛0. Maka: 

i. Pernyataan 𝑃(𝑛0) adalah benar. 



Universitas Hasanuddin 

 

 19 

 

ii. Untuk semua 𝑘 ≥ 𝑛0, jika 𝑃(𝑘) benar maka 𝑃(𝑘 + 1) benar. 

Sehingga 𝑃(𝑛) benar untuk semua 𝑛 ≥ 𝑛0 (Bartle dan Sherbert, 2011). 


