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ABSTRAK 

Misalkan   adalah suatu graf sederhana. Pelabelan total       

        } disebut suatu pelabelan-  total tidak teratur titik pada graf   jika 

untuk setiap dua titik yang berbeda pada   berlaku             dimana 

           ∑         . Nilai total ketidakteraturan titik dari graf   adalah 

bilangan bulat positif terkecil   sedemikian sehingga   mempunyai suatu 

pelabelan-  total ketidakteraturan titik.   

Skripsi ini membahas mengenai nilai total ketidakteraturan titik graf pisau 

pemotong rumput untuk     dimana   adalah bilangan bulat genap. Hasil yang 

diperoleh sebagai berikut: 

          ⌈
    

 
⌉  

Kata kunci : Graf Pisau Pemotong Rumput, Pelabelan Total Ketidakteraturan 

Titik, Nilai Total Ketidakteraturan Titik. 
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ABSTRACT 

 Let   be a simple graph. A total labeling                 is called a 

vertex irregular total  -labeling of   if for any two different vertices in   then 

            where            ∑         . The minimum   for which a 

graph   has a vertex irregular total  -labeling is called the total vertex irregularity 

strength of  . 

 This thesis discusses  the total irregularity value of the point graph of a 

lawn mower, denoted by     , for     and   is even integers. The result 

obtained are as follows. 

          ⌈
    

 
⌉  

Keyword : Grass Cutting Knife Graph, Vertex Irregular Total  -labeling, Total 

Vertex Irregularity Strength. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika yang pertama kali 

diperkenalkan pada tahun 1736 oleh Leonard Euler. Graf merupakan pasangan 

himpunan titik dan himpunan sisi. Teori graf mengandung banyak aspek penting 

dalam studinya, salah satunya adalah pelabelan. Pelabelan graf pertama kali 

diperkenalkan oleh Sedlacek (1963), kemudian Stewart (1966), Kotzig dan Rosa 

(1970). Pelabelan merupakan pemetaan satu-satu yang memetakan unsur 

himpunan sisi ke bilangan asli yang disebut label. Pelabelan titik adalah pelabelan 

dengan domain himpunan titik, dan pelabelan sisi adalah pelabelan dengan 

domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan dengan domain 

gabungan himpunan titik dan himpunan sisi. 

Pelabelan sisi dan titik pada graf dapat dilakukan dengan banyak cara. 

Salah satu cara yang digunakan adalah melabelinya dengan bilangan. Ada 

beberapa pelabelan graf yang telah dikembangkan, diantaranya adalah pelabelan 

gracefull, pelabelan harmoni, pelabelan total ketidakteraturan, pelabelan ajaib dan 

pelabelan anti ajaib. Pada tahun 2007, Baca dkk mengkaji suatu jenis pelabelan 

total, yaitu pelabelan total tidak teratur (irregular total labeling). Baca dkk 

meneliti pelabelan total tidak teratur ke dalam dua jenis, yaitu pelabelan total tidak 

teratur titik dan pelabelan total tidak teratur sisi. Pelabelan total ketidakteraturan 

titik pada graf G merupakan suatu pemetaan yang memetakan himpunan titik dan 

himpunan sisi dari graf G ke himpunan bilangan             sedemikian sehingga 

semua titik mempunyai bobot yang berbeda. Nilai total ketidakteraturan titik dari 

graf G adalah nilai k terkecil dimana graf G memenuhi pelabelan-k total tidak 

teratur titik. 

Beberapa peneliti telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada 

graf. Pada tahun 2015, Riskawati telah menentukan nilai total ketidakteraturan 

titik graf sarang lebah [1].. Andi Daniah Pahrany telah menentukan nilai total 

ketidakteraturan titik graf unidentified flying object [2]. Sitti Fatimah telah 

menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf splitting [3]. Riskawati, dkk telah 

menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf series parallel [4]. ST. 
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Maryam Mahaseng telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf kincir 

      [5]. Nurdin Hinding, dkk telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik 

graf hexagonal cluster [6].  

Nurlindah telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf 

dodecahedral yang dimodifikasi [7]. Cahyudi Gratio Tandirerung telah 

menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf grid     yang dimodifikasi 

[8]. Ika Indriani Rahayu telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf 

sunflower yang dimodifikasi [9]. Sri Wahyuni DM telah menentukan nilai total 

ketidakteraturan titik pada graf matahari yang dimodifikasi [10]. Defi Lestari telah 

menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf tangga segitiga melingkar yang 

dimodifikasi dengan    titik untuk   ganjil [11]. 

Penelitian-penelitian yang telah dilakukan oleh [7], [8], [9], [10], [11] 

adalah menentukan nilai total ketidakteraturan titik untuk graf yang memiliki 

derajat yang sama yaitu derajat minimum 3 dan derajat maksimum 5. Berdasarkan 

penelitian tersebut belum ditemukan nilai total ketidakteraturan titik graf pisau 

pemotong rumput yang memiliki titik sebanyak   , derajat minimum 3 dan 

maksimum 5. Karena itu penulis tertarik untuk meneliti nilai total ketidakteraturan 

titik graf pisau pemotong rumput yang nantinya akan dibandingkan apakah 

memiliki hasil yang sama dengan penelitian-penelitian tersebut. Adapun judul 

penelitian ini yaitu “Nilai Total Ketidakteraturan Titik Graf Pisau Pemotong 

Rumput”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Adapun masalah yang akan dibahas dalam tugas akhir ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Bagaimana menentukan batas bawah nilai total ketidakteraturan titik 

pada graf pisau pemotong rumput ? 

2. Bagaimana menentukan batas atas nilai total ketidakteraturan titik pada 

graf pisau pemotong rumput ? 
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1.3 Batasan Masalah 

Penelitian ini membahas tentang pelabelan total ketidakteraturan titik pada 

graf pisau pemotong rumput dengan notasi      dengan      dan   bilangan 

bulat genap. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menentukan batas bawah nilai total ketidakteraturan titik pada graf 

pisau pemotong rumput. 

2. Menentukan batas atas nilai total ketidakteraturan titik pada graf pisau 

pemotong rumput. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah sebagai 

berikut:  

1. Untuk mengetahui pelabelan total tidak teratur titik dan nilai total 

ketidakteraturan titik pada graf pisau pemotong rumput. 

2. Untuk menambah pemahaman pembaca tentang pelabelan tidak teratur 

titik dan nilai total ketidakteraturan titik. 

3. Dapat dijadikan sebagai sumber referensi bagi peneliti selanjutnya. 

1.6  Sistematika Penulisan  

Tugas akhir ini terdiri dari 5 bab dengan sistematika penulisan sebagai 

berikut: 

a) Bab I Pendahuluan, yang berisi latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan sistematika penulisan. 

b) Bab II Tinjauan Pustaka, dalam bab ini berisi mengenai teori-teori yang 

berkaitan dengan permasalahan dalam Tugas Akhir ini antara lain konsep 

dasar graf yang relevan dengan pelabelan total ketidakteraturan titik pada 

graf pisau pemotong rumput. 

c) Bab III Metode Penelitian, yang berisi tentang metode penelitian dan 

langkah-langkah yang digunakan untuk  menentukan nilai total 

ketidakteraturan titik pada graf pisau pemotong rumput. 
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d) Bab IV Hasil dan Pembahasan, yang berisi mengenai hasil yang diperoleh 

dalam menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf pisau 

pemotong rumput. 

e) Bab V Penutup, yang berisi tentang kesimpulan dan saran.  
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan konsep dasar pada teori graf,  

jenis-jenis graf, terminologi graf, serta penjelasan mengenai pelabelan pada graf 

yang digunakan pada bab selanjutnya. 

2.1 Pengertian Graf 

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 

1736. Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi. Secara umum, 

definisi graf adalah sebagai berikut: 

Definisi 2.1.1 Graf adalah pasangan himpunan     ), dengan V adalah 

himpunan diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik, dan E adalah himpunan 

dari pasangan anggota-anggota V yang disebut sisi [12]. 

Definisi 2.1.2Graf sederhana   adalah pasangan            dengan      

adalah himpunan diskrit berhingga dan tak kosong, yang anggotanya disebut titik 

(vertex), dan      adalah himpunan pasangan-pasangan yang tak terurut dan 

berbeda dari anggota-anggota      yang disebut sisi (edge). 

Misalkan G adalah graf. Himpunan titik graf G biasanya dinotasikan 

dengan      dan himpunan sisi dinotasikan dengan     . Banyaknya unsur dari 

     disebut order dari G, sedangkan banyaknya anggota dari      disebut 

ukuran (size) dari G. Misalkan          dan sisi yang menghubungkan   dan 

  biasanya ditulis dengan        . Penulisan sisi         dapat ditulis 

dengan     . 

Contoh 2.1.1 

 

 

 

Gambar 2.1.1 Graf G 

𝑣  

𝑣  

𝑣  𝑣3 

𝑣  

𝑒  

𝑒  

𝑒3 

𝑒  

𝑒  
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Himpunan titik dan sisi graf G pada Gambar 2.2.1 masing-masing adalah : 

             3        dan              3          , dimana        , 

      3,  3   3  ,        ,  dan         sehingga orde dan size dari 

graf G masing-masing adalah 5. 

2.2 Terminologi Graf 

Dalam mempelajari graf terdapat beberapa terminologi atau istilah yang 

berkaitan dengan dengan graf. Berikut didefinisikan beberapa terminologi yang 

akan digunakan pada tugas akhir ini. 

Definisi 2.2.1 Misalkan G adalah suatu graf dan            serta x       . 

Jika x =      , maka dikatakan bahwa titik    bertetangga (adjancet) dengan titik 

   dan sisi x terkait (incident) dengan titik    , demikian pula untuk    . 

Himpunan tetangga suatu titik v pada graf    dinotasikan dengan       yang 

didefinisikan sebagai berikut: 

 NG(v) =    |         . 

Definisi 2.2.2 Derajat suatu titik    dalam graf  , dilambangkan “     ”, adalah 

banyaknya sisi        yang terkait dengan titik    atau       |      |. 

Definisi 2.2.3 Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik      

                 , dan himpunan sisi                  untuk suatu     . 

Jalan     pada graf G dengan panjang k adalah barisan titik dan sisi 

:                            dengan                        . Jadi 

panjang suatu jalan adalah banyaknya sisi pada jalan tersebut. Jika        

untuk setiap                    , maka W disebut lintasan. 

Definisi 2.2.4 Graf G disebut graf terhubung apabila setiap dua titik pada graf 

tersebut termuat pada suatu lintasan. 
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Contoh 2.2.1 

 

              

 

              

    Gambar 2.2.1 Graf G 

Himpunan titik dan sisi dari graf   pada Gambar 2.3-1 masing-masing adalah: 

     {       3                }. 

             3                . 

Berdasarkan graf G pada Gambar 2.2.1 diperoleh : 

i. Titik    dengan titik    bertetangga, sedangkan titik    dengan    tidak 

bertetangga. 

ii. Sisi         terkait dengan titik    dan titik   , sedangkan sisi    tidak 

terkait dengan titik  3 dan titik   . 

iii. Derajat dari setiap titiknya adalah                  ,      3  

         ,                  ,                  . 

Sehingga derajat maksimum dari graf G adalah        dan derajat 

minimum dari graf G adalah       . 

iv. Salah satu jalan graf G pada gambar 2.2.1 adalah 

  

             3  3                          3                  . 

Panjang jalan   adalah 10. 

v. Lintasan pada graf G adalah        3      . 

 

 

𝑣  𝑣  

𝑣3

 

𝑣  

𝑣  

𝑣  

𝑣  𝑒  

𝑒  𝑒  

𝑒3

 

𝑒  
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2.3 Jenis-jenis Graf 

Graf  dikelompokkan berdasarkan ciri khusus pada setiap graf . Pada 

subbab ini akan dipaparkan jenis graf yang akan digunakan pada peneliti ini. 

Graf  sederhana merupakan graf yang tidak mengandung sisi ganda (multiple 

edges) dan gelang (loop). Sisi ganda (multiple edges) merupakan sisi yang 

menghubungkan pasangan titik yang sama, sedangkan gelang (loop) merupakan 

sisi yang berawal dan berakhir pada titik yang sama. 

Contoh 2.3.1 

  

  

 

 

Gambar 2.3.1 (a) Graf sederhana, (b) Graf tak sederhana, (c) Graf tak sederhana 

 

Definisi 2.3.2 Misalkan                                adalah lintasan 

berorde n dengan panjang    . Graf lintasan adalah graf yang terdiri atas satu 

lintasan maksimal. 

Contoh 2.3.2 

   

  

Gambar 2.3.2 Graf Lintasan 

Definisi 2.3.3 Graf siklus (cycle) dengan   titik dan   sisi dimana    , 

dinotasikan dengan    adalah graf terhubung yang dibentuk dari lintasan 

tertutup yang berawal dan berakhir pada titik yang sama, dimana setiap titiknya 

berderajat   dan masing-masing titiknya dilalui tepat satu kali. 

 

(a) (b) (c) 

𝑃  𝑃  
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Contoh 2.3.3 

 

  

   

Gambar 2.3.3 Graf Siklus 

Definisi 2.3.4 Misalkan   dan   adalah graf dengan himpunan titik masing-

masing adalah                    dan                   maka graf 

    adalah graf dengan himpunan titik                  dan 

                 adalah suatu sisi dari     jika dan hanya jika memenuhi 

satu dari dua item berikut: 

1.      dan             atau 

2.      dan                   . 

Contoh 2.3.4 

 

 

  

 

  

 

  

 

Gambar 2.3.4 (a) Graf    (b) Graf   (c) Graf       

 

 

 

 

𝐶3 𝐶  𝐶  

𝑢  

 

𝑢  

𝑣  

𝑣3 

𝑣  

𝑣  

(𝑢  𝑣 ) 

 

(𝑢  𝑣 ) 

(𝑢  𝑣3) 

(𝑢  𝑣 ) 

(𝑢  𝑣 ) 

(a) (b) (c) 
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Berikut diberikan definisi pisau pemotong rumput yang digunakan dalam 

penelitian ini. 

Definisi 2.3.5 Misalkan    dan    adalah masing-masing graf siklus pada   titik 

dan graf lintasan pada 2 titik serta         adalah graf hasil kali kartesius 

antara graf     dan graf     dengan himpunan titik dan himpunan sisi masing-

masing adalah 

                 |           

dan  

                         |                   |          . 

Graf pisau pemotong rumput adalah graf yang dikonstruksi dari graf         

dengan menambahkan titik              , sisi             dengan i bilangan 

bulat positif ganjil, sisi       dengan i bilangan  bulat positif genap, dan sisi       

dengan            

Contoh 2.3.5 

 

 

 

Gambar 2.3.5 Graf pisau pemotong rumput 
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2.4 Pelabelan Graf 

Pada subbab ini akan dibahas beberapa definisi pelabelan graf dan bobot 

dari graf. 

Definisi 2.4.1 Pelabelan graf adalah suatu fungsi yang memasangkan elemen-

elemen graf ke suatu himpunan bilangan bulat positif. 

Himpunan bilangan yang menjadi kodomain dari pelabelan disebut 

himpunan label. Berdasarkan domainnya, pelabelan graf terbagi menjadi tiga yaitu 

pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Suatu pelabelan graf disebut 

pelabelan titik (vertex labeling) jika domain dari fungsinya adalah himpunan titik, 

dan disebut pelabelan sisi (edge labeling) jika domainnya adalah himpunan sisi 

dan jika domainnya adalah gabungan dari himpunan titik dan himpunan sisi maka 

pelabelan tersebut adalah pelabelan total (total labeling). 

Definisi 2.4.2 Bobot titik v pada pelabelan total adalah label titik v yang 

ditambahkan dengan jumlah semua label sisi yang terkait dengan v, yaitu 

            ∑         . 

Contoh 2.4.1 

 

 

 

 

Gambar 2.4.1 Pelabelan total pada graf siklus    

Misal  f  adalah pelabelan total pada    maka pelabelan titiknya adalah 

       ,                     , 

                                             3   ,                     , 

                                                 .       

    

3 

5 

7 6 

4 

1 

1 1 

1 

2 2 

2 

3 2 2 

 

 

  

 

𝑣  

  

𝑣  

  

𝑣  

𝑣3 𝑣  
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Adapun pelabelan sisinya yaitu : 

         ,                        , 

     3   ,                  3     , 

                                              .              

Sehingga diperoleh bobot titiknya sebagai berikut. 

                                    , 

                          3         , 

    3     3       3       3         , 

                3                   , 

dan 

                                    . 

2.5 Pelabelan Total Tidak Teratur Titik 

Pada subbab ini, akan dibahas mengenai definisi pelabelan total tidak teratur, nilai 

total ketidakteraturan titik serta Teorema yang dapat digunakan untuk menentukan 

nilai total ketidakteraturan titik pada graf. 

Definisi 2.5.1 Misalkan        adalah graf sederhana. Pelabelan total     

              disebut suatu pelabelan-k total tidak teratur titik (total vertex 

irregular k-labeling) pada graf   jika untuk setiap dua titik yang berbeda pada  , 

berlaku  

            

  

dengan 

           ∑      
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Definis 2.5.2 Nilai total ketidakteraturan titik (total vertex irregularity strength) 

dari   adalah bilangan bulat positif terkecil   sedemikian sehingga   mempunyai 

suatu pelabelan-  total tidak teratur titik, yang dinotasikan dengan      ). 

Contoh 2.5.1 : 

 

 

   

 

                                            

Gambar 2.5.1 Beberapa pelabelan total pada graf siklus    

 

Gambar 2.5.1 Menunjukkan beberapa pelabelan total pada graf siklus   . 

Pada  gambar bagian (a) merupakan pelabelan-3 total ketidakteraturan titik 

sedangkan bagian (b) bukan merupakan pelabelan-3 total ketidakteraturan titik 

karena memiliki bobot titik yang sama dan bagian (c) merupakan pelabelan-4 total 

ketidakteraturan titik karena masing-masing memiliki bobot titik yang berbeda. 

Dengan demikian nilai total ketidakteraturan titik pada graf siklus    adalah 3 

atau dapat ditulis          .                                                                                                                           

Nilai total ketidakteraturan titik pada graf G telah dikembangkan oleh 

Bača, dkk [14] menjadi suatu teorema yang dituliskan sebagai berikut. 

Teorema 2.5.1 Misalkan sebuah graf        dengan n adalah banyaknya titik, 

     adalah derajat minimum, dan      adalah derajat maksimum, maka 

berlaku : 

⌈
        

        
⌉                         

Teorema 2.5.1 dapat digunakan untuk menentukan batas bawah nilai total 

ketidakteraturan titik serta pemberian label pada titik dan sisi untuk menentukan 

batas atas nilai total ketidakteraturan titik. 

 

(a) (b) (c) 
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1 1 

1 

2 2 

2 

3 2 2 

3 

5 

6 5 

4 

1 

1 1 

1 

2 2 

2 

3 2 1 

4 

5 

7 8 
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1 

1 2 
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2 2 

2 

3 4 2 


