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ABSTRAK

Penelitian ini membahas model matematika penyebaran covid-19 dengan adanya
vaksinasi dan perawatan. Dalam hal ini dikonstruksi model SVEIHR yang
membagi populasi menjadi tujuh subpopulasi, yaitu suspected, vaccinated,
exposed, infected, hospitalized, dan recovered. Berdasarkan Analisis kestabilan
titik kesetimbangan, diperoleh syarat kestabilan yang bergantung pada nilai
parameter yang telah didefinisikan. Analisis sensitivitas lokal parameter terhadap
bilangan reproduksi dasar (R,) menunjukkan peningkatan laju infeksi merupakan
faktor yang paling berdampak pada peningkatan nilai R,, sedangkan peningkatan
laju individu terinfeksi yang akan dirawat di rumah sakit merupakan faktor yang
paling berdampak pada penurunan nilai R,. Peningkatan laju vaksinasi dan laju
individu terinfeksi yang akan dirawat di rumah sakit secara optimal dapat
menyebabkan lenyapnya covid-19 pada populasi yang diamati.

Kata Kunci: covid-19, vaksinasi, perawatan, bilangan reproduksi dasar, analisis
sensitivitas.

Judul : Analisis  Model  Matematika ~ Penyebaran  Covid-19
Menggunakan Model SEIR yang Dimodifikasi dengan
Vaksinasi dan Perawatan
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NIM : H011191004
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ABSTRACT

This research discussed the mathematical model of COVID-79’s spread with
vaccination and treatment. In this case, a SVEIHR model had been constructed
that divided the population into seven subpopulations: suspected, recovered,
vaccinated, exposed, infected, hospitalized, and recovered. According to stability
analysis of equilibrium points, we obtained the stability condition that depends on
the value of the parameters that had been defined. The local sensitivity analysisof
parameters to the basic reproduction number (R,) showed the increase of the
infected rate was the most impactful factor on the increment of R, s value, while
the increase of the hospitalized rate was the most impactful factor on the
decrement of R,’s value. the optimal increment of vaccination rate and
hospitalized rate caused the disappearance of covid-19 in the population that
been observed.

Keywords: covid-19, vaccination, treatment, basic reproduction number,
sensitivity analysis.
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1.1

BAB I
PENDAHULUAN

Latar Belakang

Covid-19 adalah penyakit yang disebabkan oleh virus SARS-Cov-
2 yang menginfeksi saluran pernapasan. Penyakit ini sangat mudah
menginfeksi seseorang, penularan virus yang sangat mudah menjadi
penyebab hal ini dapat terjadi. Virus SARS-Cov-2 menyebar melalui
droplet penderita, yaitu percikan ludah yang dikeluarkan oleh penderita
saat bersin, batuk, atau hal lainnya. Kemampuan virus ini yang mampu
hidup di berbagai media dalam kurun waktu berjam-jam menyebabkan
penularan virus ini sangat mudah terjadi (Alodokter, 2022; Sahin dkk,
2020).

Pola penyebaran covid-19 dapat diformulasikan dalam bentuk
model matematika. Model matematika adalah proses mendeskripsikan
suatu masalah yang ada di dunia nyata secara matematis (Mathscareers,
2021). Telah banyak penelitian yang dilakukan sebelumnya untuk
menganalisis penyebaran covid-19, salah satunya adalah penelitian yang
dilakukan oleh Nuha dkk pada tahun 2021 dengan judul “Analisis Model
Matematika Penyebaran Covid-19 dengan Intervensi Vaksinasi dan
Pengobatan™.

Penelitian ini mengembangkan penelitian yang telah dilakukan
oleh Nuha dkk dengan memodifikasi variabel serta asumsi pada model
matematika yang digunakan agar lebih relevan diterapkan saat ini. Nuha
dkk dalam penelitian sebelumnya menggunakan model SVIR dengan
membagi populasi menjadi 4 subpopulasi yaitu suspected (S) atau individu
rentan, vaccinated (V) atau individu tervaksin, infected (1) atau individu
terinfeksi serta recovered (R) atau individu sembuh dari penyakit covid-
19. Berdasarkan studi literatur yang telah dilakukan, penderita covid-19
akan melalui suatu tahap yang disebut fase latensi/inkubasi sebelum

terinfeksi covid-19 dan mampu menularkannya pada individu rentan
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(WebMD, 2022), sehingga pada penelitian ini penulis menambahkan
subpopulasi exposed (E) yang berisi individu yang sedang berada dalam
masa latensi/inkubasi.

Pada penelitiannya, Nuha dkk menerapkan asumsi bahwa individu
terinfeksi memiliki peluang untuk sembuh melalui pengobatan.
Berdasarkan studi literatur yang dilakukan, sampai saat ini belum ada
suatu obat yang dapat menyembuhkan penyakit covid-19 secara medis
mengingat covid-19 sendiri adalah penyakit yang disebabkan oleh virus
yang tidak dapat dihilangkan dari tubuh penderita apabila telah terjangkit
sebelumnya, tindakan medis yang dilakukan pada penderita covid-19
umumnya berupa treatment yang meringankan gejala-gejala covid-19 itu
sendiri (Healthdirect, 2023; Inquirer, 2020). Oleh karena itu penelitian ini
akan memodifikasi asumsi tersebut menjadi individu terinfeksi dengan
gejala yang semakin parah akan dirawat di rumah sakit, dengan perawatan
individu yang dirawat di rumah sakit memiliki laju kesembuhan lebih
besar dibandingkan laju kesembuhan normal. Berdasarkan hal tersebut
penulis juga menambahkan subpopulasi hospitalized (H) yang berisi
individu terinfeksi yang sedang dirawat di rumah sakit, dimana
diasumsikan pula bahwa individu terinfeksi yang dirawat di rumah sakit
akan diisolasi serta tenaga medis yang merawat mereka memiliki standar
protokol kesehatan yang baik sehingga individu yang dirawat di rumah
sakit tidak mampu menularkan penyakit covid-19.

Berdasarkan hal tersebut, penelitian ini akan membagi populasi
total menjadi 6 subpopulasi yaitu suspected (S) atau individu rentan,
vaccinated (V) atau individu yang telah divaksin, exposed (E) atau
individu yang sedang berada pada masa latensi/inkubasi, infected (1) atau
individu terinfeksi covid-19, hospitalized (H) atau individu terinfeksi
covid-19 yang dirawat di rumah sakit, serta recovered (R) atau individu
yang telah sembuh. Penelitian ini akan berfokus pada konstruksi model
matematika, analisis titik kesetimbangan bebas penyakit dan endemik,
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analisis bilangan reproduksi dasar, analisis kestabilan titik kesetimbangan,

analisis sensitivitas, serta simulasi model yang telah dikonstruksi.

Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang masalah, rumusan masalah dari

penelitian ini adalah:

1.

Bagaimana model matematika penyebaran covid-19 menggunakan
model SEIR yang dimodifikasi dengan vaksinasi dan perawatan?
Bagaimana titik kesetimbangan bebas penyakit (disease free
equilibrium) dan titik kesetimbangan endemik pada model matematika
penyebaran covid-19 menggunakan model SEIR yang dimodifikasi
dengan vaksinasi dan perawatan?

Bagaimana bilangan reproduksi dasar model matematika penyebaran
covid-19 menggunakan model SEIR yang dimodifikasi dengan
vaksinasi dan perawatan?

Bagaimana kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit (disease free
equilibrium) dan titik kesetimbangan endemik pada model matematika
penyebaran covid-19 menggunakan model SEIR yang dimodifikasi
dengan vaksinasi dan perawatan?

Bagaimana analisis sensitivitas lokal parameter terhadap bilangan
reproduksi dasar pada model matematika penyebaran covid-19
menggunakan model SEIR yang dimodifikasi dengan vaksinasi dan
perawatan?

Bagaimana simulasi model matematika penyebaran covid-19
menggunakan model SEIR yang dimodifikasi dengan vaksinasi dan

perawatan?

Batasan Masalah

Agar penelitian ini terstruktur dan terarah, maka diterapkan

batasan-batasan sebagai berikut:

1.

Laju kelahiran dan laju kematian normal yang terjadi pada populasi

diasumsikan sama besar.
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2. Diasumsikan tidak terdapat imigrasi dan emigrasi pada populasi yang
dimodelkan.

3. Vaksinasi dilakukan pada subpopulasi rentan (suspected).

4. Simulasi model yang dilakukan dibatasi dalam kurun waktu 1500 hari.

5. Diasumsikan individu terinfeksi yang dirawat di rumah sakit akan
diisolasi serta tenaga medis yang merawat mereka memiliki standar
protokol kesehatan yang baik sehingga individu yang dirawat di rumah
sakit tidak mampu menularkan penyakit covid-19.

Tujuan Penelitian

Tujuan dalam penelitian ini adalah:

1. Mengonstruksi model matematika penyebaran covid-19 menggunakan
model SEIR yang dimodifikasi dengan vaksinasi dan perawatan.

2. Menganalisis titik kesetimbangan bebas penyakit (disease free
equilibrium) dan titik kesetimbangan endemik pada model matematika
penyebaran covid-19 menggunakan model SEIR yang dimodifikasi
dengan vaksinasi dan perawatan.

3. Menganalisis bilangan reproduksi dasar model matematika penyebaran
covid-19 menggunakan model SEIR yang dimodifikasi dengan
vaksinasi dan perawatan.

4. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan bebas penyakit (disease
free equilibrium) dan titik kesetimbangan endemik pada model
matematika penyebaran covid-19 menggunakan model SEIR yang
dimodifikasi dengan vaksinasi dan perawatan.

5. Menguji analisis sensitivitas lokal parameter terhadap bilangan
reproduksi dasar pada model matematika penyebaran covid-19
menggunakan model SEIR yang dimodifikasi dengan vaksinasi dan
perawatan.

6. Menyimulasikan  model = matematika  penyebaran  covid-19
menggunakan model SEIR yang dimodifikasi dengan vaksinasi dan

perawatan.
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Manfaat Penelitian
Penelitian ini diharapkan mampu membantu penanganan dampak
penyebaran covid-19 dengan menerapkan Kkebijakan vaksinasi bagi
individu yang rentan terhadap penyakit covid-19 dan mengoptimalkan
perawatan terhadap penderita covid-19. Penelitian ini juga diharapkan
mampu menambah pemahaman dan wawasan mengenai model
matematika epidemi, serta mampu menjadi referensi dalam pengembangan
ilmu pengetahuan pada bidang yang sama di masa mendatang.
Sistematika Penulisan
Penulisan penelitian ini dilakukan dengan membagi penelitian
menjadi 5 bab pembahasan dengan masing-masing bab terbagi menjadi
beberapa subbab. Rincian sistematika penulisan pada penelitian ini
ditunjukkan sebagai berikut
BAB | PENDAHULUAN
Bab ini menjelaskan latar belakang dilakukannya penelitian,
rumusan masalah penelitian, batasan masalah penelitian, tujuan
penelitian, manfaat penelitian serta sistematika penulisan yang
digunakan pada penelitian ini.
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini menjelaskan secara singkat konsep dasar serta materi-
materi yang menunjang dan akan digunakan pada penelitian ini.
BAB Il METODOLOGI PENELITIAN
Bab ini mencakup metode penelitian yang akan digunakan, tempat
penelitian, sumber data serta prosedur penelitian.
BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN
Bab ini menjelaskan secara rinci pembahasan hasil yang diperoleh
berdasarkan tujuan yang ditetapkan pada penelitian ini.
BAB V KESIMPULAN DAN SARAN
Bab ini menyajikan kesimpulan dari hasil dan pembahasan yang

telah dijelaskan pada bab sebelumnya, serta berisi saran bagi
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peneliti lain untuk pengembangan penelitian ini di masa

mendatang.



1.1

Universitas Hasanuddin

BAB |1
TINJAUAN PUSTAKA

Covid-19

Covid-19 adalah penyakit yang disebabkan oleh virus SARS-Cov-
2 yang menginfeksi saluran pernapasan. Gejala umum yang ditimbulkan
oleh penyakit ini adalah demam, batuk kering dan sesak napas. Namun
dalam beberapa kasus gejala ini juga kadang-kadang diikuti oleh gejala
lainnya seperti diare, sakit kepala, hilangnya kemampuan mengecap rasa
serta anosmia. Penyakit ini sangat mudah menginfeksi seseorang,
penularan virus yang sangat mudah menjadi penyebab hal ini bisa terjadi.
Virus SARS-Cov-2 menyebar melalui droplet penderita, yaitu percikan
ludah yang dikeluarkan oleh penderita saat bersin, batuk, atau hal lainnya.
Kemampuan virus ini yang mampu hidup di berbagai media dalam kurun
waktu berjam-jam menyebabkan penularan virus ini sangat mudah terjadi
(Alodokter, 2022; Sahin dkk, 2020).

Penyakit ini pertama kali menginfeksi manusia pada Desember
2019, pada saat itu wabah pneumonia yang penyebabnya tidak diketahui
terjadi di kota Wuhan, provinsi Hubei, China. Berdasarkan investigasi
yang dilakukan, diketahui bahwa wabah ini berasal dari pasar ikan Huanan
yang berada di kota tersebut, dilaporkan terdapat setidaknya 27 kasus
pneumonia dan 7 diantaranya dikategorikan fatal. Sampai pada Januari
2022, peneliti berhasil mengidentifikasi bahwa penyakit ini disebabkan
oleh infeksi virus SARS-Cov-2 dan kemudian menamai penyakit ini
dengan nama Covid-19 (Sahin dkk, 2020).

Dilansir dari situs resmi World Health Organization (WHO), sejak
6 November 2022, tercatat setidaknya lebih dari 629 juta kasus infeksi
covid-19 di seluruh dunia dengan lebih dari 6,5 juta diantaranya meninggal
dunia. Data ini menunjukkan tingkat persentase kematian covid-19
diseluruh dunia saat ini sekitar 1%. Persentase ini terbilang cukup rendah

jika dibandingkan dengan penyakit yang disebabkan oleh jenis novel
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coronavirus lainnya seperti SARS dengan tingkat kematian 13% dan
MERS dengan tingkat kematian 35%. Walaupun persentasi kematian
penyakit ini cukup rendah, berdasarkan banyaknya jumlah penderita yang
meninggal dunia, penyakit covid-19 dapat dikategorikan sebagai penyakit
yang mematikan (Pormohammad dkk, 2020).

Pada tanggal 2 Maret 2020, kasus covid-19 terdeteksi pertama
kalinya di Indonesia dengan diumumkannya 2 kasus infeksi oleh Presiden
Joko Widodo. Penyakit ini dengan cepat menyebar keseluruh penjuru
negeri, terhitung sejak 14 November 2022 tercatat 6.565.812 kasus positif
dengan 159.158 diantaranya meninggal dunia dan 6.356.794 lainnya
dinyatakan sembuh (Satuan Tugas Penanganan Covid-19, 2022). Data ini
menunjukkan tingkat kematian covid-19 di Indonesia sebesar 2,4% yang
terbilang cukup tinggi mengingat banyaknya jumlah kasus positif.
Berbagai cara telah diakukan oleh pemerintah Indonesia dalam
menanggulangi proses penyebaran covid-19, diantaranya adalah social
distancing, physical distancing, work/study from home, Pembatasan Sosial
Berskala Besar (PSBB), pemberian vaksin, kebijakan new normal dan
masih  banyak lagi. Diterapkannya kebijakan-kebijakan tersebut
diharapkan mampu mengurangi dampak penyebaran penyakit covid-19
yang sampai saat ini sedang mewabah di Indonesia (Tuwum, 2022).
Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial merupakan suatu bentuk persamaan yang
didalamnya terdapat turunan-turunan dari satu atau beberapa variabel tak
bebas terhadap satu atau beberapa variabel bebas suatu fungsi.
Berdasarkan jenis variabel bebasnya, persamaan diferensial dibagi menjadi
dua jenis yaitu persamaan diferensial biasa dan persamaan diferensial
parsial. Persamaan diferensial biasa adalah persamaan diferensial yang
diturunkan terhadap satu variabel bebas, sedangkan persamaan diferensial
parsial adalah persamaan diferensial yang diturunkan terhadap lebih dari
satu variabel bebas (Ross, 2004). Salah satu contoh dari persamaan
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diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial ditunjukkan dalam

persamaan berikut

dx  d’x_ (2.1)
dt  dez 7
0z 0z _ (2.2)
aﬁ'@—o.

Persamaan (2.1) merupakan jenis persamaan diferensial biasa karena
variabel terikatnya dalam hal ini x hanya diturunkan terhadap satu jenis
variabel bebas saja yaitu t, sedangkan pada Persamaan (2.2) merupakan
contoh dari persamaan diferensial parsial karena variabel terikat z
diturunkan terhadap lebih dari satu variabel bebas yaitu x dan y.
Persamaan diferensial juga diklasifikasikan berdasarkan jumlah
ordenya, orde sendiri adalah pangkat tertinggi turunan yang terdapat pada
suatu persamaan diferensial (Ross, 2004). Berikut diberikan beberapa

contoh persamaan diferensial
dx

e 2.3
=0 (2.3)
dx d?x
st T 2.4
dt + dt? 0. 24)
dx d?x d3x

I R 2.5
T toatoE=0 (2.5)

Persamaan (2.3) dikategorikan dalam persamaan diferensial orde 1 karena
pangkat tertinggi turunannya adalah satu, Persamaan (2.4) dikategorikan
dalam persamaan diferensial berorde 2 karena pangkat tertinggi
turunannya adalah dua dan Persamaan (2.5) dikategorikan dalam
persamaan diferensial berorde 3 karena pangkat tertinggi turunannya
adalah 3.

Berdasarkan linearitasnya, persamaan diferensial biasa dibagi
menjadi persamaan diferensial biasa linear dan persamaan diferensial biasa
nonlinear. Suatu persamaan diferensial biasa disebut linear apabila

memenuhi Definisi 2.1
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Definisi 2.1
Persamaan diferensial biasa linear orde n, dengan variabel terikat y dan

variabel bebas x adalah persamaan yang dapat dinyatakan dalam bentuk
n n—-1

d"y y dy
ao(x)w + a;(x) + ot an—1(x)a + a,(x)y = b(x)

dxn—1
dengan a, tidak sama dengan 0 (Ross, 2004).
Perhatikan bahwa berdasarkan definisi di atas diperoleh syarat-syarat
kelinearan sebagai berikut:
1. Variabel terikat y dan turunannya merupakan derajat pertama.
2. Tidak ada suku yang mengandung variabel y dan turunannya secara
bersamaan atau mengandung beberapa turunan.
3. Tidak ada fungsi transendental dari y atau turunannya (Afri, 2022).
Sedangkan suatu persamaan diferensial disebut nonlinear apabila
persamaan diferensial tersebut tidak memenuhi bentuk umum dan syarat-
syarat persamaan diferensial biasa linear.
Sistem Persamaan Diferensial
Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang terdiri dari
dua atau lebih persamaan diferensial. Diberikan suatu persamaan
diferensial orde-n sebagai berikut
y™ = F(t, V9, . ,y(”_l)). (2.6)
Untuk mengubah Persamaan (2.6) menjadi suatu sistem dari n persamaan
diferensial orde pertama didefinisikan variabel baru sebagai
X =YX =Y X3 =Y, Xy =y, 2.7)
maka diperoleh

X1 = Xy,
X, = Xa,
2 (2.8)
Xp_q = Xn.
Berdasarkan Persamaan (2.6) diperoleh
Xn' = F(t, %1, Xg, oo, Xp), (2.9)

10
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sehingga berdasarkan Persamaan (2.8) dan (2.9) diperoleh bentuk umum
sistem persamaan diferensial sebagai berikut (Boyce dan DiPrima, 2008)
xi = Fl(t' x11x2' "'!xn)'

xé = FZ (t, X1y X2y «ee) xn)' (2 10)

!

X5, = E(t, X1, X2, r ) Xp)-

Berdasarkan linearitasnya, sistem  persamaan diferensial
diklasifikasikan menjadi sistem persamaan diferensial linear dan sistem
persamaan diferensial nonlinear. Suatu sistem persamaan diferensial
disebut linear apabila fungsi Fj, ..., F, pada Persamaan (2.10) merupakan
fungsi linear (Boyce dan DiPrima, 2008). Bentuk umum sistem persamaan
diferensial linear ditunjukkan pada Persamaan (2.11) berikut

x1 = p11(0)x1 + p12(O)x2 + - + P12 (O) x5 + g1 (0),
Xy = P21(O)x1 + D22 (0)x3 + - + Do (D)X + g2 (0), (2.11)
Xn = Pn1(O)X1 + Ppa (D)X + - + P (D) x5 + gn (1)

Sedangkan suatu sistem persamaan diferensial disebut nonlinear
apabila fungsi Fj,..,F, pada Persamaan (2.10) merupakan fungsi
nonlinear (Boyce dan DiPrima, 2008). Secara umum sistem persamaan
diferensial nonlinear diformulasikan dalam bentuk
x1 = Fi(t,x1, X2, X3, , Xp),

xz = Fp (L, X1, X2, X3, , Xn), (2.12)
Xn = Fo(t,x1, X2, X3, , Xp),
dengan F;, F,,---,E, adalah fungsi nonlinear, berikut diberikan contoh

sistem persamaan diferensial nonlinear

dx;

_ = xlxz,

dt 2.13)
dx, .

E = X" — X3.

11
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Nilai Eigen
Definisi nilai eigen dinyatakan dalam Definisi 2.2
Definisi 2.2
Jika A merupakan matriks n X n, maka sebuah vektor tak nol x di R"
disebut vektor eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x, yakni
Ax = Ax
untuk suatu skalar A dinamakan nilai eigen dari A dan x dikatakan vektor
eigen yang bersesuaian dengan A (Anton dan Rorres, 2005).
Untuk mencari nilai eigen dari matriks A berukuran n xn, Ax = Ax
dituliskan kembali sebagai
Ax = Ax, (2.14)
dengan [ adalah matriks identitas, sehingga Persamaan (2.14) ekuivalen
dengan
(AU —-A)x=0. (2.15)
Persamaan (2.15) setidaknya harus memiliki satu solusi tak nol agar A
dapat menjadi nilai eigen, persamaan di atas memiliki solusi tak nol jika
dan hanya jika
det(1l — A) = 0. (2.16)
Persamaan (2.16) disebut sebagai persamaan karakteristik dari A, dengan
skalar A yang memenuhi persamaan ini disebut nilai eigen dari A (Anton
dan Rorres, 2005).
Titik Kesetimbangan
Secara matematis, titik kesetimbangan didefinisikan sebagai
berikut
Definisi 2.3
Titik Kesetimbangan (titik ekuilibrium, titik kritis, titik stasioner, titik
tetap) adalah vektor x yang memenuhi persamaan x = f(x,t) = 0. Jika
solusi dimulai pada titik ini, solusi tersebut akan terus berada pada titik
tersebut selamanya (Lynch, 2017).
Sederhananya, berdasarkan Definisi 2.3, titik kesetimbangan atau titik

ekuilibrium adalah titik yang nilainya tidak akan berubah seiring

12
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berjalannya waktu. Sebagai contoh diberikan persamaan diferensial
sebagai berikut
x=x%-1, (2.17)
maka berdasarkan Definisi 2.3 diperoleh x = 0, sehingga Persamaan
(2.17) dapat dituliskan
x>—1=0,
x? =1, (2.18)
x=1ldanx = —1.
Karena titik x yang memenuhi x = 0 adalah titik 1 dan —1, maka titik
kesetimbangannya adalah 1 dan —1.
Kestabilan Titik Kesetimbangan
Penyelesaian suatu sistem persamaan diferensial bisa saja terlalu
sulit untuk diselesaikan baik secara analitik ataupun secara numerik,
karena hal itulah analisis kualitatif dengan cara memeriksa kestabilan titik
kesetimbangan sangatlah penting untuk mengetahui perilaku dari sistem
persamaan diferensial tersebut (Edwards dan Penney, 2000). Kestabilan
titik kesetimbangan berfungsi untuk mengetahui apakah sistem persamaan
diferensial tersebut stabil atau tidak stabil. Suatu sistem yang stabil adalah
sistem yang hanya mengalami sedikit perubahan perilaku penyelesaian
untuk waktu yang akan datang apabila mengalami perubahan kecil pada
sistemnya, sedangkan sistem yang tidak stabil adalah sistem yang
mengalami perubahan perilaku penyelesaian yang besar untuk waktu yang
akan datang apabila mengalami perubahan kecil pada sistemnya (Subiono,
2010).

13
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Definisi 2.4

Diberikan suatu sistem persamaan diferensial x = f(x) yang memiliki

solusi x = ¢p(t). Titik ekuilibrium x° dikatakan

1. Stabil, jika Ve > 0,3 § > 0 sedemikian sehingga jika ||¢(0) — x°|| <
5, maka ||¢p(t) — x°|| < eVt = 0.

2. Stabil Asimtotik, jika stabil dan terdapat §; > 0 sedemikian sehingga
lp(0) — x0|| < &, maka lim,0d(t) = x°.

3. Tidak stabil, jika definisi 1 tidak terpenuhi (Boyce dan DiPrima,
2008).

Definisi 2.4 diilustrasikan sebagai berikut

X

Gambar 2.1 llustrasi Sistem Stabil
X2
X1

Gambar 2.2 llustrasi Sistem Stabil Asimtotik
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X2

T

<

7

Xq
Gambar 2.3 llustrasi Sistem Tidak Stabil
11.6.1. Kestabilan Sistem Persamaan Diferensial Linear
Kestabilan titik ekuilibrium pada sistem persamaan diferensial
linear dapat diidentifikasi dari nilai eigen sistem tersebut. Hubungan antara
nilai eigen dan kestabilan sistemnya ditunjukkan dalam Teorema 2.1
Teorema 2.1
Diberikan persamaan diferensial x = Ax, A matriks n x n dengan nilai
eigen berbeda A4, 4,, ..., 4, dengan (k < n)
1. Titik ekuilibrium x° dikatakan stabil asimtotik jika Re(A;) < 0Vi =

1,..,k.
2. Titik ekuilibrium x° dikatakan stabil jika Re( ;) <0 dengan i =
1,.., k.

3. Titik ekuilibrium x° dikatakan tidak stabil jika 3Re( 4;) > 0 dengan
i =1,2, ..,k (Olsder dan Woude, 1998).
Contoh:
Diberikan model epidemi dari suatu penyakit sebagai berikut
xExTy (2.19)
y =—x+3y.
Akan ditentukan kestabilan titik kesetimbangan dari Persamaan (2.19).
Persamaan (2.19) dapat dituliskan ulang menjadi

15
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5)=C D6 (2.20)

Berdasarkan Definisi 2.2 diperoleh

1—_1/1 3 i,1| =0

2 —41+4=0 (2.21)
1-2)(1—-2)=0.

Maka diperoleh nilai eigen A = 2, sehingga berdasarkan Teorema 2.1,
Persamaan (2.19) tidak stabil.
Kestabilan Sistem Persamaan Diferensial Nonlinear

Kestabilan titik ekuilibrium persamaan diferensial nonliner dapat
ditentukan dengan mengamati nilai eigen matriks Jacobian dari sistem
persamaan diferensial nonlinear di titik kesetimbangannya. Misal
diberikan sistem persamaan diferensial nonlinear (2.12), matriks Jacobian
dari f(x) di titik x didefinisikan sebagai

9 9
fa—i(x) a—i(xﬂ

Df(x) = ) | 2.22)
Py Lo

Diberikan Definisi 2.5

Definisi 2.5

Diberikan sistem nonlinear x = f(x), x° disebut titik ekuilibrium dari
x = f(x) apabila memenuhi f(x°) = 0. Titik ekuilibrium x° disebut titik
ekuilibrium hiperbolik jika nilai eigen Df(x°) tidak memiliki bagian real
nol (Perko, 2000).

Kestabilan titik ekuilibrium hiperbolik dari suatu sistem nonlinear dapat
ditentukan dengan mengamati nilai eigen matriks Jacobian dari sistem
persamaan diferensial nonlinear di titik kesetimbangannya. Kestabilan titik

ekuilibrium hiperbolik ditentukan berdasarkan Teorema 2.2

16
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Teorema 2.2
Diberikan suatu sistem persamaan diferensial nonlinear x = f(x), titik
kesetimbangan x° stabil asimtotik lokal apabila semua bagian real nilai
eigen matriks Df(x°) bernilai negatif, titik kesetimbangan x° tidak stabil
apabila terdapat bagian real nilai eigen Df(x®) bernilai positif (Perko,
2000).
Kriteria Routh
Misal diberikan suatu persamaan karakteristik orde n sebagai

berikut

PA) =a A"+ ap_ A"+ a, ;A" 2+ +a;1+a,=0. (2.23)
Akar-akar dari suatu persamaan karakteristik kadangkala tidak bisa
ditentukan dengan mudah. Hal ini menyebabkan analisis kestabilan sistem
menjadi sulit dilakukan akibat tidak diperolehnya nilai eigen dari sistem
tersebut. Untuk mengatasi hal ini, analisis kestabilan sistem dapat
dilakukan dengan menggunakan kriteria Routh. Kriteria Routh merupakan
suatu metode yang dapat digunakan untuk menunjukkan keberadaan akar-
akar positif pada suatu persamaan karakteristik, sehingga kestabilan suatu
sistem dapat diketahui tanpa perlu mencari akar-akar dari persamaan
karakteristiknya. Berdasarkan Persamaan (2.23), kriteria Routh dilakukan
dengan menyusun keofisien {a; ;i = 0,1,2,---,n} sebagai berikut

Tabel 2.1 Tabel Routh Persamaan (2.23)

an An-2 An-4 0
An-1 An-3 An-s5 0
b, b, bs 0
C1 Cy C3 0
0

0 0 0 0 0

dengan keofisien b;,c;,--,i = 1,2,---,n didefinisikan sebagai

17
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b, = ap-10p—2 — QpQpn_3 b, = Ap-10p—4 — Aply_s , 0
! ap-1 ’ 2 ap-1 ’
o = biay 3 —an_1b; o = biay s — an_1b3 "0
1= bl ’ 2 = bl ) . (224)
0
0 0 0 O

Tabel 2.1 disebut sebagai tabel Routh. Berdasarkan kriteria Routh, akar-
akar suatu persamaan karakteristik memiliki bagian real negatif jika dan
hanya jika elemen-elemen pada kolom pertama memiliki tanda yang sama
(Olsder dan Woude, 1998).

Sebagai contoh dimisalkan suatu sistem dengan persamaan
karakteristik sebagai berikut

At +223+312+101+8=0. (2.25)
Berdasarkan Persamaan (2.26) diperoleh tabel Routh
Tabel 2.2 Tabel Routh Persamaan (2.25)

1 3 8
2 10 0
-2 8 0
18 0 0
8 0 0
0 0 0

Karena terdapat perbedaan tanda pada elemen di kolom 1, berdasarkan
kriteria Routh Persamaan (2.25) memiliki akar-akar nonnegatif.
Matriks Generasi Selanjutnya

Misal diberikan suatu sistem model epidemi dengan subpopulasi
terinfeksi yang ditunjukkan pada Persamaan (2.12) dengan titik
kesetimbangan bebas penyakit E,. Misalkan F menyatakan vektor untuk
infeksi baru dan V adalah vektor perpindahan antar subpopulasi, F dan V

dapat dituliskan dalam bentuk

18
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F, 4
F = Ff , V= Vf : (2.26)
F, A

Misal T adalah matriks Jacobian dari F dan U adalah matriks Jacobian dari
7, maka matriks generasi selanjutnya didefinisikan

K=TU™", (2.27)
dengan K adalah matriks generasi selanjutnya (Faisah dkk, 2022). Dengan
melakukan subtitusi nilai titik kesetimbangan bebas penyakit E, pada K
lalu menghitung nilai eigen terbesar dari K akan diperoleh bilangan
reproduksi dasar dari suatu model epidemi.

Sebagai contoh diberikan suatu model epidemi sebagai berikut
ds
77 =AW+ BDS,
dE
dt
dl
dt
dR
dt
Berdasarkan model diatas diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit

=pSI — (u+ @)E,
(2.28)
=af — (u+y)l,

=yl — uR.

sebagai berikut

A
Ey(S* E*I', R*) = (;, o,o,o). (2.29)
Berdasarkan Model (2.28) subpopulasi dengan individu terinfeksi adalah
dE
i BSI — (u + Q)E,
oy (2.30)
i aE — (u+y)l.

Misalkan F menyatakan vektor untuk infeksi baru dan V adalah vektor

perpindahan antar subpopulasi, F dan VV dapat dituliskan dalam bentuk

= (0)=C9 v =(5)- (41 en
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Misal T adalah matriks Jacobian dari F dan U adalah matriks Jacobian dari
7, maka diperoleh

a(BSD a(BSI)

_ O0E ol _ (0 BS
= % a0 |=( o) (2.32)
oE ol
/ 6(01+—a)E) 6(01+—a)E) \
U= O0E ol
0(=aE+ @+y)) d(—aE+w+y)D |
(2.33)
O0E ol
_(nta 0 )
U_(—a u+y)
Maka diperoleh matriks generasi selanjutnya sebagai berikut
K=TU™,

1
0
K=(8 [)Z)S)/ H-c:a 1 ) (2.34)
m+a)(u+y) u+y '

BSa BS
K=<m+@w+w u+0-
0 0
Subtitusi titik kesetimbangan bebas penyakit pada Persamaan (2.29) ke

Persamaan (2.34) diperoleh

BAx BA
K=<Mu+®w+y)uw+yﬂ- (2.35)
0 0

11.9. Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar atau yang biasa disimbolkan dengan R,
adalah perkiraan jumlah infeksi suatu penyakit yang disebabkan oleh
interaksi yang dilakukan oleh individu yang terinfeksi pada suatu populasi
yang rentan terhadap penyakit tersebut (Holme dan Masuda, 2015).
Artinya nilai bilangan reproduksi dasar menentukan seberapa banyak
jumlah orang yang mampu diinfeksi oleh satu individu yang sedang
terinfeksi. Misal bilangan reproduksi dasar dari suatu penyakit sebesar 2,

maka setiap individu yang terinfeksi mampu menginfeksi 2 individu
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rentan. Oleh karena itu bilangan reproduksi dasar merupakan suatu
parameter kunci untuk mengukur seberapa parah epidemi yang melanda
suatu populasi (Holme dan Masuda, 2015).

Perilaku suatu penyakit dapat diidentifikasi berdasarkan bilangan
reproduksi dasar yang dimiliki oleh penyakit tersebut. Dimisalkan simpul
kuning mengilustrasikan individu rentan pada populasi, simpul merah
mengilustrasikan  individu yang terinfeksi serta simpul biru
mengilustrasikan individu yang telah sembuh dari penyakit, perilaku suatu
penyakit berdasarkan besarnya R, ditunjukkan pada Gambar 2.4, Gambar
2.5 dan Gambar 2.6 berikut:

1. Apabila R, = 1, penyakit akan menetap.

0.%°¢ o||06,°0 o||0.%°0 o
Oo 0 OO 0 Oo 0
o) @ _ © o) e _©o||eo @ O
O‘ (0] O. (@) OQ (o)
o) o . O o) e 0|l|e o O
o.O O o‘. 0 o°0 ®)
© 0 g2 © @ & g% o o @ %0

Gambar 2.4 llustrasi Suatu Penyakit Pada Suatu Populasi dengan
RO = 1

2. Apabila Ry < 1, penyakit akan menghilang dari populasi dalam kurun

waktu tertentu.

oooooo °o°°0° oooo‘o
0 99 0|l|0 ¢ 0|0 Q¢ e
.O. .O ‘Oo 00 .Og OO
Qo Oo o 'o (0] ‘o
e ©O e  © e ©

0 0090|000 o900 0 %0

Gambar 2.5 llustrasi Suatu Penyakit Pada Suatu Populasi dengan
Ry<1
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3. Apabila R, > 1, penyakit akan mewabah (Holme dan Masuda, 2015).

0. %90 o .99 o 0.9 e o

o)
o 2%l lo 9 a%sl |le 9¢%6
OO' OO OOQ O OO@ 'O
e .0 (o) oO.©
o © _© 0%o0 ° o © _©O

0 009000000090

Gambar 2.6 llustrasi Suatu Penyakit Pada Suatu Populasi dengan
Ry > 1

Sebagai contoh diberikan suatu model epidemi yang ditunjukkan
pada Sistem (2.28) dengan matriks generasi selanjutnya yang ditunjukkan
pada Persamaan (2.35), akan ditentukan bilangan reproduksi dasar dari
sistem (2.28) dengan mencari nilai eigen terbesar dari matriks generasi
selanjutnya. Berdasarkan matriks generasi selanjutnya yang ditunjukkan
pada Persamaan (2.35), diperoleh nilai eigen sebagai berikut

1 = BAa
Y p(ay +ap+yu+ p?)’ (2.36)
AZ = 0
Maka diperoleh bilangan reproduksi dasar dari Model (2.28) adalah
A
R, = Pha (2.37)

play +ap +yu +u?y
Analisis Sensitivitas

Analisis sensitivitas adalah suatu metode yang bertujuan untuk
mengidentifikasi pengaruh parameter pada hasil atau output dari model
matematika yang diteliti (Marino dkk, 2008). Analisis sensitivitas terbagi
menjadi dua jenis yaitu analisis sensitivitas lokal dan analisis sensitivitas
global. Analisis sensitivitas lokal adalah analisis sensitivitas yang
mengidentifikasi dampak suatu parameter terhadap hasil atau output pada
model yang ingin diidentifikasi dengan kondisi parameter lainnya tetap
atau konstan, sedangkan analisis sensitivitas global adalah analisis

sensitivitas yang mengidentifikasi dampak dari keseluruhan parameter
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serta interaksinya pada setiap parameter terhadap hasil atau output pada
model yang ingin diidentifikasi (Zhang dkk, 2020).

Analisis sensitivitas lokal dapat dilakukan dengan menghitung
turunan parsial dari hasil atau output model terhadap parameter yang
memengaruhinya (Chitnis dkk, 2008), secara matematis dituliskan sebagai
berikut

ov
-2t

dengan V adalah output atau variabel model dan p adalah parameter yang

cy (2.38)

ingin diidentifikasi pengaruhnya terhadap V. Besarnya analisis sensitivitas
menentukan seberapa besar dampak nilai parameter pada nilai output atau
variabel yang dipengaruhinya, apabila nilainya lebih besar dari 0 maka
semakin besar nilai parameter semakin besar pula output atau variabel
yang diamati, apabila nilainya lebih kecil dari 0 maka semakin besar nilai
parameter semakin kecil output atau variabel yang diamati, sedangkan
apabila nilainya sama dengan O maka besarnya parameter tidak
memengaruhi output atau variabel yang diamati (Nisardi dkk, 2023).
Sebagai contoh akan dilakukan analisis sensitivitas lokal parameter

B terhadap bilangan reproduksi dasar pada Persamaan (2.37), diperoleh

R
CRO = _O X EI
B B ~ R,
R _ Aa o Hay +aptyutp?) (2.39)
B uay +au+ypu + u?) Aa ’
Cs° = 1.

Penelitian Terdahulu

Penelitian ini tentunya bukan penelitian pertama yang membahas
model matematika fenomena penyebaran covid-19. Sebelumnya telah
banyak dilakukan penelitian-penelitian terkait topik ini dengan
menerapkan asumsi-asumsi yang berbeda pada tiap penelitian. Berikut
diberikan beberapa penelitian terkait pemodelan fenomena penyebaran

penyakit covid-19
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1. Penelitian Wintachai dan Prathom pada tahun 2021 dalam artikelnya
yang berjudul “Stability Analysis of SEIR Model Related to Efficiency
of Vaccines for COVID-19 Situation”.

Penelitian ini berfokus pada formulasi dan analisis model
matematika penyebaran penyakit covid-19 dengan laju vaksinasi,
pencegahan, serta terapi sebagai parameter utama. Penelitian ini
membagi populasi total kedalam 4 subpopulasi yaitu suspected,
exposed, infected dan recovered. Secara sistematis perpindahan
individu antar subpopulasi pada kelas epidemi ini direpresentasikan

pada Gambar 2.7

bo dl / a I

Gambar 2.7 Diagram Perpindahan Individu Antar Subpopulasi Pada
Penelitian Wintachai dan Prathom.

Berdasarkan Gambar 2.7 diperoleh model sebagai berikut

das

dE

— = B(1 —vps)SI — (dy + a + (1 — a)vpg)E,

dt

i (2.40)

E =af - (d;+y+ A —-y)vp)l,

dR
T vpsS + (1 —a)vpgE + (y + (1 —y)vp)I — dyR,

dengan N adalah jumlah populasi, S adalah jumlah kasus rentan, E
adalah jumlah kasus yang terekspos, I adalah jumlah kasus terinfeksi,

R adalah jumlah kasus sembuh, g adalah laju transmisi covid-19, a
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adalah laju perpindahan dari E ke I, y adalah laju perpindahan dari I
ke R, v adalah laju vaksinasi pada populasi, ps adalah efektivitas
vaksinasi di S, pg adalah efektivitas vaksinasi di E, p; adalah
efektivitas vaksinasi di I, b, adalah laju kelahiran populasi, d, adalah
laju kematian populasi tanpa covid-19, d; adalah jumlah laju kematian
populasi terekspos dan d,, serta d, adalah jumlah laju kematian
populasi terinfeksi dan d,.

Penelitian ini menerapkan beberapa asumsi yaitu vaksinasi
dilakukan pada individu rentan, terekspos, dan terinfeksi, individu
yang sembuh tidak dapat menjadi individu rentan kembali, berdasarkan
efektivitas vaksin sebagian individu tervaksin memiliki kekebalan total
terhadap covid-19 dan dikategorikan dalam subpopulasi sembuh,
sedangkan individu tervaksin yang tidak memperoleh kekebalan total
tidak memiliki imunitas dan dapat terinfeksi covid-19.

. Penelitian Annas dkk pada tahun 2020 dalam artikelnya yang berjudul
“Stability Analysis and Numerical Simulation of SEIR Model for
Pandemic COVID-19 Spread in Indonesia”.

Penelitian ini berfokus pada konstruksi model matematika
penyebaran covid-19, analisis kestabilan, serta simulasi numerik pada
model penyebaran covid-19 yang telah dikonstruksi. Penelitian ini
menggunakan model SEIR dengan mempertimbangkan faktor isolasi
dan vaksinasi sebagai parameter model. Asumsi-asumsi yang
digunakan pada penelitian ini adalah laju kelahiran dan kematian alami
yang terjadi pada populasi sama besar, individu sembuh memiliki
kekebalan tetap sehingga tidak kembali menjadi individu rentan,
vaksinasi dilakukan pada subpopulasi rentan, serta individu yang
divaksin memiliki kekebalan tetap dan langsung dikategorikan dalam
subpopulasi sembuh. Penelitian ini membagi populasi total kedalam 4
subpopulasi yaitu suspected, exposed, infected dan recovered. Secara
sistematis perpindahan individu antar subpopulasi pada kelas epidemi

ini direpresentasikan pada Gambar 2.8
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al B §

Gambar 2.8 Diagram Perpindahan Individu Antar Subpopulasi
Pada Penelitian Annas dkk.

Berdasarkan Gambar 2.8 diperoleh model sebagai berikut

as
Ez,uN—(aI+/,t+v)S,
E
i alS — (B + WE,
o (2.41)
2= PE-(ut+é+wl

dR—61+S R
dt Vs T A

dengan N adalah jumlah populasi total, S adalah jumlah individu
rentan, E adalah jumlah individu pada masa latensi, I adalah jumlah
individu terinfeksi, R adalah jumlah individu yang sembuh, u adalah
laju kelahiran dan kematian alami populasi, @ adalah laju infeksi, g
adalah laju perpindahan individu dari E ke I, u; adalah laju kematian
akibat penyakit, § adalah laju kesembuhan, dan v adalah laju
vaksinasi.

. Penelitian Nuha dkk pada tahun 2021 dalam artikelnya yang berjudul
“Analisis Model Matematika Penyebaran Covid-19 dengan Intervensi
Vaksinasi dan Pengobatan”.

Penelitian ini  berfokus pada analisis kestabilan titik
ekuilibrium, menghitung bilangan reproduksi dasar, serta melakukan
simulasi terkait model yang dikonstruksi. Penelitian ini menggunakan
model SVIR yang membagi populasi dalam 4 kompartemen yaitu

26



Universitas Hasanuddin

suspectible (S), vaccinated (V), infected (I) dan recovered (R). Secara
sistematis perpindahan individu antar subpopulasi pada kelas epidemi

ini direpresentasikan pada Gambar 2.9

T i Bl
AN

B | ’ R

afl

V

|
Gambar 2.9 Diagram Perpindahan Individu Antar Subpopulasi
Pada Penelitian Nuha dkk.

Asumsi yang diterapkan pada model ini adalah tidak ada emigrasi dan
imigrasi yang terjadi pada populasi, vaksinasi dilakukan pada individu
rentan, setiap individu rentan dan individu tervaksin yang melakukan
kontak dengan individu terinfeksi dapat berpotensi tertular penyakit,
individu tervaksin dapat kembali menjadi individu rentan jika efek
vaksin telah menyusut, individu terinfeksi memiliki kemungkinan
sembuh melalui proses pengobatan, serta individu sembuh memiliki
kekebalan tetap sehingga tidak kembali menjadi individu rentan.

Berdasarkan Gambar 2.9 diperoleh model sebagai berikut

as BIS
—~ — AN = _
T TV - (Tt + WS,
av oflV
=TS === 1+ WV,
(2.42)
dI_ﬁIS_I_JﬁIV v +6+u+dl
dR _ 6+ y)I R
dt - y l’t )]
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dengan N adalah jumlah populasi total, S adalah jumlah individu
rentan, V adalah jumlah individu tervaksin, I adalah jumlah individu
terinfeksi, R jumlah individu yang sembuh, A adalah laju kelahiran,
T adalah laju vaksinasi, ¢ adalah efektivitas vaksin, n adalah laju
penyusutan efek vaksin, § adalah laju penularan penyakit, y adalah
laju kesembuhan alami, 6 adalah laju kesembuhan dari proses
pengobatan, u adalah laju kematian alami, serta ¢ adalah laju kematian
akibat covid-19.
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