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ABSTRAK

Salah satu jenis pelabelan graf adalah pelabelan total tidak teratur titik.
Penelitian ini bertujuan untuk menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada
graf matahari yang dimodifikasi (MSU,,). Penentuan nilai total ketidakteraturan
titik graf matahari yang dimodifikasi dilakukan dengan cara menentukan batas
bawah terbesar dan batas atas terkecil. Batas bawah terbesar ditentukan
berdasarkan sifat-sifat graf MSU, menggunakan teorema yang dikembangkan
oleh Baca dkk dan batas atas terkecil ditentukan dengan pelabelan total tidak

teratur titik pada graf MSU,,.

Berdasarkan  penelitian yang dilakukan diperoleh nilai total

ketidakteraturan titik graf matahari yang dimodifikasi adalah

tvs(MSU,) = [Zn al 3]

Kata kunci : Graf Matahari yang Dimodifikasi, Pelabelan-k Total Tidak Teratur
Titik, Nilai Total Ketidakteraturan Titik.

vii



ABSTRACK

One type of graph labeling is vertex irregular total k-labeling. The purpose
of this research is to determine the total vertex irregularity strength of modified
sun graph, denoted by MSU,,. The total vertex irregularity strength of MSU,, graph
was conducted by determining the greatest lower bound and the least upper
bound. The greatest lower bound is determined by based on the properties of the
MSU,, graph using the theorem developed by — and the least upper bound is
determined by vertex irregular total k-labeling on the MSU,, graph.

According to the research conducted, the total vertex irregularity strength

of the modified sun graphs is

tvs(MSU,) = [Zn al 3]

Keywords : modified sun graph, vertex irregularity total k-labeling, total vertex
irregularity strength.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan ilmu dasar yang mempunyai peran yang sangat
penting dalam kehidupan manusia. Secara umum, dalam kehidupan sehari-hari
tidak terasa bahwa manusia telah menggunakan aplikasi dari kegunaan ilmu
matematika itu sendiri. Salah satunya adalah persoalan teori graf.

Teori graf pertama kali diperkenalkan pada tahun 1736 oleh Leonard
Euler, seorang matematikawan asal Swiss, sebagai upaya pemecahan masalah
jembatan Konigsberg. Pada masalah itu, ia memikirkan kemungkinan untuk
melintasi semua jembatan di kota Konigsberg, Rusia, tepat satu kali dan kembali
ke tempat semula. Untuk mengatasi masalah tersebut Euler mengganti daratan
dengan titik dan jembatan sebagai sisi yang kemudian dikenal sebagai teori graf.

Secara matematis graf G didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V, E),
ditulis dengan G = (V, E), dimana V adalah himpunan tidak kosong dari titik-titik
(vertex) dan E adalah himpunan sisi (edge) yang menghubungkan sepasang titik.
Definisi tersebut menyatakan bahwa V tidak boleh kosong, sedangkan E boleh
kosong. Jadi, sebuah graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi satu buah pun,
tetapi titiknya harus ada minimal satu. Graf yang hanya mempunyai satu titik
tanpa sisi dinamakan graf trivial. Biasanya titik digambarkan dengan titik-titik
pada bidang dan sisi digambarkan dengan garis yang menghubungkan dua titik

pada bidang.

Penerapan teori graf dalam kehidupan sehari-hari sangatlah luas. Misalnya
penerapan teori graf dalam sistem lalu lintas dimana titik digunakan untuk
menyatakan suatu persimpangan jalan dan sisi digunakan untuk menyatakan jalan
yang menghubungkan dua simpang jalan serta arah pada sisi dinyatakan sebagai
arah jalan yang dapat dilalui. Bobot atau nilai dari sisi graf menyatakan jarak antar

persimpangan.

Salah satu topik yang terdapat dalam teori graf adalah pelabelan. Pelabelan

graf merupakan pemberian nilai dengan bilangan bulat positif pada titik, sisi atau
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keduanya dari suatu graf sehingga memenuhi kondisi tertentu. Jika domain dari
fungsi adalah himpunan titik maka pelabelan disebut pelabelan titik. Jika domain
dari fungsi adalah himpunan sisi maka pelabelan disebut pelabelan sisi. Jika
domain dari fungsi adalah gabungan himpunan titik dan himpunan sisi, maka

pelabelan disebut pelabelan total.

Salah satu jenis dari pelabelan total adalah pelabelan total tidak teratur.
Konsep pelabelan total tidak teratur pertama kali diperkenalkan pada tahun 1988
oleh Chartrand,dkk. Pada tahun 2007, Baca dkk mengkaji pelabelan total tidak
teratur ke dalam dua tipe, yaitu pelabelan total tidak teratur titik dan pelabelan
total tidak teratur sisi [1].

Pelabelan total tidak teratur titik pada suatu graf merupakan pemetaan
himpunan titik dan sisi ke himpunan bilangan bulat positif {1,2,...,k} sedemikian
sehingga bobot setiap titiknya berbeda. Bobot yang dimaksud adalah penjumlahan
label titik dan label sisi-sisi yang terkait dengan titik tersebut. Nilai total
ketidakteraturan titik suatu graf G dinotasikan dengan tvs(G), yaitu suatu bilangan
bulat positif terkecil k, sedemikian sehingga fungsi yang memetakan himpunan
titik dan sisi dari suatu graf G pada himpunan bilangan bulat positif {1,2, ..., k}
menghasilkan bobot yang berbeda pada setiap titiknya.

Beberapa peneliti telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada
graf, diantaranya Slamin, Dafik, dan Wyse Winnona, menentukan nilai total
ketidakteraturan titik pada gabungan terpisah graf matahari [2]. Pada tahun 2015,
Riskawati telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf sarang lebah [3],
dan Ali Ahmad, dkk telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf
helm dan graf matahari [4]. Andi Daniah Pahrany pada tahun 2017 telah
menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf unidentified flying object [5].
Pada tahun 2018, Sitti Fatimah telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik
graf splitting [6] dan Sitti Ardianty Badawi telah menentukan nilai total
ketidakteraturan titik graf grid [7]. ST.Maryam Mahaseng pada tahun 2020 telah
menentukan nilai total ketidakteraturan titik graf kincir Wds,, [8]. Pada tahun
2021, Corry Corazon Marzuki, dkk. telah menentukan nilai total ketakteraturan

dari empat copy graf bintang [9]. Nurdin Hinding, dkk. telah menentukan nilai
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total ketidakteraturan titik graf hexagonal cluster [10]. Salamah Fitriani Harianja
telah menentukan nilai total ketidakteraturan titik dari graf seri paralel (m,1,5)
[11].

Pada penelitian sebelumnya telah diperoleh nilai total ketidakteraturan titik
graf matahari, dimana graf matahari merupakan graf yang titiknya berderajat satu
dan tiga, dengan hasil tvs (SU,) =[(3n+ 1)/4] [4]. Berdasarkan hasil
penelusuran, belum didapatkan keterangan tentang nilai total ketidakteraturan titik
dari graf matahari yang dimodifikasi. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk
melakukan penelitian tentang nilai total ketidakteraturan titik graf matahari yang
dimodifikasi menjadi graf yang titiknya berderajat tiga dan lima dengan judul
“Nilai Total Ketidakteraturan Titik pada Graf Matahari yang Dimodifikasi”.

1.2  Rumusan Masalah
Permasalahan yang akan dibahas pada tugas akhir ini adalah sebagai
berikut:

1. Bagaimana menentukan batas bawah nilai total ketidakteraturan titik pada
graf matahari yang dimodifikasi?
2. Bagaimana menentukan batas atas nilai total ketidakteraturan titik pada

graf matahari yang dimodifikasi?

1.3  Batasan Masalah
Penelitian ini hanya membahas tentang pelabelan total ketidakteraturan
titik pada graf matahari yang dimodifikasi sedemikian sehingga titik-titik graf

matahari yang dimodifikasi hanya berderajat 3 dan 5 dengan notasi MSU,,, n > 3.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Untuk menentukan batas bawah nilai total ketidakteraturan titik pada graf
matahari yang dimodifikasi.
2. Untuk menentukan batas atas nilai total ketidakteraturan titik pada graf

matahari yang dimodifikasi.
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Manfaat Penelitian

Adapun manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah sebagai

berikut:

1.

1.6

b)

d)

Dapat mengetahui pelabelan total tidak teratur titik dan nilai total
ketidakteraturan titik pada graf matahari yang dimodifikasi.
Dapat dijadikan sebagai referensi bagi pihak-pihak yang membutuhkan.

Sistematika Penulisan

Tugas akhir ini terdiri dari 5 bab sebagai berikut:

Bab | Pendahuluan, yang memuat latar belakang, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan, manfaat, dan sistematika penulisan.

Bab Il Tinjauan Pustaka, dalam bab ini disajikan secara singkat mengenai
konsep dasar yang relevan dengan pelabelan total ketidakteraturan titik
pada graf matahari yang dimodifikasi, antara lain membahas tentang
pengertian graf, terminologi, operasi, jenis-jenis graf, dan pelabelan total
tidak teratur titik.

Bab 11l Metode Penelitian, yang berisi tentang metode penelitian dan
langkah-langkah yang digunakan dalam menentukan nilai total
ketidakteraturan titik pada graf matahari yang dimodifikasi.

Bab 1V Hasil dan Pembahasan, dalam bab ini membahas mengenai hasil
dan pembahasan yang diperoleh dalam menentukan nilai total
ketidakteraturan titik pada graf matahari yang dimodifikasi.

Bab V Penutup, yang berisi tentang kesimpulan dan saran-saran.
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BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pengertian Graf

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun
1736, ketika Euler mencoba untuk mencari solusi dari permasalahan jembatan
Konigsberg. Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi dimana
himpunan titik tidak boleh kosong. Secara umum, definisi graf adalah sebagai
berikut.

Definisi 2.1.1 Graf G adalah pasangan himpunan (V,E), dengan V adalah
himpunan diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik, dan E adalah himpunan

dari pasangan anggota-anggota V yang disebut sisi.[12]

Berdasarkan Definisi 2.1.1, Graf G dengan himpunan titik I dan himpunan
sisi E dinotasikan dengan G = (V, E). Himpunan titik (vertex set) dari graf G
dinotasikan dengan V (G), dan himpunan sisi (edge set) dinotasikan dengan E(G).
Banyaknya unsur dari VV(G) disebut orde (order) dari G dan dinotasikan dengan
p(G), sedangkan banyaknya unsur dari E(G) disebut ukuran (size) dari G dan
dinotasikan dengan q(G). Misalkan u, v € V(G) dan sisi yang menghubungkan u
dan v ditulis e = (u, v). Untuk penyederhanaan penulisan (u, v) diganti dengan

uv.

Contoh 2.1.1 Vi

Vs \Z

V4 V3

Gambar 2.1 Graf G
Pada gambar 2.1 himpunan titik dan sisi graf G adalah V(G) = {vy,v,, v3, v, 5}
dan E(G) = {e1, e, €3,€4, 65,66} dimana e; = v1v, e, = v,3, €3 = V3V, €4 =

VyVUs, €5 = V1Vs, dan eg = V,Vs.
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2.2  Terminologi Graf
Dalam mempelajari graf terdapat beberapa terminologi (istilah) yang
berkaitan dengan graf. Berikut didefinisikan beberapa terminologi yang akan

digunakan pada tugas akhir ini.

Definisi 2.2.1 Dua buah titik pada graf G disebut bertetangga (adjacent) jika
keduanya dihubungkan oleh satu sisi. Dengan kata lain, u dan v bertetangga jika
uv adalah sebuah sisi pada graf G.[7]

Definisi 2.2.2 Misalkan G adalah suatu graf dan u,v € V(G), jika e =uv €
E(G) maka sisi e dikatakan terkait (incident) dengan titik u dan v. [7]

Definisi 2.2.3 Jika e; dan e, adalah sisi yang berbeda pada graf G yang terkait
dengan sebuah titik yang sama, maka e; dan e, disebut sisi-sisi bertetangga
(adjacent edges).[13]

Definisi 2.2.4 Banyaknya anggota V(G) dari suatu graf G disebut order,

sedangkan banyaknya anggota E(G) dari suatu graf G disebut ukuran (size).

Definisi 2.2.5 Misalkan v adalah suatu titik pada graf G. Derajat titik v adalah
banyaknya sisi yang terkait dengan titik v yang dinotasikan dengan deg(v). A(G)
merupakan notasi yang menyatakan derajat maksimum dari graf G dan &(G)

merupakan notasi yang menyatakan derajat minimum dari graf G.[7]

Definisi 2.2.6 Lintasan yang panjangnya n dari titik awal v, ke titik tujuan v,, di
dalam graf G adalah barisan berselang-seling titik-titik dan sisi-sisi yang
berbentuk vy, eq, vy, €5, V5 ... V1, €5, U, Sedemikian sehingga e; = vyvq, e, =

V1Vy, ..., €y = Un_1Vy, adalah sisi-sisi dari graf.[13]

Lintasan yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut lintasan
tertutup (closed path), sedangkan lintasan yang tidak berawal dan berakhir pada

titik yang sama disebut lintasan terbuka (open path).
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e 8 Vg eqn  Vy

Gambar 2.2 Grat G

Berdasarkan graf G pada gambar 2.2, diperoleh:

i.  Titik v; bertetangga dengan titik v, dan vg sedangkan titik v, dan titik vy
tidak bertetangga.

ii. Sisi e; = v,v, terkait dengan titik v; dan titik v,, sedangkan sisi e, tidak
terkait dengan titik v dan vy,

iii.  Sisi ey, es, €4, €5 dan eq merupakan sisi yang bertetangga karena terkait
dengan titik yang sama yaitu titik vg.

iv. Derajat dari setiap titiknya adalah deg(v,) = deg(v,) = deg(v3) =
deg(v;) = deg(vg) = deg(vo) = 2,deg(v,) = deg(vyo) = 1,
deg(vs) = 3, dan deg(vg) = 5. Sehingga derajat maksimum dari graf G
adalah A(G) = 5 dan derajat minimum dari graf G adalah §(G) = 1.

v. Lintasan tertutup pada graf G yaitu v; - v, - vg = v5 = v,, sedangkan

lintasan terbuka pada graf G yaitu v, = v3 = v = V9 = Vq.

Definisi 2.2.7 Misalkan G adalah graf sederhana. Graf G disebut graf terhubung
apabila setiap dua titik pada graf tersebut termuat pada suatu lintasan.[12]

Contoh 2.2.7

vy Vo 141
U3

Vs Vy ;;2 Vy

Gambar 2.3 Graf Terhubung dan Tak Terhubung



Universitas Hasanuddin

Pada gambar 2.3 menunjukkan G adalah graf terhubung karena setiap dua
titik yang berbeda dari G terdapat lintasan. Sedangkan H adalah graf tak
terhubung karena terdapat dua titik berbeda yang tidak memiliki lintasan yaitu

titik v; dengan v dan v,, dan titik v, dengan titik v dan v,.

2.3 Operasi Corona pada Graf

Pada sub bab ini akan didefinisikan operasi corona pada suatu graf.

Definisi 2.3.1 Misalkan G graf terhubung berorde n dan H graf terhubung
berorde m. Graf corona G dan H dinotasikan G@H adalah menggandakan graf H
sebanyak n kali namakan Hj,H,,...,H,, dan mengaitkan setiap titik v; di G dengan
setiap titik di graf H;,i=1,2,...,n.[12]

Contoh 2.3

Gambar 2.4 Graf C;®P5

2.4 Jenis-jenis Graf
Beberapa graf dikelompokkan berdasarkan ciri khusus dari setiap graf.
Pada bagian ini, akan dipaparkan beberapa jenis graf yang akan digunakan pada

penelitian ini.

Definisi 2.4.1 Graf sederhana G adalah pasangan (V(G),E(G)), dimana V(G)
adalah himpunan diskrit berhingga dan tidak kosong, yang anggotanya disebut
titik (vertex), dan E(G) adalah himpunan pasangan-pasangan tak terurut dan
berbeda dari anggota-anggota V(G) yang disebut sisi (edge).[12]

Graf sederhana merupakan graf yang tidak mengandung loop (gelang) dan

multiple edges (sisi ganda). Loop (gelang) adalah sisi yang berawal dan berakhir
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pada titik yang sama, sedangkan multiple edges (sisi ganda) adalah sisi yang

menghubungkan pasangan titik yang sama.

Contoh 2.4.1

@) (b) (©)

Gambar 2.5 (a) Graf sederhana, (b) Graf tak sederhana, (c) Graf tak sederhana

Definisi 2.4.2 Misalkan B,: vy, e, V5, €5, ... U1, €n—1, U, @dalah lintasan berorde
n dengan panjang n-1. Graf lintasan adalah graf yang terdiri atas satu lintasan

maksimal.

Contoh 2.4.2

. N

P, Ps P,

Gambar 2.6 Graf Lintasan

Definisi 2.4.3 Graf siklus (cycle) dengan n titik dan n sisi dimana n >3,
dinotasikan dengan C, adalah graf terhubung yang dibentuk dari lintasan tertutup
yang berawal dan berakhir pada titik yang sama, dimana setiap titiknya

berderajat 2 dan masing-masing titiknya dilalui tepat satu kali.

Contoh 2.4.3

CS C5 CG

Gambar 2.7 Graf Siklus
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Definisi 2.4.4 Graf lengkap dengan n titik dinotasikan dengan K, adalah graf
sederhana yang setiap dua titiknya bertetangga.[12]

K4 K5 KG

Gambar 2.8 Graf Lengkap

Definisi 2.4.5 Misalkan C,,n = 3 adalah suatu graf siklus dan graf K;. Graf
matahari adalah graf hasil corona antara C,, dan K; yang dinotasikan dengan
SU,,n > 3.

Contoh 2.4.5

X6 X1

X5 X2

X4 X3
Gambar 2.9 Graf Matahari SU
Pada penelitian ini, penulis akan melakukan pelabelan pada graf matahari

yang dimodifikasi. Secara formal graf matahari yang dimodifikasi didefinisikan

sebagai berikut.

Definisi 2.4.6 Misalkan himpunan titik dan himpunan sisi dari graf matahari
adalah V(SU,) = {x1, x5, ..., xp dan y1,y,, ... yo} dan E(SU,) = {xX1Y1, X2V2, -\
Xn Vi Y1V2, V2Y3s - Yn-1Yn, Yny1. Graf matahari yang dimodifikasi merupakan
graf yang diperoleh dari graf matahari dengan menambah sebanyak 2n sisi,
sedemikian sehingga x; bertetangga dengan y, dan y,, x; bertetangga dengan
yi_idany;,; dengan i=23,..,n—1, dan x, bertetangga dengan

Yn-1 dan y,. Graf matahari yang dimodifikasi dinotasikan dengan MSU,,,n > 3.

10
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Contoh 2.4.6

Gambar 2.10 Graf Matahari yang Dimodifikasi MSU

2.5  Pelabelan Graf
Dalam subbab ini, akan dibahas mengenai definisi pelabelan dan bobot

dari suatu graf.

Definisi 2.5.1 Pelabelan graf adalah suatu fungsi yang memetakan setiap elemen
graf G ke suatu himpunan bilangan bulat positif [7].

Himpunan bilangan yang menjadi kodomain dari pelabelan disebut
himpunan label. Berdasarkan domainnya, pelabelan graf terbagi menjadi tiga yaitu
pelabelan titik, pelabelan sisi, dan pelabelan total. Jika domain dari fungsi
pelabelan adalah himpunan titik, maka pelabelan disebut dengan pelabelan titik
(vertex labeling). Jika domain dari fungsi pelabelan adalah himpunan sisi, maka
disebut dengan pelabelan sisi (edge labeling). Jika domain dari fungsi pelabelan
adalah gabungan dari himpunan titik dan himpunan sisi maka pelabelan tersebut

adalah pelabelan total (total labeling).

Definisi 2.5.2 Bobot titik v pada pelabelan total f adalah label titik v yang

ditambahkan dengan jumlah semua label sisi yang terkait dengan v, yaitu

wt(v) = f(v) + Zuver f(uv) [11].

11
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141

Vs v,

Vy U3

Gambar 2.11 Pelabelan Total pada Graf Cs

Misal f adalah pelabelan total pada Cs maka pelabelan titiknya adalah

fv) =1, f(vz) =2,
f(vs3) =3, f(va) =3,
f(vs) = 4.

Adapun pelabelan sisinya yaitu:

fvv) =1, f(ivs) =1,
f(vavs) =1, f(usv) =1,
f(vavs) = 2.

Sehingga diperoleh bobot titiknya sebagai berikut.
wt(vy) = f(v) + fv,v) + f(v,v5) =1+1+1=3
wt(vy) = f(v) + f(v, 1) + f(vp,v3) =2+1+1=4
wt(v3) = f(v3) + f(vy,v3) + f(v3,v,) =3+14+1=5
wt(vy) = f(vy) + f(v3,v) + f(Vy,v5) =3+14+2=6
wt(vs) = f(vs) + f(V4,v5) + f(vy,v5) =4+2+1=7

2.6 Pelabelan Total Tidak Teratur Titik
Pelabelan total tidak teratur titik pertama kali diperkenalkan oleh Baca dkk
pada tahun 2007. Menurut Bac¢a dkk dalam [11], pelabelan total tak teratur titik

dan nilai total ketidakteraturan titik diberikan definisi sebagai berikut.

12
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Definisi 2.6.1 Misalkan G(V,E) adalah graf sederhana. Pelabelan total f:V U
E—{1,2,3,....k) disebut suatu pelabelan-k total tidak teratur titik (total vertex
irregular k-labeling) pada graf G jika untuk setiap dua titik yang berbeda pada V,

berlaku
wi(x) # wi(y)
dimana
Wt(x) = f(x) + xyere) f(x9).

Definisi 2.6.2 Nilai total ketidakteraturan titik (total vertex irregularity strength)
dari graf G, dinotasikan dengan tvs(G) adalah bilangan bulat positif terkecil k

sedemikian sehingga G mempunyai suatu pelabelan-k total tidak teratur titik.

Contoh 2.6.2:

Gambar 2.12 Beberapa Pelabelan Total pada Graf K5

Gambar 2.12 menunjukkan beberapa pelabelan total pada graf Ks Pada
bagian (a) bukan merupakan pelabelan-3 total ketidakteraturan titik karena
terdapat bobot titik yang sama. Sedangkan pada bagian (b) merupakan pelabelan-2
total ketidakteraturan titik dan bagian (c) merupakan pelabelan-5 total
ketidakteraturan titik karena masing-masing memiliki bobot yang berbeda.
Dengan demikian nilai total ketidakteraturan titik pada graf lengkap Ks adalah 2
atau dapat ditulis tvs(Ks) = 2.

13
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Gambar 2.13 Pelabelan-2 Total Ketidakteraturan Titik pada Graf MSU;

Gambar 2.13 merupakan pelabelan-2 total ketidakteraturan titik pada graf
MSU; karena masing-masing memiliki bobot yang berbeda. Dengan demikian
nilai total Kketidakteraturan titik pada graf MSU; adalah 2 atau dapat ditulis
tvs(MSU3) = 2.

Nilai total ketidakteraturan titik pada graf G telah dikembangkan oleh
Baca,dkk [14] menjadi suatu teorema yang dituliskan sebagai berikut:

Teorema 2.6.1 Misalkan sebuah graf G(V,E) dengan n adalah banyaknya titik,
6(G) adalah derajat minimum, dan A(G) adalah derajat maksimum, maka

berlaku:

[(n +4(6))

NEEDIE tvs(G) < n+ A(G) — 26(G) + 1.

Teorema 2.6.1 dapat digunakan dalam menentukan batas bawah nilai total
ketidakteraturan titik serta pemberian label pada titik dan sisi untuk menentukan

batas atas nilai total ketidakteraturan titik.
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