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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika, yang pertama kali
diperkenalkan oleh Leonhard Euler. Euler merupakan seorang ahli matematika
berkebangsaan Swiss.

Pada tahun 1736, Leonhard Euler dalam karya tulisnya yang berjudul “Solutio
Problematis ad Geometrian Situs Pertinentis”, menjawab teka-teki jembatan
Konigsberg dengan memperlihatkan bahwa perjalanan di kota Konigsberg yang
mempunyai 7 buah jembatan, dengan syarat melalui setiap jembatan tepat satu kali
yang bertolak dan berakhir pada suatu daratan yang sama, tidak dapat dilakukan.
Berkat pekerjaan Euler yang diilhami melalui masalah jembatan Konigsberg
memunculkan suatu cabang Matematika yang cukup penting yang dikenal dengan
nama Teori Graf (Graph Theory) (Hasmawati, 2020).

Graf G merupakan suatu pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan
tak kosong berhingga dari elemen yang disebut simpul dan E adalah himpunan
berhingga (boleh kosong) dari pasangan simpul dalam VxV yang disebut busur. V
disebut himpunan simpul dan E disebut himpunan busur dari graf G. setiap busur
di E menghubungkan dua simpul dari V (Marsudi, 2016).

Banyaknya anggota pada himpunan simpul dinyatakan sebagai |V|, dan
banyaknya anggota himpunan busur pada graf G dinyatakan sebagai |E|. Suatu
pelabelan pada graf G = (V, E) adalah suatu pemetaan dari V U E ke himpunan
bilangan, biasanya berupa bilangan bulat positif. Suatu pemetaan A dari V ke Zjg
disebut pelabelan harmonis jika A merupakan pemetaan sedemikian sehingga ketika
setiap busur xy diberi label dengan w (xy) = (1 (x) + A(y)) (mod |E|) menghasilkan
label yang berbeda. Karena label-label busur merupakan elemen Zz dan berbeda
maka{w (xy):xy € E}=Zr={0, 1,2, ...,|E| — 1}. Graf yang memiliki pelabelan
harmonis disebut graf harmonis (Grahams & Sloane, 1980).

Pada tahun 1980 Graham dan Sloane memperkenalkan pelabelan harmonis
yang berawal dari masalah pada error-correcting code. Pelabelan harmonis
memiliki beberapa aplikasi, salah satunya untuk pembagian saluran radio. Misalkan
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tersedia sebanyak |E| saluran frekuensi, simpul-simpul pada graf merepresentasikan
stasiun komunikasi dan busur pada graf tersebut merepresentasikan jalur
komunikasi dari satu stasiun ke stasiun yang lain. Dengan memberikan label
berbeda pada setiap stasiun, setiap jalur komunikasi dapat memperoleh saluran
frekuensi dengan menjumlahkan label dua stasiun yang berkomunikasi yang
menghasilkan label berbeda (Grahams & Sloane, 1980).

Banyak peneliti yang telah melakukan penelitian mengenai pelabelan
harmonis, seperti pelabelan harmonis pada graf timbangan (Sari, dkk., 2013),
pelabelan harmonis pada graf kincir tiga dan graf n-ubur-ubur (Azka, dkk., 2017),
pelabelan harmonis pada graf tangga segitiga variasi X, (Atmadja & Sugeng, 2017),
pelabelan harmonis gabungan graf tangga segitiga LSy, dengan graf tangga segitiga
variasi X, (Kurniawan, 2019), pelabelan harmonis pada graf tangga segitiga
jembatan XJn (Atmadja & Marhaeni, 2020), pelabelan harmonious pada beberapa
kelas graf yang berhubungan dengan graf ladder (Rahim & Susanti, 2017),
pelabelan harmonis pada graf tangga segitiga pita (Atmadja, 2021), harmonious
labeling for the corona graphs of small complete graph (Pradana, dll., 2019), on
harmonious labeling of corona graph (Baca & Youssef, 2014), harmonious
labeling of certain graph (Tanna, 2013), harmonious labeling on prisms graph
(Hinding, dkk., 2019), harmonious labeling of windmill graphs and relate graphs
(Frank, 1982), pelabelan harmonis pada kombinasi gabungan graf caterpillar dan
graf firecracker teratur (Wirnadian, 2010), dan lain-lain. Sehingga dalam penelitian
ini penulis memberikan pelabelan harmonis pada graf matahari SU,,, dengan n

bilangan ganjil.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, maka rumusan masalah yang akan dibahas pada
penelitian ini adalah bagaimana memberikan pelabelan harmonis pada graf

matahari SU,,, dengan n bilangan ganjil.

1.3 Batasan Masalah
Pembahasan pada penelitian ini akan dibatasi pada pelabelan harmonis pada

graf matahari SU,,, dengan n bilangan ganjil.
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1.4 Tujuan
Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan apakah graf matahari SU,,

dengan n bilangan ganjil merupakan graf harmonis.

1.5 Manfaat
Manfaat dari penelitian ini adalah mendapatkan informasi mengenai pelabelan

harmonis pada graf matahari SU,,, dengan n bilangan ganjil.
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BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Teori Graf

Teori graf merupakan salah satu cabang ilmu matematika yang banyak
digunakan untuk mempermudah suatu penyelesaian masalah. Dengan
merepresentasikan persoalan ke dalam bentuk graf, maka persoalan dapat dijelaskan

secara lebih sederhana.

Pada tahun 1736, Leonhard Euler dalam karya tulisnya yang berjudul “Solutio
Problematis ad Geometrian Situs Pertinentis”, menjawab teka-teki jembatan
Konigsberg dengan memperlihatkan bahwa perjalanan di kota Konigsberg yang
mempunyai 7 buah jembatan, dengan syarat melalui setiap jembatan tepat satu kali
yang bertolak dan berakhir pada suatu daratan yang sama, tidak dapat dilakukan.
Berkat pekerjaan Euler yang diilhami melalui masalah jembatan Konigsberg
memunculkan suatu cabang Matematika yang cukup penting yang dikenal dengan

nama Teori Graf (Graph Theory) (Hasmawati, 2020).

Leonhard Euler dalam karya tulisnya, walaupun tidak ditulis dalam bahasa Graf,
namun ide di dalamnya bersifat graf teoritis. Itulah sebabnya, karya Euler tersebut
dapat dianggap sebagai karya pertama tentang teori graf. Dalam Kkarya tulisnya, Euler
menyederhanakan jembatan Konigsberg dengan merepresentasi kan daratan sebagai
simpul dan jembatan sebagai busur, sehingga bentuk graf dari jembatan Konigsberg

seperti pada Gambar 2. 1

g
{ . Ty

Gambar 2. 1 Graf yang merepresentasikan Jembatan Konigsberg.

Sumber gambar: Buku Pengantar dan Jenis-Jenis Graf, 2020
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Hingga saat ini teori graf banyak digunakan untuk memecahkan berbagai
masalah misalnya masalah di bidang fisika, kimia, ilmu komunikasi, rekayasa listrik,
genetika, dan lain-lain. teori graf juga erat kaitannya dengan beberapa cabang
matematika lainnya diantaranya: teori matriks, analisis numerik, teori peluang dan

lain-lain (Hasmawati, 2020).

Secara umum, graf adalah suatu diagram yang memuat informasi tertentu jika
diinterpretasikan secara tepat. Dalam kehidupan sehari-hari, graf digunakan untuk
menggambarkan berbagai macam struktur yang ada. Tujuannya adalah sebagai
visualisasi objek-objek agar lebih mudah dimengerti. Beberapa contoh graf yang
sering dijumpai dalam kehidupan sehari-hari antara lain: struktur organisasi, bagan alir

pengambilan mata kuliah, peta, rangkaian listrik, dan lain-lain (Siang, 2006).

Graf G merupakan suatu pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan
tak kosong berhingga dari elemen yang disebut simpul dan E adalah himpunan
berhingga (boleh kosong) dari pasangan simpul dalam VxV yang disebut busur. V
disebut himpunan simpul dan E disebut himpunan busur dari graf G. setiap busur di E
menghubungkan dua simpul dari V (Marsudi, 2016).

Definisi 2.1 Graf adalah pasangan himpunan (V, E), dengan V adalah himpunan
diskrit yang anggota-anggotanya disebut simpul, dan E adalah himpunan dari

pasangan anggota-anggota V yang disebut busur.

Secara matematika, dapat ditulis sebagai berikut : graf ¢ = (V(G), E(G)) dengan
V(G) = {u:u disebut simpul} dan E(G) = {(u,v): u,veV(G)} (Hasmawati, 2020).

Suatu graf G terdiri dari dua himpunan yang berhingga, yaitu himpunan simpul-
simpul (vertices) tidak kosong V dan himpunan busur-busur (edge) E yang
menghubungkan simpul-simpul pada G. Banyaknya anggota pada himpunan simpul
dinyatakan dengan |V|, dan banyaknya anggota himpunan busur pada graf G
dinyatakan sebagai |E|. Setiap busur berhubungan dengan satu atau dua simpul.

Simpul-simpul tersebut dinamakan titik ujung (endpoint).
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Dua simpul dikatakan bertetangga (adjacent) jika terdapat satu atau lebih busur
yang menghubungkan kedua simpul tersebut atau dengan kata lain, dua simpul
dikatakan bertetangga jika keduanya hadir pada busur yang sama. Simpul dan busur
yang terhubung dengannya dikatakan saling hadir (incident). Derajat (degree) dari
suatu simpul menyatakan banyaknya busur yang hadir pada simpul tersebut,
dinotasikan sebagai deg(v). Simpul terisolasi (isolated vertex) adalah simpul yang
memiliki derajat 0. Simpul akhir atau daun (leaf) adalah simpul yang memiliki derajat
1. Jika pada graf G semua simpul memiliki derajat yang sama maka graf G disebut graf
teratur berderajat r (r-regular graph). Suatu graf G disebut graf lengkap (complete
graph) dengan n simpul jika semua simpul saling bertetangga, sehingga graf lengkap

juga merupakan graf teratur dengan r = n— 1 (Wirnadian, 2010).

Dua busur atau lebih yang menghubungkan satu pasang simpul disebut busur
berganda (multiple edges). Suatu busur yang simpul ujungnya sama disebut loop.
Graph tanpa busur berganda dan tanpa loop disebut graph sederhana (simple graph).

Jika u dan v simpul-simpul di G dan e = uv suatu busur di G, maka dikatakan:

a. e menghubungkan u dan v,

b. wu dan v terhubung langsung (adjacent),
c. u terkait (incident) dengan e,

d. e terkait (incident) dengan u,

e. wu dan v disebut simpul ujung dari e. (Rahayuningsih, 2018)

Contoh 2.1

Gambar 2. 2 Graf G dan graf H
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Pada Gambar 2.2, graf G adalah graf sederhana, dengan

V(G) ={wv,wxyz} EG) ={uv,vw,wx,xy,yz, zu}
V(G)| =6 [E(G)| =6

Dan graf H tidak sederhana karena memuat loop dan busur berganda.

2.2 Jenis-Jenis Graf

Berikut adalah beberapa jenis-jenis graf, diantaranya graf siklus, graf corona,
graf matahari, serta beberapa contoh-contoh graf harmonis.
Definisi 2.2 Graf siklus adalah graf terhubung yang setiap simpulnya berderajat dua.
Graf siklus dengan n simpul dinotasikan dengan C,, n = 3, adalah graf dengan n
simpul vyaitu vq,v,,..,1, dan busur-busurnya (vq,v,), (v, v3), ..., (Vp_1, V),
(v, v1). (Alyani, 2019)
Contoh 2.2

v v v
'n : ! / 4 \\‘*‘
Y 0] 1 Vs
i
SN
/ N, ! |
n V3 1 Vi Vi—#yy
(s Cy s

Gambar 2. 3 Graf siklus C3, C4, dan Cs

Definisi 2.3 Misalkan G graf terhubung berorde n dan H graf terhubung berorde m.
Graf corona G dan H dinotasikan G O H adalah graf yang diperoleh dari
menggandakan graf H sebanyak n kali namakan Hy, H,, ..., H,,, dan mengaitkan setiap

simpul v; di G dengan setiap simpul di graf H;,i = 1,2, ..., n.

Definisi 2.4 Misalkan C,,n > 3 dan graf trivial K;. Graf matahari adalah graf
corona antara siklus C, dan graf trivial K; (C, © K;). Graf matahari C,, © K;

dinotasikan SU,,n > 3. Graf matahari SU,,n > 3, adalah graf berorde 2n yang
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diperoleh melalui penggandaan K; sebanyak n kali kemudian mengaitkan masing-

masing satu simpul di C, ke graf K.

Contoh 2.3

Graf SUs diperoleh dengan cara menggandakan K, sebanyak 5 kali, kemudian
masing-masing satu simpul di Cs dikaitkan dengan satu simpul (K;). Bentuk graf SUs
dapat dilihat pada Gambar 2.4 berikut. (Hasmawati, 2020)

Gambar 2. 4 Graf siklus C5, penggandaan 5 kali K4, dan graf matahari SUs

Sumber gambar: Buku Pengantar dan Jenis-Jenis Graf, 2020
Contoh 2.4

Graf matahari SUs dan SU7

Gambar 2. 5 Graf matahari SU3 dan SU,

Definisi 2.5 Graf timbangan merupakan gabungan antara graf siklus C; dengan 2 graf
bintang S, (graf bintang dengan r buah simpul), dimana antara pusat S,, C5, dan S,
yang lain dihubungkan dengan sebuah lintasan. Banyaknya simpul pada graf
timbangan selalu ganjil. (Sari, dkk., 2013)
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Contoh 2.5

S

Gambar 2. 6 Contoh graf timbangan

Definisi 2.6 Graf kincir (windmill graph) dinotasikan W,,* adalah graf yang diperoleh
dari m kopi graf lengkap K,, dengan mengambil satu simpul sebagai simpul Bersama.

Khusus untuk n = 3 yakni graf kincir W3™ disebut graf persahabatan dan
dinotasikan f,,,. (Hasmawati, 2020)

Contoh 2.6

Gambar 2. 7 Graf Kincir W$ atau graf persahabatan dan graf kincir W3

Sumber gambar: Buku Pengantar dan Jenis-Jenis Graf, 2020

Definisi 2.7 Diberikan C,adalah graf siklus yang memiliki simpul sebanyak n. graf
yang diperoleh dengan menempelkan Csdi setiap simpul pada C,dinamakan Graf
kincir Tiga yang dinotasikan dengan C2.

Contoh 2.7

Gambar 2. 8 Graf Kincir Tiga C3
Sumber gambar: Jurnal Pelabelan Harmonis pada Graf Kincir Tiga dan Graf n-Ubur-
ubur, 2017
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Definisi 2.8 Graf n-Ubur-ubur (n > 3) adalah graf yang diperoleh dari suatu graf C,,

dan dua graf PH dengan melekatkan salah satu ujung simpul masing-masing P|ﬁ|
2 2

pada sebarang dua simpul di C,, yang berdekatan. (Azka, dkk., 2017)

AHY

Gambar 2. 9 Graf n-ubur-ubur

Contoh 2.8

Sumber gambar: Jurnal Pelabelan Harmonis pada Graf Kincir Tiga dan Graf n-Ubur-
ubur, 2017

Definisi 2.9 Graf tangga L,, adalah graf tangga sederhana dengan himpunan simpul

dan himpunan busur yaitu:

V(Ly) = {u;,v|1 <i <n}

E(L) ={uyu1<i<n-1ufvyv1<i<n—-1}u{yv|l <i<n}

Contoh 2.9

uy Uy Uz Uy Us

vy vy V3 Uy Vg

Gambar 2. 10 Graf tangga Lg

Definisi 2.10 Graf tangga X,, adalah graf tangga segitiga variasi, dengan himpunan
simpul V(X,) ={u,v|1<i<n}u(w;l1<i<n-—1} dan himpunan busur
EX,)={uyu 1 <i<n—-1}u{yvlli<i<n}u{vyyw|l1<i<n}u

wrinll<i<n—-1}uf{uw|l <i<n}u{u,wll<i<n-1} (Atmadja &

Sugeng, 2017)

10
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Contoh 2.10
Uy U Uz Uy Us
1']1 Wy 15‘2 Wz 1?‘3 W3 134 W4 175

Gambar 2. 11 Graf tangga segitiga variasi Xg
Sumber gambar: Jurnal Pelabelan Harmonis pada Graf Tangga segitiga variasi Xn,
2017

Definisi 2.11 Graf tangga segitiga (graf triangular ladder) adalah graf yang diperoleh
dari graf L, dengan menambahkan busur u;v;,; untuk setiap 1 <i <n —1 pada
graf L, dengan {y;|1 <i < n} dan {v;|1 <i < n} adalah himpunan simpul pada

kedua graf B, pada graf L,.

Contoh 2.11

Uy U; Uz Uy Us

121 Vs Vg Uy Vg
Gambar 2. 12 Graf tangga segitiga

Sumber gambar: Jurnal Pelabelan Harmonis pada Beberapa Kelas Graf yang
Berhubungan dengan Graf Ladder, 2017

Definisi 2.12 Graf triangular ladder pendant dinotasikan dengan TLP, adalah graf
yang diperoleh dengan menambahkan satu busur pada setiap simpul dari graf tangga
segitiga dimana busur tersebut terhubung dengan satu simpul baru yang masing-

masing berbeda untuk setiap simpul pada graf tangga segitiga.

11
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Contoh 2.12
? T T
Uy 25 ] 1Ly ‘us

-4

Vo L1 Vg g

e o ® ®

"0-

[

Gambar 2. 13 Graf TLPg
Sumber gambar: Jurnal Pelabelan Harmonis pada Beberapa Kelas Graf yang
Berhubungan dengan Graf Ladder, 2017

Definisi 2.13 Graf triangular fence dinotasikan dengan TF, adalah graf yang
diperoleh dengan menambahkan satu busur pada simpul u,, u,, v4, dan v,, dari TLB,
di mana busur tersebut terhubung dengan satu simpul baru yang masing-masing

berbeda untuk u,, u,, v4, dan v,. (Rahim & Susanti, 2017)

Contoh 2.13

1 @

Gambar 2. 14 Graf TF5
Sumber gambar: Jurnal Pelabelan Harmonis pada Beberapa Kelas Graf yang
Berhubungan dengan Graf Ladder, 2017

Definisi 2.14 Graf tangga segitiga pita adalah graf dengan himpunan simpul yaitu

V(G) = {u;,vi|1 <i<n}uU(w;,wiq|1 <i<n-—1} dan himpunan busur yaitu

12
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EG)={wuyll<i<nju{wyll<i<n}u
Wiwi i1, UiWis g, Viwiq |1 S0 < n— 13U {1055, Upiliniq |1 S T < n — 11,

(Atmadja, 2021)

Contoh 2.14

Vi V2 V3 vy Vs

Gambar 2. 15 Graf tangga segitiga pita

Sumber gambar: Jurnal Pelabelan Harmonis pada Graf Tangga Segitiga Pita, 2021

Definisi 2.15 Graf ulat atau pohon ulat (caterpillar tree) adalah graf yang setiap
daunnya berjarak 1 dari simpul internal lintasan. Graf caterpillar pertama kali
diperkenalkan oleh Harary dan Schwenk pada tahun 1973. Mereka mengatakan
bahwa graf caterpillar adalah graf yang apabila simpul-simpul ujungnya dilenyapkan
akan diperoleh graf lintasan. (Hasmawati, 2020)

Contoh 2.15
Py Py Py

Gambar 2. 16 Graf caterpillar

Definisi 2.16 Graf firecracker adalah graf yang diperoleh dengan menghubungkan
satu simpul luar dari barisan graf bintang oleh suatu lintasan. Lintasan yang
menghubungkan simpul-simpul luar dari barisan graf bintang disebut backbone dari

graf firecracker. Graf firecracker juga bisa diperoleh dengan memindahkan busur-

13



Universitas Hasanuddin

busur yang menghubungkan simpul-simpul pusat pada graf caterpillar ke salah satu

simpul luar pada setiap simpul pusat dari graf caterpillar.(Alyani, 2019)

Contoh 2.16
@ @ ®

Gambar 2. 17 Graf firecracker

Definisi 2.17 Graf prisma adalah graf kali antara siklus C,,, m = 3 dengan lintasan

B, n = 2, ditulis C,,, X P,. Graf prisma dinotasikan P,, ,,.

Contoh 2.17

Gambar 2. 18 Graf prisma
Sumber gambar: Buku Pengantar dan Jenis-Jenis Graf, 2020

Definisi 2.18 Graf kipas dengan n simpul, n > 3 dinotasikan sebagai F,, dengan F,, =
P,_1 + K;.Jikav, € K; danv € P,_; maka busur vyv; € E(F,) disebut jari-jari dari

E,. (Hasmawati, 2020)

Contoh 2.18

vy . Vg Uy vs

Vg

Gambar 2. 19 Graf kipas F

14
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2.3 Pelabelan Harmonis

Pelabelan harmonis diperkenalkan pertama kali oleh Graham dan Sloane pada

tahun 1980. Pelabelan harmonis didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.19 Misal ¢ = (V,E) suatu graf maka pemetaan A : V — Zz disebut
suatu pelabelan harmonis pada G jika bobot setiap busur berbeda, dimana bobot
bobot busur xy adalah w(xy) = (A(x) + A(y)) (mod |E]).

Definisi 2.20 Misal G = (V,E) suatu graf dan 1 : V — Zg suatu pemetaan

harmonis pada G, maka disebut G graf harmonis.

Contoh 2.19

Uy

wy

W3 Wz

Gambar 2. 20 Pelabelan harmonis pada graf matahari SU5

Pada Gambar 2.20, terdapat suatu pemetaan 4 : V — Z; yaitu

Auy) =0, Auy) =2, Auz) =4, A(wy) =1, Awy) =3, A(wz) =5,
Berdasarkan definisi pemetaan tersebut diperoleh bobot setiap busur dari graf matahari
SU; adalah

wwiuy) =1, w(wyu,) =5, w(wsusz) = 3,

wwiw,) = 4, w(w,ws) = 2, w(wsw,) = 0.
Karena setiap bobot busur berbeda, maka A : V — Z, mendefinisikan suatu
pelabelan harmonis. Oleh karena itu graf matahari SU; merupakan suatu graf
harmonis.
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BAB IlI

METODOLOGI

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini menggunakan metode studi pustaka (library research), yaitu
penelitian yang dilakukan oleh peneliti dengan mengumpulkan sejumlah buku-buku
atau jurnal-jurnal yang berkaitan dengan masalah dan tujuan penelitian. Yang
dilakukan dengan cara menelaah, mencermati, dan membandingkan sumber

kepustakaan untuk memperoleh data.

3.2 Prosedur Penelitian
- Mengumpulkan literasi serta menggali informasi mengenai pelabelan harmonis,
- Memberikan pelabelan harmonis pada graf SUs, SUs, SU7,

- Menentukan pola pelabelan harmonis pada graf SUn, dengan n bilangan ganjil.

Mengumpulkan literasi serta
menggali informasi mengenai

pelabelan harmonis

A4

Memberikan pelabelan
harmonis pada graf SUs,
SUs, SU7

Menentukan pola pelabelan
harmonis pada graf SUn, dengan

n bilangan ganjil
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BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Graf Matahari SU,,

Graf matahari SU,,n > 3, adalah graf yang diperoleh melalui penggandaan K;
sebanyak n kali kemudian mengaitkan masing-masing satu simpul di C, ke graf Kj.
Pada graf matahari SU,, berlaku |V (SU,)| = |E(SU,)| = 2n.

Graf matahari pada skripsi ini mempunyai himpunan simpul dan himpunan busur

sebagai berikut.
V(SUn) = {Wll Wz’ w3, ...,Wn} U {ul, uzl Us, ...,un}

E(SU,) = {wiuy, wolly, Wallg, ..., Wiy} U {wywy, wows, ..., Wy _ 1wy} U {w,w; }

dimana w; disebut simpul dalam dan wu; disebut simpul luar. Gambar 4.1
mengilustrasikan graf matahari SU-, dengan himpunan simpul

V(SU,) = {wy, wy, w, wy, ws we, wo, } U {ug, uy us, uy, us, ug, 17}
dan himpunan busur E(SU;) = {wiuy, woly, Walls, Wally, Wsls, Wellg, W7 U7} U

{wywy, wows, wawy, wyaws, wswg, wew, } U {w,w, }.

Gambar 4. 1 Graf matahari SU~,
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4.2 Pelabelan harmonis pada graf SU3,SUs, SU~

Pada bagian ini, akan diberikan pelabelan harmonis pada graf matahari
SU3,SU5,danSU7.

a. Pelabelan harmonis pada graf SU;

Gambar 4. 2 Pelabelan harmonis pada Graf SU5

Diberikan suatu pemetaan A : V — Z, yaitu
Auy) =0, Auy) =2, Auz) = 4,
Alwy) =1, Alw,) =3, Alwg) = 5.
Berdasarkan definisi pemetaan tersebut diperoleh bobot setiap busur dari graf

SU; adalah
w(wiug) =1, w(w,uy) =5, w(wsusz) = 3,
w(w,w,) = 4, w(w,ws) = 2, w(wsw,) = 0.

Karena setiap bobot busur berbeda, maka A : V — Z, mendefinisikan suatu
pelabelan harmonis. Oleh karena itu graf SU; merupakan suatu graf harmonis.
b. Pelabelan harmonis pada graf SUs

Graf matahari SUs merupakan graf harmonis, karena terdapat suatu
pemetaan A : V — Z;, yaitu
AMu) =0, Auy) =2, AMuz) =4, Auy) =6, Alug) =38,
Aw)) =1, Alwy) =3, Alwz) =5 Aw,) =7 Aws) =09.
Serta diperoleh bobot setiap busur dari graf SU; adalah
wlwiuy) =1, w(w,u,) =5, w(wsus) =9,

w(w,u,) = 3, wwsus) = 7,

18
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www,) = 4, w(w,ws) = 8, w(wsw,) = 2,

w(w,ws) = 6, w(wsw,) = 0.

Karena setiap bobot busur berbeda, maka A : V — Z;, mendefinisikan suatu

pelabelan harmonis. Oleh karena itu graf SUs merupakan suatu graf harmonis.

Gambar 4. 3 Pelabelan harmonis pada Graf SUg

Pelabelan harmonis pada graf SU,
Graf matahari SU, merupakan graf harmonis, karena terdapat suatu
pemetaan A : V — Z,, yaitu
Au) =0, Auy) =2, AMuz) =4, A(uy) =6,
AMus) =8,  Alug) =10, A(uy) =12,
Alw) =1, Alwy) =3, Awz) =5, Aw,) =7,
Alwg) =9, Alwg) =11, A(wy) = 13.
Serta diperoleh bobot setiap busur dari graf SU, adalah
wwiu) =1,  wlwyuy) =5,  w(wsuz) =9, w(w,u,) = 13,
wwsug) =3, wlweug) =7, wlwyu,) =11,
wlwiw,) =4, wlw,ws) =8, w(wsw,) =12, w(w,ws) = 2,

wwswg) =6, w(wew;) =10, w(w,w;) = 0.

Karena setiap bobot busur berbeda, maka A : V — Z;, mendefinisikan suatu

pelabelan harmonis. Oleh karena itu graf SU, merupakan suatu graf harmonis.
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Gambar 4. 4 Pelabelan harmonis pada Graf SU,

4.3 Pelabelan harmonis pada graf SU,,, dengan n bilangan ganjil
Pada bagian ini, akan diberikan teorema pelabelan harmonis pada graf SU,,, dengan

n bilangan ganjil.

Teorema 1: Graf matahari SU,, merupakan suatu graf harmonis untuk sebarang n

bilangan ganjil.

Bukti:

Untuk membuktikan bahwa graf matahari SU,, merupakan suatu graf harmonis, maka

akan dikonstruksi suatu pelabelan
f:v-1{0,1,2,3,..,2n— 1}

Dalam mengkonstruksi fungsi f dilakukan dengan konstruksi pada kasus sederhana

yaitu untuk n = 3,n = 5,n = 7 seperti pada Gambar 4.2, Gambar 4.3, dan Gambar

4.4. Berdasarkan pelabelan pada kasus-kasus sederhana tersebut, dikonstruksi

pelabelan pada graf SU,, untuk sebarang n ganjil sebagai berikut.

Definisikan pelabelan simpul f:V - {0, 1,2, 3, ...,2n — 1} sebagai berikut:
flu)=2i—2;i=1,273,..,n
fw)=2i—-1;i=1,2,3,..,n

Untuk menunjukkan bahwa fungsi f yang dikonstruksi merupakan fungsi harmonis

untuk setiap n bilangan ganjil. Maka dibuktikan bahwa setiap bobot busur pada graf
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SU,, berbeda. Untuk menentukan bobot busur pada graf matahari akan dibagi menjadi

3 kasus, yaitu
Kasus 1. w(u;w;), untuk setiap i = 1,2,3, ..., n.

wuwy) = (F(w) + f(w))(mod(2n))
= (2i — 2 + 2i — 1)(mod (2n))
= 4i — 3 (mod(2n))
Akan dibuktikan bahwa w(u;w;) = 4i — 3 (mod(2n)) untuk setiap i berbeda-beda.
w(u;w;) akan dibagi menjadi dua bagian, dimana (4i — 3) < 2n dan (4i — 3) > 2n.
n+1

1. w(ww,), dengani=123,..,—~.

. B +1
Jikai = "T maka

w(u;w;) = 4i — 3 (mod(Zn))

=4 (n -2I- 1) -3 (mod(Zn))

=2n — 1 (mod(2n)).

Karena 2n — 1 < 2n.

n+1

Maka (4i — 3 ) < 2n, untuk setiap i = 1,2,3, ..., .
Sehingga dapat ditulis
w(uw;) = (4i — 3)(m0d(2n))
=4i - 3.
2. w(u;w;), dengani = nT“ + 1,”7“ + 2,"7“ +3..,n.

Jikai = "T“ + 1, maka

w(uw;) = 4i — 3 (mod(Zn))

=4 (n ; ! + 1) -3 (mod(Zn))

= 2n + 3 (mod(2n)).
Karena 2n + 3 > 2n.

n+1 n+1

Maka (4i — 3 ) > 2n, untuk setiap i = n7“+ 1'T+ 2'T+ 3..,n.
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Sehingga dapat ditulis
w(uw;) = (4i — 3)(m0d(2n))
=4i—3—2nk

untuk suatu k bilangan bulat positif.

e w(uw;) =4i—3,dengani = 1,2,3, ”T“

w(uawy) < wluaw,) < wluzws) < -+ <w (un_+1_ Wnt1 ) <

w (un_ﬂ_1Wn_H_1) <w (un_HWn_ﬂ)
2 2 2 2

atau1<5<9<--<2n—-9<@2n-5<@n-1)

n+1 n+1

o w(ww;) =4j — 3 — 2nk, dengan j =”7+1+ L—+2—+3,..,n

w (UnTH+1WnT+1+1) <w (UnT-I—l+2WnT-I—1+2) <w (unTH+3WnT+1+3) <<
W(un—ZWn—z) < W(un—lwn—l) < W(uan)
atau3<7<11<--<@n—-11)<@2n-7)<(2n-13)

n+1 n+1 n+1

1,23, .., danj =22 4 1,2 4 2 My 3
2 2 2 2

Kasus 2. w(w;w;,,) Untuk setiapi = 1,2,3,...,n— 1

w(w;wiq1) = (f(Wl) + f(Wi+1))(m0d(2n))
=Qi—-1+2>G(+1 -1 (mod(2n))
= 4i (mod(2n))

1)

)

Berdasarkan Persamaan (1) dan (2) maka, w(uw;) # w(ww;) untuk i

Akan dibuktikan bahwa w(w;w;,,) = 4i (mod(2n)) untuk setiap i berbeda-beda.

w(w;w;,) akan dibagi menjadi dua bagian, dimana (4i) < 2n dan (4i) > 2n.

1. w(w;w;,,), dengani = 1,2,3, nTﬂ— 1.

Jikai = "TH — 1, maka

w(w;w;;1) = 4i (mod(2n))

=4 (n ; 1 — 1) (mod(Zn))
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= 2n — 2 (mod(2n)).

Karena 2n — 2 < 2n.

Maka (4 ) < 2n, untuk setiap i = 1,2,3,..., == — 1.

Sehingga dapat ditulis
w(w;w;;1) = (4i)(mod(2n))

= 4i.
. w(w;w;4,), dengan i = "TﬂnT“+ 1,”7“+ 2..,n—1.

. ; 1
Jikai = % maka

w(w;w; 1) = 4i (mod(2n))

(n-; 1) (mod(Zn))

= 2n + 2 (mod (2n)).

Karena 2n + 2 > 2n.

Maka (4 ) > 2n, untuk setiap i = 1,2,3,..., == — 1.

Sehingga dapat ditulis
w(w;w;;1) = (4i)(mod(2n))
= 4i — 2nk

untuk suatu k bilangan bulat positif.

w(wiwi1) = 4i, dengan i = 1,23, ..., = — 1.

wwiw,) < wlwyaws) < wwsw,) < -+ <w (Wn+1 Wn+1 ) <

= 3 2

w (Wn_+1_2Wn_+1_1> <w (Wn_-|-1_1Wn_+1> atau 4<8<12<--<(2n—-10) <
2

2 2 2

2n-6)<(2n-2)

n+l1 n+1 n+1

w(wjwjy,) = 4j — 2nk, denganj = —=,—=+1,—=+2,..,n— 1,

2 2

w (Wn_+1Wn_+1+1> <w (Wn_+1+1WnT+1+2) <w (Wn_+1+2WnT+1+3) < <

2 2 2 2
W(Wy_3Wy_3) < wWy_owp_q) < wWwp_1wy)

atau2<6<10<-<(2n—-12)<(2n-8)<(2n—-4)

3)

(4)
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Berdasarkan Persamaan (3) dan (4) maka, w(w;w;yq) # w(wjwj,,) untuk i =

n+1 __n+l n+1

123,.., = —Ldanj ="+ 1,204 2, n— 1.

Kasus 3. w(w,w,)
w(wnwy) = (f(wp) + f(wy))(mod(2n))
=(2n—1+1) (mod(2n))
= 2n (mod(2n))
=0.

Dapat dilihat bahwa bobot busur w(u;w;) berbeda-beda, begitu juga dengan
w(w;w;;,)  menghasilkan  bobot  busur yang  berbeda-beda, serta

w(u;w;), w(w;w; ), dengan w(w,w, ) memiliki bobot busur yang berbeda-beda.
Dengan demikian diperoleh f:V — Zz mendefinisikan suatu pelabelan harmonis

pada graf matahari SU,,. Sehingga graf matahari SU,, merupakan suatu graf harmonis

untuk sebarang n bilangan ganijil.

Gambar 4.5 merupakan label simpul pada graf matahari SU,,

Gambar 4. 5 Pelabelan harmonis pada graf matahari SU,,
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian dan pembahasan yang telah dilakukan mengenai
pelabelan harmonis pada graf matahari, dapat diambil kesimpulan sebagai berikut:
1. Graf matahari SU,,, dengan n bilangan ganjil merupakan graf harmonis.
2. Pola untuk pelabelan harmonis pada graf matahari SU,,, dengan n bilangan
ganjil yaitu:
a. f(y)=2i—2;i=1,23,..,n
b. flw)=2i—-1;i=1,23,..,n

Dimana w; disebut simpul dalam dan u; disebut simpul luar

5.2 Saran
Saran yang dapat disampaikan untuk penelitian lebih lanjut yang berkaitan dengan
penelitian ini adalah sebagai berikut:
a. Melakukan penelitian mengenai pelabelan harmonis pada graf matahari yang
diperumum (C,, © Ky,);
b. Mengembangkan lebih lanjut lagi mengenai pelabelan harmonis pada jenis-

jenis graf lainnya.
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