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Abstrak

ABSTRAK

Pada penulisan ini, akan dikaji fungsi tr{H"QEI'N-—EME"} yang
dinyatakan sebagai suatu fungsi dari &, dimana# adalah anggota dari Grup Lie
matriks P-ortogonal. Fungsi inilah yang dinamakan sebagai fungsi Generalisasi
Brockett. Persamaan gradien flow dari fungsi licin yang bersesuaian dengan metrik
Riemannian adalah  sistem  persamaan  differensial non lincar yang

normal.
8=vn(@)

Persamaan gradien flow dari fungsi Generalisasi Brockett dibagi ke dalam dua

kasus yaitu ketika N = 00 atau ¢ = § diperoleh
B=0M"60-M
dan ketika M = (! diperoleh
=6 N.6"'08)"

dengan P =47 dimana N, Q diberikan sebagai matriks nxn dengan entri bilangan
real dan M adalah matriks non singular.

SN e e
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Albstrak

ABSTRACK

In this paper we study the function tr(ﬁ_'QH N—EME'I} viewed as a
function of &, with # belonging to the Lie group of P-orthogonal matrices. This
function refer to the generalized Brockett function. The gradien flow equation of the
smooth function belonging to metrik Riemannian is the system of ordinary nonlinear
differential equation

6=v10)
The gradien flow equation of the generalized Brockett function divided into
two cases when N =0 or { =0, obtained

6=0M"0-M
and M =10
6=6[N,6700)
with P =1/ where N, (0 are given n by n matrices with real entries and M is
nonsingular matrice.
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BAB I
PENDAHULUAN

A. Latar Belakang

Teori kelengkapan dari sistem integral Hamiltonian sudah mengalami
perkembangan pesat beberapa tahun belakangan ini. Bloch menunjukkan bahwa
beberapa dari sistem tersebut tertutup bila dihubungkan dengan gradien flow dari
fungsi licin (Bloch, 4. M, 1990). Pada penulisan ini akan dikaji fungsi

(6700 N — 2419-")

yang dinyatakan sebagai suatu fungsi dari @, dimana@ adalah anggota dar matriks
F-ortogonal Grup Lie. Fungsi inilah yang dinamakan sebagai fungsi Generalisas;
Brockett (Brockerr, W, Roger, 199]),

Persamaan gradien flow dari fungsi licin #:G — R yang bersesuaian dengan
metrik Riemannian  adalah  sistem persamaan  differensial non linear yang

normal (Helmke, U, and Moore, J, 1994)

6=V (o) (n

Persamaan gradien flow dapat ditunjukkan bukan hanya sebagai sebuah alat
matematik geometris, tetapi juga sebagai sebuah alat simulasi yang dapat digunakan
dalam industri untuk mengatasi masalah standar dalam mengaplikasikan matematika.

Untuk kasus khusus ketika P=/ , Brockett telah membuktikan bahwa gradien

flow dapat digunakan untuk memecahkan masalah hitungan dengan pasti seperti

Adrsiis r
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mendiagonalisasi matriks simetri, mengelompokkan bilangan real dan memecahkan
beberapa masalah program linear (Brockest, W, Koger, 1989 and 1991). Bloch juga
memperlihatkan bahwa masalah kisi-kisi Toda dan masalah jumlah kuadrat terkecil
dapat disusun kembali sebagai gradien flow. (Bloch, 4. M, 1990)

Dilatar belakangi dari uraian di atas, maka penulis tertarik untuk mengkaji

masalah gradien flow dengan menvangkan dalam bentuk skripsi dengan judul:

* Persamaan Gradien Flow dari Fungsi Generalisasi Brockett

pada Matriks POrtogonal Grup Lie ”

B. Rumusan Masalah

Tulisan ini membahas masalah persamaan gradien flow 8= V(@) dari

fungsi Generalisasi Brockett.

C. Batasan Masalah
Adapun batasan masalah dalam penulisan ini yaitu pada
1. Fungsi Generalisasi Brockett dinyatakan sebagai suatu fungsi dari &,
dimana ¢ adalah anggota dan matriks P-ortogonal Grup Lie.
2. Kasus ketika P =%/, N =0 (atau 0 = 0) dengan N dan Q adalah matriks
nxn dengan entri bilangan dan M adalah matriks nonsingular .

3. Kasus ketika P=+/, M =0 dengan N dan O adalah matriks nxn

dengan entri bilangan real, n = ,2,3

L e e ——————
Al 2
K TOFo0s
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. Tujuan Penulisan

Tujuan penulisan ini adalah mencari persamaan gradien flow dari fungsi

Generalisasi Brockett pada matriks P-ortogenal,

ﬁ
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BAB 11
TEORI PENDUKUNG

A. Grup Lie (Karin Melnick, 2002)

Definisi 1. Grup Lie
Grup Lie adalah grup yang juga merupakan ruang Euclide dari beberapa

dimensi tetap dengan operasi pemetaan perkalian
uGxG =G
H(ghy e gh

dan pemetaan invers
i —

igre g’

terturunkan.
Grup Lie dari matriks » x » non singular dinotasikan sebagai GL(n, R)

Definisi 2. Automorfisma
Misalkan Gl R} adalah Grup Lie dan P adalah matriks ortogonal nxn
dengan P =% /. Automorfisma o didefinisikan sebagai

o: Gln, Ry — Gl{n,R)
g P o@)=PE'YP=(g"Y

Definisi 3. Metrik Riemannian
Metrik Riemannian {{}} adalah kumpulan semua hasil kali dalam pada

ruang gradien G.

&
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Misalkan pada grup Lie G diberikan sebuah fungsi licin .G — R,

Lapangan vektor gradien f, Vf:G — 1G didefinisikan sebagai :

L) =((V/(O)&), VQeG

dimana 7,/ adalah pemetaan garis singgung f pada @ dan (:{}:} adalah metrik

Riemannian,

B. Aljabar Lie (Karin Melnick, 2002)
Definisi 5. Aljabar Lie
Aljabar lie adalah ruang vektor dengan sebuah operasi perkalian
LI:GxG—=g
yang memenuhi ;
1. [x,¥] = -[x.x] (antikomutatif)
2. [xDazll = =zl + [nlvzl]
untuk semua x,y.z e .

Aljabar Lie dari semua matriks nx#n dengan entri-entri bilangan real
dinotasikan sebagai G /(m, K).
Kurung Lie [,] didefinisikan sebagai berikut

[4,B]= AB-BA, 4,Be gi(n,R)

e — e —
I.-'#m# 5
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Defenisi 6. Pemetaan Garis Singgung
Misalkan g/(n, /) adalah aljabar Lie dari Grup Lie GL(n, R), pemetaan garis
singgung o didefinisikan sebagai :

To: gnRYy = Glin )

X = To(X)= ﬁ olexp(tX)) = -P XTP=-xT"

Definisi 7. Killing Form

Misalkan G/(n, R) adalah aljabar Lie. Killing form K dikatakan sub aljabar
semi sederhana jika K tidak terturunkan, Killing form £ didefinisikan sebagai
perkalian dalam sebagai berikut

K :Glin, Ryxgl(inB) — R
(X.F) > K(X.Y) = triad, (X)ad, (¥))

dimana ad, menjelaskan adjoin action pada G/(n,R) dengan ad (¥)=[X, F].

Perkalian dalam Killing form X selanjutnya disebut sebagai perkalian dalam Cartan.

C. Simetri dan Skew Simetri
Definisi 8. Simetri

Misalkan A adalah matriks bujur sangkar yang berukuran nxn dengan entri-

entri bilangan riil, Matriks A dinamakan simeiri jika 4= A"

Definisi 9. Skew Simetri

Misalkan 4 adalah matriks bujur sangkar yang berukuran nxn dengan entri-

entri bilangan riil. Matriks A dinamakan skew simetri jika 4 = - 4"

%
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D. Matriks Transpose-
Definisi 10. Matriks Transpose-P

Misalkan matriks X' e /in R} dan P adalah matriks ortogonal # x n . Matriks
Transpose-F dari X didefinisikan sebagai

X'=pPrxTp

Definisi 11,

Misalkan  matriks X e /i R) dan P adalah matriks ortogonal nxn, X
dikatakan matriks ortogonal  jika

X'X=1I,

Definisi 12,

Misalkan matriks X € G /) dan P adalah matriks ortogonal nxn . Matriks

X dinamakan simeiri jilka X7 = X . Dan matriks X dinamakan skew simefri jika

XP=_Xx

E. Hasil Kali Dalam
Definisi 13.

Misalkan ¥ ruang vektor nil. Hasil kali dalam (inner product) pada V adalah
fungsi vang mengasosiasikan bilangan riil < u, v > sedemikian sehingea ¥ w,v,w di

¥ dan skalar & sebarang, aksioma-aksioma berikut terpenuhi :

) <wve=<uyvs> (aksioma simetri)
2) cu+VWISSUHWS+ <V, W (aksioma penambahan)
3y <ku,v>=k<u,v> (aksioma kehomogenan)

4) {w,vp 20, dan <v,v>=0 jikadan hanya jika v=0 (aksioma kepositifan)

e e e ————————————
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BAB I11

SIFAT-SIFAT MATRIKS P

A. Sifat-Sifat Matriks P-Ortogonal
Definisi 14.

Misalkan P  adalah matriks ortogonal

G:={0eGL{nR):6"P8=P}.

(7 adalah sebuah subgrup tertutup dari Grup Lie GL(m,R) .

Lemma 1 & € G jika dan hanya jika 8" € G

Bukti :
(=) feGo8'PR=Pp

SUrH =P S P =Py
=6 PF =P P =8 =P&F
=" = PP =8=PE"Y P
= 8P = P(@"'Y PP
=P =PI e =P
= (&Y P8 =P

=& G

mxn

sifat-Sifat Mairiks P

dan

(2)

ﬁ
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Definisi 13,

B eG=(@ Y FPE =p
= 8" = PE"Y O = gre” = p
=8P =PE'Y PP
=8=PE"Y P = 0" =po'p
=8 =P# P =g PP = pgTpT
=0 P=P8 =0"PI=PO"D
= &' Pd =
=0l

Silat-Sifat Matrits P

Misalkan P adalah matriks ortogonal #xn  dan Aljabar Lie dari G

adalah himpunan

L:={eglnR): Q7P =-Pa}

Lemma 2 Qe £ jika dan hanya jika " € ¢

Bukti :

(=)

(=)

%

Alsan
Hiiro1o008

Qef = QP=—P0

s
—
—

=

O'er =

=

— ]
=
—

QPP =—POPT = O =—POPT
QY =—PQ" W = Q=-PO" P
OP=-PLY = (¥ V¥ P=—PLY

O er

QP =-PO" = (Y P=-PQ
(@) =-PQ" )P = Q=-PO P’
O =—POPT = O P=-POP P
QP=-PQ

QeL

(3)



Sifat-Sifat Matriks P
e ————————————————————————————————————

Definisi 16.:
Misalkan P adalah matriks ortogonal mxwm. 7 disebut aljabar Jordan jika
J:i= {A Eg'#{r:..‘E}:ArP=PA} (4)
dengan struktur -
{A,B}= AB + BA

Lemma3 AeJ jikadanhanya jika A" € 7

Bukti ;

AcJ A P=PA= ATPP" = PAPT
=4 = PAP > (LY = PATFE
= d= PATPT = AP = P¥

KJ;]T!-;: .F..‘!T

.'~‘

W
R = PAT

a
T A=pATPT
=}
F4° P =5 AT = PAPT
o
TP = ATP = PA

\

b,
\ <1 (7 sebagai matriks ortogonal, matriks dari
\

I:‘;s dari 7 sebagai matriks simetri, maka

| \
ll “ n {gL)ey ()

. Y [n9]ec (6)

l e



Sifat-Sifiat Matrits P

Definisi 16.:
Misalkan P adalah matriks ortogonal nxn. 7 disebut aljabar Jordan jika

j::{ﬂngﬁﬂ,H}iﬁfﬁzfﬂ} (4)
dengan struktur :
|4, B}= AR + BA
Lemma3 4 eJ jikadanhanya jika A" €7
Bukti :
(=) Aed = AP=PA= ATPP" = PAPT
= A =PAPT = (A"Y =PA P
= A=P4P = AP=PF
= (LY P=pPA
=A ]
(=) A e] =(AYVP=Pf
= AP=PA" > A=PAP*
= (A7) =PATPT = AT = PAPT
= ATP=PAP P A"P=P4
= Ae T

Dengan mengacu pada matriks dari & sebagai matriks ortogonal, matriks dari

L sebagai matriks skew simetri dan matriks dari 7 sebagai matriks simetr, maka

dapat dituliskan
1.7}cg {clcc dan {coley (5)

dan
cL]ler, [cileg dan [59]cc (6)

&
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Sifat-Sifat Matriks P

B. Sifat-Sifat Matriks Transpose-P
Beberapa sifat sederhana mengenai matriks transpose-P dinyatakan
dalam lemma-lemma berikut ini -

Lemma 4 Jika XY € Gli(n,R) maka
() (X+X)" =xF +¥"

(N (X¥)Y =y*x*

iy [X, Y)Y =[¥", X7

(v) {X,¥}" ={X", Y%}

Bukiti :

) (X+¥Y =P (X+F) P
= PXT+¥7)P
=P XTP+PT¥TP
=X"+¥*

(i) (A7) =P"(XY)'P
=P YT Y'p
=PTY PP XTP
=y x°*

(i) [X,¥T = (XY -rx)"
= PT(XY-YX)' P
=PXYY P-PT(¥XY P
=Y X"TP-PTXTY'P
=P PP XTP-P X PPYP
=FrxT - X
=[};FlIP]

%
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Sifat-Sifat Mairits P

(V) {X.¥Y =(XY + ¥xy
=PI (XY+YX) P
= PT((XYy +(rxy )
=P XYY P+ PT(YXY P
=P Y X"P+PTXTYP
= FEX T XY
={r*, x"}

LemmasS XY e J(L) e X e g (L)
Buikti :

(=) Xeg = X7 (lemma3)
= (XY P=PX"
= PPTXP=FX"
= PTXP=XT
= PTXPP=X"P
= (FFXTPYP=P(PX"P)
= (XY P=PX"
= ¥'eg

(=) X'ed = (XYP=pPX*°
(FFXTPYP=PP X"P)
= PTXPP=X"P
PPxP=X"

PPTXP = PXT

(X'Y P=PX’

X ej

Xeld (lemma3)

U

40Uy

e ——————
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Sifat-Sifat Matriks P
_—m— e ——

Lemma 6 Jika @ dan X e G I(n, R) maka (0'x0)Y =8'X"¢8
Bukt :

Berdasarkan definisi 10 diperoleh

(@'xe) =P X8y P
=PI X ("'Y)P
=PTEPPTXTPPT(O7') P
= (P 8" PXPTXTPYPT(8Y P)
=6'X"8

Lemma 7 Jika 6 G dan X € 7(L) maka 8 'X8 e 7(L)

Bukti :

Misalkan # € G dan X = 7 maka,

@'XeP=0"X@"'YP

(PO PYXT (PO PY P
(P PYXTP(PTET P)
(PO PHIXTETP

= (PEPTIXT PO
(PE'PTYPXE

Pe X0

I

e ——— e,

Alesan i3
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Persqmaan §radicn Tl dard Tungsi Gevaernlisast Mrockett
P ————————

BAB IV
PERSAMAAN GRADIEN FLOW DARI e
FUNGSI GENERALISASI BROCKETT

Pada bab ini akan dibahas mengenai persamaan gradien flow vang

bersesuaian dengan metrik Riemannian dan kemudian akan dianalisa persamaan
gradien flow dalam beberapa kasus khusus dan (8.

A. Metrik Riemannian pada G

Lemma 8 Misalkan subset dan GL{n K) didefinisikan oleh:

G ={BeGLinR) o(@)=8"} dan
G,={0eGL{n R): c(f)=0}

maka G* = TAGL(nR) dan G, = (.

Bukti :

Memperhatikan definisi dari o,
a(f)=8"
F@EYp=0"
PTEYPY ="y
PO P=6
PP'@"P = P8
FpPp=rg
g e GLin IR ]

dan

e —
Alrsan I+
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Persamann Grudicn Tlow dari Fungsi Genernlisasé Hrockett

BAB 1V b
PERSAMAAN GRADIEN FLOW DARI  ~——
FUNGSI GENERALISASI BROCKETT

Pada bab ini akan dibahas mengenai persamaan gradien flow vang

bersesuaian dengan metrik Riemanman dan kemudian akan dianalisa persamaan
gradien flow dalam beberapa kasus khusus dan 5{(é).

A. Metrik Riemannian pada G

Lemma 8 Misalkan subset dan GL{n R) didefinisikan oleh:

G"={8eGL(MR):a(8)=6"1 dan
G,={0eGL(nR): c(0)=0)

maka G* = TGL(n,R) dan G, =G .

Bukti :

Memperhatikan definisi dari o,
a(@)=8"
Pe'yp=9g"
(PTey Py =y
PoP=6
PP Q' P=F8
&' P =Pd
g e GL(n IR) J.

dan

e —————
Alsair I
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Persauaas (radicn Tow dart Fungsd Gerenalizasi Brovkett
——————————————————————

alf)=8
Pra'yprP=6
(Pr@7y Py =@y
re'p=g"
PP P = Py
#P=pg!

&' rg=re's

& Pg=r

el

Jika A adalah sebuah nilai eigen dan 7.0 yang berkaitan dengan vektor
eigen tak nol X', maka
X =T, o(Ta(X)) = To(AX) = FX, (7)

dengan demikian 4 = £1.

Karena To(X) =AY maka dapat dituliskan subruang vektor pada G/(n, i)

T, ={X egl(nR): Ta(X)= X}, ®
P, ={X € Gli(n,R): To(X) =-X]},

sesuai dengan nilal eigen masing-masing | dan -1.

Lemma 9 7, = £, dan p, =7

Bukti - Berdasar pada definisi dari pemetaan garis singgung 7o

T, =To(X)=X = To(Ta(X)) = Ta(X)
=—PTXTP

Adiman 15
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Persamaan Grodicer Fow dari Jungsi Fereralisasi Nrockelt

Po =To(X) ==X = T.a(To(X )) = Ta(-X)
=-PT(-XY P
=P (XY P
=X
=7
Misalkan P adalah sebuah matriks ortogonal nxm sedemikian sehingga

P =+, maka berdasarkan definisi automorfisma o diperoleh :

o(a(8)) =a(P (67') F)
= PPy | p
=P (PT&"PY P
= PT Pl grp
=P PT(8") PP
=P (PT@PY P
=PT@yr
={g"y =¢

Sifat o seperti tersebut diatas dinamakan involutive aniomorfisma pada GL(n, R).

Lemma 10 Jika o adalah sebuah involutive automorfisma maka T.o juga

merupakan involutive automorfisma.

Bukii :

iz §i == —— diperoleh :
Berdasarkan definisi pemetaan garis SINgguna Tolf)=-FEP P

ro(Ta(@) =Ta(-P'8'FP)

=P (-P'¢"PYP

= POy P

= (~(-67)")

=4
Ef

At
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Persammain §radicn Flow dari Furgsi Generatisesi Brockett

Misalkan ¢ adalah sub aljabar Lie semi sederhana Gi(m, R)  dengan
involutive automarfisma. Hasil kali dalam pada ¢ dapat dituliskan dalam bentuk :

(X.¥), =K(X,PTYP)= K(X,F"), X.¥eg (9)

dan

(XY}, =tr(XP'YTPy=tr(X"Y), X Y¥eg (10)
Dengan membatasi bentuk tersebut ke dalam aljabar Lie £ dan kasus khusus ketika
P=+/ maka dihasilkan sebuah grup Lie yang bersesuaian dengan metnk
Riemannian. Dengan demikian dapat didefinisikan ruang kemiringan G pada &

(1,7 ) sebagai hasil kali dalam ( Helgason, 5, 1962)

(@0,600.)=(0.9,), =r@’Q),, Qe (D

B. Fungsi Generalisasi Brockett

Misalkan fungsi 7 didefinisikan pada matriks P-ortogonal Grup Lie

(=P,
n:G —+ R
§ > n(6) =@V -2MF") (12)

dimana O, M dan N adalah matriks nxn dan #r adalah notasi untuk trace.

Untuk menemukan titik stasioner dari 7, maka akan ditentukan pemetaan

garis singgung dari 77 pada &.

Misalkan

j."".R — (r
1 y) =0 expltd)

e ————————————

Abrsan
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Persamaan Gradicn Thow dari Furgsi Genernlisas Brockett

mendefinisikan sebuah kurva licin pada G yang melalui & pada t = 0 dan memiliki
veklor kecepatan pada saat yang sama diberikan oleh # Qe 7,G, pemetaan garis
singgung dari 77 pada 8 dapat didefinisikan sebagai

ImT,G = R

of
@ - ToE)=<| e

a -—c_':. sy -l Ay _ P T
2] @en=7 (8™ Q6™ N - 20 (7))

=

4 ple®e QRN - 267"
dt|, .y

= (- Qe G QBN +e7°87 QRENQ + 2MQe 46

=i}

- - 06708 +67'QaND + 2106

ir(- Q806N + 67 QBN +2M8° ')

(- 67'08NQ+ N6~'Q62+ 20" MC)
fr{ g7'OaN + NOT'Q0 + 26" 'M’)Q

_ w{(vo0o 670N +26 M)

- i((v.6"'081+ 20" M)

stasioner (ateu titk kritis) dari 1 Jjiker dan hanya jika

il

il

Teorema 1 & adalah titik
w((N,07001+ 26 M)Q)=0,  VQEL (13)

hanya jika [N,6'08]1=0

Bukti : |
Berdasarkan lemma (7), Jika QeglL) maka 67'0fed (L).
er

f
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Hi1101006



Persawsaain fradicnr T dari Tusgsi Femernilisasi Brockett

Tetapi menurut persamaan (6), [£,£] < £ dan [27]c L, jika Q. N €37 atau Q,
N € £ maka
[N.g'08lec,

sehingga
r([N.87'Q8K) =0, vYQerl < [N,07'001=0

Teorema 2 Misalkan P ==x1, 8 € G adalah niik stasioner dari i jika dan hanya
Jika
[N.8'08]+28'Me ] (14)

Bukti :

Dari lemma 4, 6 dan karena & € G, persamaan (13) dapat dituliskan sebagai

r((v,07'061+ 26" M)Q)=0. Vel
i ((IN,67001+26"'M)")' Q)= 0
t(([N.67'Q6T +(207M) Y Q)=0
(07 08) N"1+(207M) Y R)=0
rl(1@’'08) N1+ PT 20 MY PY Q)=0
wl(@'00) N1+ PTM™ (@Y WPy Q)=0
w(1(6'00) N1+ 2P M"Y Q)=0
:r(ﬁ{ﬂ-’ga}",ﬂ"] + szMTPPf&D}'n]: 0
karena PTMTP = M" dan PTOP = maka diperoleh
(07 0. N1+ M) Q)=0, VQeL (15)

b
Berdasarkan lemma 3, ¥ €7 maka X €J sehingga

(670 6. N"1+2M"6) €]

%
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Persawanir Grodicn Foww dard Tumgsi Generalisasi Brockett

R ——————————————

maka diperoleh

(@08, N " +2M ") = ((IN.8 '08]+28"'M)Y'Y
Jadi

[N,87'Q8]+20"'M € J

Selanjutnya akan dianalisa beberapa kasus khusus dari 7(8)
Kasus1 P=+I, N =0 (aiau(=10) dan M nonsingular
Pada kasus ini fungsi generalisasi Brockett memiliki bentuk sederhana
n () = -2ir(ME™") (16)
Di awal sub bab ini diketahui bahwa
T.n(662) = 2 tr(67'MCY)
Menurut definisi 4, lapangan vektor gradien 1 (V177) yang bersesuaian dengan metrik

Riemannian (11) dipenuhi oleh .

{(v n(6),82)) = 2r(67'MQ), vQeL (17

Karena V1 (#) € T,G, maka

V() =6X

dengan X € L.
Sehingga dapat ditulis
({ox,60)) = 210" M),
ir (X7Q) =2 (67 M), vQeL (18)

dengan demikian,

Adrsan 20
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Persamaan Gradicn iow darf Tagsi Gemeralisasi Brocket!

e —————————

2ir (@M —ir (X" =0
i (207" M) —tr (X" ) =0
ir (207 MQ = X"y =0
r (M 8 Q- X" =0
(@M @) - X' 1)=0
{EM"E—I,H}th}, Yer < 2M@-Xej (19)

dan
WME-Xeg =M A-X)P=P2M"0-X)

= 20T (M"Y P=-XTP=2PM"8- PX
= 207 (PTMTPY P+ PX =2PM"8 - PX
— 2PX = 2PM T8 - 20" PTMPP
— PTPX = PPPMT8 - P78 P'MPF
= X = M*0 - P8 P"MFP
W ¥ = MTE- PP (&MY ) P)F
— X =M"g-PT{(@"'M)" ) )P

> X=M"0-6"M, (P==l)
maka diperoleh :
Vi (f)=6X
= G(MTe—-8"'M)

Dengan demikian persamaan gradien flow yang menghubungkan 7 terhadap

metrik Riemannian (11) diberikan oleh:

6 =@M 0-8"M)
= e -M (20)

ﬁ
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Persamaan Gradie Fiow dari Fungsi Generalisasi Brockett

Kasus2 P =%l M =0 dan N,Q maitriks nxn dengan entri bilangan real
Pada kasus ini, fungsi Generalisasi Brockett memiliki bentuk
n{@)y=ir (8708 N) (21)
Rerdasarkan persamaan (15), & € & adalah titik stasioner dari (21) jika dan hanya
jika
(606, N"1=0
yang equivalen dengan

[#'oa. N 1 =0
[N.B08]=0

Lemma 11 Jika P =4/ dan N, Q€] (atau N,Q e L) maka
[N, 87'08]=0= Ne'Qfe]
Bukti - Misalkan bahwa N,0 € 7. Maka berdasarkan lemma 3 diperoleh :

[N,g700]=0 < NOQ0=6"0%N
e PPNO'Qf = PPOOON
o PNPE7Q8=P(O") POWN
o PNTPO'Q0=6"PQ PN
o PNTETPQO=PE"Q PEN
& PN'G'Q PO = PO POSN
- NT@TQTP8= g" POV
o N'G'Q @'Y P=PO QN
o (6708N) P = PETOBN
o g0 e

/
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Persamsnan Gradicn Flow dari Tumpsi Generalisasi Brovket?

Teorema 3 Persamaan gradien flow dari 1(0)=ir (9700 N), sesnai meirik

Riemaniian (11) diberikan oleh

@=8[N.6'00Y (22)
Bukti : Menurut teorema 1, pemetaan garis singgung dari 17(8) = ir (808 N)
diberikan oleh
Ty = el N.6'0010)
=i 67078, N T ), VQe L
Sedangkan lapangan vektor gradien dari 7 (V7)) yang bersesuaian dengan metrik

Riemannian (11) dipenuhi oleh :

((Vn(8),020)) = rr{ a0 8, N T Q). vQe L

Karena V() e T,z , maka

V() = 0X

dengan X € L.
Sehingga dapat ditulis

({ax,Q6)) =rr{ 970%6,N" Q). ¥Qe L
tr(X"0) = :r{w-‘g;v*’a,w"]"n} VQeL

dengan demikian,
w67 0"O.N" FQ)-ir (X2 =0
H_m H-IQFIH.NP]P s X-F-}ﬂ}= 0
w(670"0.N"1- Xy’ Q)=0 o
{[ a0%8, NP]—X,Q\}F =0, VQel & [67Q"6.N"]-X

f

Alsan
Hiiioroos



Persamwan Gradiew Jow dari Fussi Geveralisasi Hrocket!

dan
[('Q"ON"]-Xeg = (8'QON"1-X) P=P(87Q",N"]- X)

= ([N,07'081°Y P-X"P = P[N,0'0Q0) - PX
= (PT[N,87'08f PY P— X"P = PPT[N,67'Q6) P - PX
= PT[N,8'001PP+PX = N,0" 08 P- PX
= 2PX =[N,07'06] P- F'[ N,6'0@1PF
=2X =P [N,0'00Y P-P F'[N,68'081PP
—2X =F[N,608f P+P P PIN,G'0OT P
= 2X =P[N,8'08T P+ FP[N,67'087T F

= 2X =2F"[N,8708Y P
— X=P[N,g'Qar P
= X =[N,87'081 (P =1I)

berdasarkan lemma 5 X* € £ maka X € L diperoleh
[N,6"08)eL,

sehingga

— @[N80

Dengan demikian persamaan gradien flow diberikan oleh :

6 = V(9 )
- g N80T

/ﬁ
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BAB V N

PENUTUP

A. Kesimpulan
Dengan menganalisa tersendiri  beberapa kasus khusus dari masalah
(@) = tele'Qo N - 200 ')
maka persamaan gradien flow yang bersesuaian dengan metrik Riemannian memiliki

bentuk yaitu

. Ketika P=+/, N=0 (afau ( = 0) dengan N dan {J adalah matriks
nxn dengan entri bilangan real dan M adalah matriks non singular

maka fungsi Generalisasi Brockett adalah rf[ﬁ:l=—2fr(ﬂ-':i’ﬂ"'}

sehingga diperoleh persamaan gradien flow §=v gy = M e-M.
5 Ketika P=+/, M =0 dan N dan 0 adalah matriks mxn dengan

entri bilangan real dengan fungsi Generalisasi ~ Brockett

n(8)=tr (8708 N) diperoleh  persamaan gradien  flow

g=Vn(g)=0[N,6'06T.

B. Saran

Bagi mahasiswa Jurusan Matematika FMIPA UNHAS yang ingin mengambil

tugas akhir, dapat melanjutkan tugas akhir ini dengan mencari solusi dari gradien

h matriks dengan menggunakan

flow tersebut ataupun melakukan optimast masala

fungsi Generalisasi Brockett.

[
s
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1. Contoh dengan ukuran matriks 2% 2

L1
Diberikan @ = {3_ *ﬁ]

£ &
Kasus I P =+ dan N=0 atau Q=0

1 1 . =
Misalkan M = maka M7 = ! 2
-2 1 1 1

Gradien flow dapat diberikan

maka 5_1 =

- -
S

8=V = 0M'8-M
= Q(P"M P - M

Untuk P==x1

6 =Vn@)= M9~ M

[ 1 1 ] .

N1E BN -2 2!

=S EME ot b kE

7z 2o

[ 2 1L L i

5 jﬁﬁ_ll

;ﬂ 3 SR =2 1

[ 1 1]

E"E 1 1

533’_411

.-

Fl_.i-l

J e iR

=1 1 l
E/
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|

mﬁm

Jadi Gradien Flownya & =

g
2 2
1]

2 2

Kasus II P=+[ dan M=

i N k& dan 0= 0
Misalkan N = I~ g

2
J maka Gradien flow dapat diberikan

§=Vn(@) =0[N,6"'08

Untuk P==x1
g=0[N,07'00]"
~a(pN.0"061P)
- a(p* (ve-'08-67"'00N) P)
k. 2l 1 jl’
_ B 20 2|2 2
h-'f?-igﬂ=; _EJ ""'F % [_2 1] ‘“ll.l_ s
i Bz 2 2 W2
[ 3 i 1 L
5 ([ 2E @
~| 2 4 (-2 1 1 ___I_
5 B F R
[ 2 _5_'_1_ 1
1B E\eE
o & EYL O
G Rl 2
T H?:]
0 0




] | 1 1
om=|2 [0 22 |2
HQ&V"_!F_L_ElL_LE—!

N NoR

2 3 1 1
12 gL _ 13 -
2 L2022
_'I 5-'
- i e AL
3 g 2
3 1|3 -1
-
(1 5]
12 "7 2
13 13 -1
2 2
i _I{]
3 i
i 2
7
7 30|77 3
Ne'og-g'0aN =2 2|- 5
0 0 -
2
21 4
_3—-5
21 5
(N'Qa-a"0aNY =| ¢
N 2
oAbrsan
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Langivan

21
(prve0o-g'QaNy P)=| 2

A
2

0=0(P"(NO"Q8-0"00NY P)

=

L1 |[a
_l2v2 A2 || 2 B
i 5
|2 42
17 1
|2 22
25 1
242 242
17 1
ol gradien flowrys: 6=| Y2 Y2
W2 W2
2. Contoh dengan wkuran matriks 3%3
3 -2 1 1 s |
Diberikan #=~|1 2 2 |makad'=7|1 22
32 1 -2 2 1 =2

Kasus I P=+1 dan N=0atau Q=0

1 0 -1 1 1 0
Misalkan M =|1 2 1 maka MTz p 2 1
0 1 -1 -1 1 -1

Gradien flow dapat diberikan
g=vne)=0M8-M

- ——
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#m&m

Untuk P==xf
I;'-——E?JWTE-—JH
]'z—zltlnlz-zl 1 0 -1
=512 2 n115122—121
3 ¢ =2ll=¥ 3 =17}z cal 1y g
]'I—l—312~!t 1 0 -1
a=tl ¥ W=l 20 F k=3 ]
3 3
(% T 5 1 0 -1
=%5 16 13l1-l1 2 1
16 -1 2] [0 1 -]
(=14 =7 14
=19—4 <3 9
16 =10 11
—14 -7 14
Jadi gradien flownya Ei'=-]- -4 -2 4
16 -10 11

Kasus I P* =+ dan M=0

D1 1 2 01 o
Misalkan N =|2 1 -1|dan @=|-1 1 0 | maka Gradien flow dapat diberikan
1 A

| 111
b= vn(g) =8 N800
Untuk P = |
5= 0(p" (600 -6"0M)'P)

- —
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18 21
9 =3 6

|

1

12 "a

3
-2

3
~1

[15

30
-

-3
-8

[42

19 22
~14

29

2|37
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Langfran

42 19 29
(NG"QO-0"QONY =5| -3 22 -14
i 9 -8
42 19 29
FT{.ME?"QHaE?"QﬂM}IFﬂ-; =5 W~
30 9 -8

sehingga

o = 8P (NG Q007 06N) P)
2 -2 1742 19 29

I FR T L T 7 s v
3y 1 21?30 9 -3
120 3 78
e-log 7 ~15
27 51 42 60
20 3 78
o
Jadi gradien flownya H_—-E g5 71 =15
21 42 6D
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