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ABSTRAK

Telah dilakukan studi sistem dinamika kosmologi dunia brane dengan kontribusi A
sebagai energi gelap. Persamaan medan gravitasi Einstein dalam skenario dunia
brane dimodifikasi dengan pendekatan dimensi ekstra. Medan materi dalam
skenario ini terbatas pada ruang-waktu 4-dimensi (brane), sedangkan gravitasi
bertindak dalam ruang-waktu penuh (5-dimensi). Solusi FRW brane dari
persamaan medan Einstein efektif juga diturunkan untuk sistem brane yang tidak
tertutup dan statik. Selanjutnya, dinamika kosmologi dunia brane ditinjau pada
daerah energi tinggi dan limit energi rendah. Pada pendekatan energi tinggi,
diperoleh radiasi gelap atau ‘radiasi gravitasi’ yang mendominasi keadaan paling
awal alam semesta. Sedangkan pada limit energi rendah, diperoleh konstanta
kosmologi bulk non-lokal, As yang berperan penting, khususnya pada percepatan
ekspansi alam semesta saat ini dengan kontribusi energi gelap Q, = 0.7, dimana
dianggap persamaan keadaan untuk energi gelap bervariasi terhadap waktu. Selain

itu, dibahas pula beberapa pengaruh dari A5 dalam kosmologi dunia brane.

Kata Kunci: Dinamika kosmologi, Dunia brane, Energi gelap, Energi tinggi,
Konstanta kosmologi
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ABSTRACT

The dynamical system of braneworld cosmology has been studied with dark energy
contribution A. In the braneworld scenario, the Einstein gravitational field equation
is modified by an extra-dimensional approach. The matter fields in this scenario,
are confined on the 4-dimensional spacetime (brane), while gravity acts in the full
spacetime (5-dimensions). The FRW brane solutions of the effective Einstein field
equation have also been derived by considering the static brane and a not closed
brane system. Furthermore, the cosmological dynamics of braneworld is also
studied at high energy regime and at low energy limit. In high energy approach, the
dark radiation or ‘the gravitational radiation’ also dominates in the very early
universe. Whereas, at low energy limit, the nonlocal bulk cosmological constant,
A5 has an important role, especially in the late-time cosmic acceleration with dark
energy contributes about Q, = 0.7, which is assumed the equation of state for dark
energy varies with time. Moreover, some effects of A5 are also discussed in

braneworld cosmology.

Keywords: Braneworld, Cosmological constant, Cosmological dynamics, Dark
energy, High energy
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Catatan:

Dalam Skripsi ini terdapat beberapa lambang ditulis sama dengan makna berbeda. Untuk
itu, setiap lambang yang ditulis di dalam teks isi Skripsi ini diberikan penjelasan sesuai

dengan konteks pembahasan.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Kosmologi merupakan salah satu kajian fisika teori yang sangat ramai diteliti
saat ini. Teori kosmologi yang sudah sangat maju, juga didukung kuat oleh hasil-
hasil eksperimen dan observasi kosmik. Tujuan utama studi ini adalah untuk
menggambarkan evolusi alam semesta dari waktu awal hingga sekarang dan bahkan
prediksi alam semesta kedepannya. Salah satu kesuksesan besar kosmologi adalah
mampu menggambarkan secara rinci keadaan awal evolusi alam semesta. Tidak
hanya itu, kosmologi juga mampu menjelaskan struktur skala besar alam semesta
seperti yang terlihat saat ini. Gambaran matematis kosmologi diberikan dalam
ungkapan persamaan medan Einstein yang digagas pertama kali pada tahun 1915.
Materi-energi dalam teori ini menjadi dasar untuk semua model kosmologi. Dalam
persamaan medan Einstein, materi-energi diperkenalkan melalui tensor energi-

momentum yang bergantung dari teori yang mendasarinya.

Kemajuan penelitian dalam fisika teori saat ini juga telah sampai pada
pencarian sebuah teori yang mampu menjelaskan keempat gaya-gaya fundamental
(nuklir lemah, elektromagnetik, nuklir kuat, dan gravitasi) dalam satu teori
unifikasi, yaitu Theory of Everything (TOE). Teori unifikasi ini menurut para
fisikawan mampu menjelaskan keadaan paling awal alam semesta secara akurat,
sebab diyakini bahwa sebelum gaya-gaya fundamental terpisah-pisah seperti saat
ini, semua gaya fundamental mulanya terunifikasi pada skala energi yang sangat

tinggi atau pada temperatur yang sangat tinggi, yaitu pada titik awal alam semesta.

NMamun_kendala dalam teori unifikasi ini adalah sangat sulit menyatukan gaya

el yang bersifat makroskopik dengan gaya lainnya yang sifatnya

] : pik. Salah satu upaya untuk menyatukan gravitasi dengan gaya lainnya
e engan melakukan penyetaraan yang menggagas suatu boson pembawa
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medan gravitasi yaitu graviton. Namun, gravitasi sebagai objek geometris
berdasarkan teori relativitas Einstein tidak dapat terkuantisasi dan graviton yang
dianggap sebagai partikel pembawa medan gravitasi belum ditemukan secara
eksperimen. Selain itu, konsep graviton dalam teori kuantum-gravitasi (Quantum
Gravity) sangat asing dan tidak kompatibel dengan relativitas umum, sehingga

perlu dilakukan modifikasi persamaan medan Einstein dalam relativitas umum.

Pada tahun 1970-an, Leonard Susskind, seorang fisikawan asal Stanford
University berhasil menemukan sebuah partikel dengan struktur internal yang dapat
merapat dan meregang, serta memutar dan memuntir dari persamaan matematis
Gabriele Veneziano untuk gaya nuklir kuat. Partikel tersebut tidak berbentuk titik
atau bola seperti gambaran fisika kuantum, melainkan berbentuk seperti tali (string)
yang bergetar pada 9 arah ruang yang kemudian dikenal sebagai teori string [1].
Pada tahun 1980-an, teori string dikembangkan dengan mengompaktifikasikan
bosonic string 26-dimensi pada ruang-waktu 10-dimensi (10D) yang kemudian
dikenal sebagai teori superstring dan memberikan 5 tipe string yang berbeda, yakni:
tipe I, tipe 11A, tipe IIB, heterotik SO(32), dan heterotik Eg x Eg [1,2]. Pada tahun
1995, Edward Witten berhasil menggabungkan kelima teori string tersebut menjadi
sebuah teori tunggal yang disebut teori-M. Dalam teori ini, Witten menambahkan
1 dimensi ruang dengan simetri Z, ke dalam persamaannya dan menjadikan
superstring 10D terunifikasi melalui kompaktifikasi dan duality pada ruang-waktu
11-dimensi (11D) [1-4].

Saat ini, teori-M 11D diyakini oleh para fisikawan sebagai salah satu
kandidat TOE yang paling kuat karena mampu menjelaskan kembali fisika kuantum
dan relativitas Einstein dengan sangat baik melalui kompaktifikasi [1]. Pada tahun
1996 Horava-Witten menunjukkan bahwa string heterotik Eg x Eg 10D setara
dengan realisasi teori-M dalam orbifold 11D R x §'/Z,. Ruang-waktu 11D ini
kemudian dikompaktifikasi menjadi R* x §*/Z, x [Calabi-Yau]® [3,4]. Karena

ruang ekstra Calabi-Yau 6-dimensi (6D) sangat kecil, lebih kecil dari dimensi lain,

ruang ekstra ini dapat direduksi ke dalam ruang-waktu 5-dimensi (5D)

IR* x §'/Z,, dengan ruang-waktu 4D sebagai suatu lapisan batas pada

ktu 5D [1,5]. Dalam skenario dunia brane yang didasari teori Horava-
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Witten, ruang-waktu 4D digambarkan sebagai dinding domain atau sebuah
permukaan-hiper (hypersurface) disebut sebagai brane dan ruang-waktu 5D
dikenal sebagai ruang-waktu bulk [3-5]. Partikel model standar terkurung pada
brane, sedangkan graviton terpancar dalam ruang-waktu bulk [5]. Dalam hal ini,
medan materi hanya terbatas pada brane, sedangkan gravitasi bertindak dalam
ruang-waktu penuh 5D.

Skenario dunia brane telah menjadi subjek penelitian intensif di bidang fisika
teoretik sejak memasuki abad ke-21. Selain teori Horava-Witten, skenario dunia
brane juga dipelopori oleh Randall-Sundrum (1999), dimana brane yang identik
dengan tensi positif (o) tertanam dalam ruang-waktu Anti de-Sitter (AdS) 5D
dengan dimensi ekstra kecil [6,7]. Selain model Randall-Sundrum, terdapat juga
model dunia brane lain yang diusulkan oleh Dvali, Gabadadze, dan Porrati (DGP)
(2000). Dalam model DGP, ruang-waktu 4D digambarkan sebagai dinding domain
3-brane tertanam dalam ruang-waktu bulk Minkowski dengan volume dimensi
ekstra yang sangat besar dan tak hingga [8,9]. Skenario dunia brane yang diberikan
olen Referensi [3,4,6-9] dapat memberikan gambaran baru untuk memahami
evolusi alam semesta pada pendekatan dimensi tinggi dalam kosmologi dengan
memodifikasi persamaan medan Einstein biasa ke bentuk persamaan medan
Einstein efektif 4D yang diperoleh dari proyeksi metrik 5D [10]. Persamaan medan
Einstein efektif ini dapat memberikan gambaran kontribusi materi energi tinggi dan

bahkan graviton dalam modifikasinya.

Penelusuran persamaan medan Einstein efektif 4D dalam dunia brane
melalui analisa tensor dari proyeksi metrik 5D telah diberikan oleh Referensi [10-
12]. Dalam penelitian ini dilakukan penelusuran persamaan medan Einstein efektif
4D dalam dunia brane melalui prinsip aksi Einstein-Hilbert seperti yang telah
diberikan oleh Referensi [5,13-17]. Solusi kosmologi dari persamaan medan
Einstein efektif 4D dalam dunia brane dan dinamika kosmologinya diberikan oleh
Referensi [13-21], dan dalam penelitian ini, dinamika kosmologi ditinjau pada

an energi tinggi serta efek non-lokal pada limit energi rendah. Beberapa

1 lain yang menjadi landasan dilakukannya studi dinamika kosmologi

enario dunia brane ini adalah adanya studi materi gelap [22] dan energi
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gelap dalam model dunia brane [23,24], bahkan graviton dalam kosmologi dunia
brane [25]. Dinamika kosmologi dari hasil penelitian dan pengamatan Supernovae
(SNe) tipe la yang diberikan oleh Referensi [26-29] menunjukkan bahwa alam
semesta mengalami ekspansi dipercepat dengan adanya kontribusi konstanta
kosmologi, A sebagai rapat energi gelap, Q,. Kontribusi energi gelap berdasarkan
hasil pengamatan SNe la tersebut adalah Q, = 0,7 sedangkan kontribusi materi
Q= 0,3 yang meliputi materi, radiasi, dan materi gelap yang lebih dominan. Oleh
karena itu, dalam penelitian ini ditelusuri dinamika kosmologi dalam skenario dunia
brane dengan meninjau kontribusi materi-energi sebagai fluida ideal dengan rapat
materi, p dan konstanta kosmologi, A sebagai energi gelap, serta studi pengaruh

konstanta kosmologi non-lokal, A5 dalam dinamika kosmologi dunia brane.

1.2 Rumusan Masalah

Bagaimana bentuk persamaan medan Einstein efektif 4D jika ditinjau pada
dimensi tinggi dalam skenario dunia brane. Selain itu, bagaimana solusi kosmologi
dari persamaan medan Einstein efektif tersebut dalam dunia brane. Bagaimana
dinamika kosmologinya jika ditinjau kontribusi konstanta kosmologi, A sebagai
energi gelap dan pengaruh konstanta kosmologi non-lokal, A5 dalam bulk 5D

terhadap sistem dinamikanya dalam skenario dunia brane.

1.3  Tujuan Penelitian

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Menurunkan persamaan medan Einstein efektif 4D dari prinsip aksi Einstein-
Hilbert dan proyeksi metrik 5D.

2. Merumuskan persamaan Friedmann dari persamaan medan Einstein efektif 4D
dan metrik FRW dalam skenario dunia brane dengan meninjau kontribusi

materi-energi sebagai fluida ideal.

3. Menurunkan dinamika kosmologi dari persamaan Friedmann dalam skenario

brane dan menggambarkan dinamika kosmologinya jika ditinjau A
H"“ b '. ai energi gelap serta menggambarkan pengaruh As dalam bulk 5D

jap sistem dinamikanya.
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1.4 Ruang Lingkup Penelitian

Penelitian ini difokuskan pada perumusan persamaan medan Einstein efektif
4D dalam dunia brane dari prinsip aksi Einstein-Hilbert dengan memproyeksikan
metrik 5D. Solusi kosmologi dari persamaan medan Einstein efektif 4D dalam
dunia brane ditinjau pada limit energi rendah, dan juga pada daerah energi tinggi
dengan tidak mengabaikan suku kuadratik, I1,,,, yang relevan dengan energi tinggi
dan suku tensor Weyl, E,, yang relevan dengan graviton 5D dalam bulk.
Selanjutnya, ditelusuri metrik FRW dalam dunia brane dengan meninjau koordinat
normal Gaussian, dy =n,dx* dalam ruang-waktu bulk 5D yang kemudian
diturunkan pada brane 4D. Dinamika kosmologi dunia brane diperoleh dari
perumusan persamaan Friedmann dalam dunia brane yang juga menggambarkan
dinamika kosmologi pada daerah energi tinggi. Gambaran evolusi alam semesta
dalam dinamika kosmologi dunia brane diturunkan melalui pendekatan sistem
dinamik dengan memperkenalkan variabel-variabel tak-berdimensi dan persamaan-
persamaan autonomous. Kemudian penelitian ini dibatasi hanya sampai pada
dinamika kosmologi dunia brane dengan meninjau konstanta kosmologi, A sebagai
energi gelap, dan pengaruh konstanta kosmologi non-lokal, A5 dalam bulk 5D

terhadap dinamika kosmologinya dalam skenario dunia brane.
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BAB I

TINJAUAN PUSTAKA

I1.1 Perumusan Persamaan Medan Einstein

Sebelum perumusan teori relativitas umum mengenai gravitasi oleh Albert
Einstein, teori Newton tentang gravitasi menjadi sangat fundamental sejak
masanya. Fenomena gerak benda langit yang berinteraksi melalui gaya gravitasi
dapat diterangkan dengan teori gravitasi Newton, dimana persamaan gravitasi
Newton memenuhi persamaan Poisson dengan distribusi materi p, yang menjadi

sumber gravitasi [30,31].
Vig=4rGp, (2.1)

dengan ¢ dan G masing-masing adalah potensial skalar dan konstanta gravitasi
Newton. Namun, teori gravitasi Newton hanya mampu menjelaskan fenomena
gravitasi yang bersifat non-relativistik. Hal ini menuntun Einstein untuk
merumuskan kembali teori gravitasi yang bersesuaian dengan teori relativitas
khusus, dimana materi dan energi setara. Akibatnya, radiasi dan medan listrik
ataupun bentuk energi lainnya dapat pula menghasilkan medan gravitasi.

Berdasarkan asas kesetaraan, pada tahun 1915 Einstein berhasil merumuskan
kembali teori gravitasi Newton dalam teori relativitas umumnya dengan berasumsi
bahwa gravitasi tidak seperti gaya-gaya lainnya, melainkan gravitasi merupakan
efek dari kelengkungan ruang-waktu yang diakibatkan oleh distribusi materi dan
energi. Dengan asumsi tersebut, Einstein menggambarkan gerak benda-benda

langit yang berinteraksi melalui gaya gravitasi ditentukan oleh kelengkungan

ktu objek dengan massa yang besar [31]. Objek dengan massa yang besar
™| Ingkan ruang-waktu lebih besar dibanding objek yang massanya lebih

patnya objek dengan massa yang lebih kecil akan bergerak relatif terhadap
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objek yang massanya lebih besar. Secara umum gambaran dari gravitasi dalam teori
relativitas umum Einstein dapat dilihat pada Gambar 2.1 berikut.

—
\

Gambar 2.1 llustrasi gravitasi Einstein sebagai efek dari kelengkungan ruang-
waktu akibat distribusi materi dan energi

Sumber: Encyclopadia Britannica, Inc. 2012.

Selain asas kesetaraan, teori relativitas umum juga dibangun dari asas
kovariansi umum yang menyatakan bahwa semua sistem koordinat yang digunakan
dalam mengungkapkan hukum-hukum fisika sama baiknya dan berlaku sama, serta
harus memiliki bentuk yang kovarian. Selain itu, hukum fisika dalam tinjauan
ruang-waktu dituliskan dalam notasi tensor dan menggunakan ruang-waktu
lengkung Riemann [31]. Atas dasar itu, Einstein kemudian merumuskan persamaan
medan gravitasi menggunakan ruang-waktu 4 dimensi yang melengkung (ruang
Riemann) untuk mendeskripsikan kontribusi materi-energi dalam ruang, yang
umumnya dikenal sebagai persamaan medan Einstein. Dengan menggunakan
analisis tensor, diperoleh bentuk umum persamaan medan Einstein sebagai berikut
[12,30-32]

1
Gy = Ry — ng,R = kT, , 2.2)

dimana G, dan T, masing-masing adalah tensor Einstein dan tensor energi-
momentum yang mendeskripsikan distribusi materi dalam ruang-waktu 4 dimensi.

R,, merupakan tensor kelengkungan dari geometri ruang yang dikenal sebagai

CCi

i '-’ﬁ I o a
- _org, arg,

B ox® oxk

+ T T, — Taglh, . (2.3)
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Adapun R dalam persamaan (2.2) adalah skalar Ricci, dengan R = g*'R,,,, ,
dan T, dalam persamaan (2.3) merupakan simbol Christoffel jenis kedua yang
diberikan oleh

ra, =L gap 0 0 0 2.4
uv —Eg ( w9vp + OvGpu — ﬁg;n/)a (2.4)
dengan g,, dan g*” masing-masing adalah tensor metrik dalam bentuk kovarian

dan kontravarian.

K pada persamaan (2.2) merupakan tetapan penyetaraan yang nilainya belum
diketahui. Untuk menentukan nilai dari k, maka persamaan medan Einstein dapat
direduksi menjadi hukum gravitasi Newton. Reduksi persamaan medan Einstein
dalam limit non-relativistik dan medan gravitasi lemah serta dalam medan statik
akan diperoleh nilai k = 8nG/c* [31], sehingga persamaan medan Einstein secara

lengkap dapat dituliskan sebagai

1 8nG
G/Lv = Ruv — Eg'LWR = 7’[‘“1, , (25)
dengan c¢ adalah kecepatan cahaya yang nilainya dalam konsep relativistik dapat

dipilih sama dengan 1 (A = ¢ = 1).

I1.2  Aksi Einstein-Hilbert

Selain melalui analisa tensor, persamaan medan Einstein dapat diturunkan
kembali dari prinsip aksi yang digagas oleh David Hilbert pada tahun 1915
berdasarkan pekerjaan Einstein sebelumnya, yang kemudian dikenal sebagai aksi
Einstein-Hilbert. Perumusan medan Einstein dengan aksi Einstein-Hilbert akan
dapat diperoleh hubungan sistematis antara tensor energi-momentum dengan
Lagrangian materi [31]. Dimana Lagrangian materi ini sangat ampuh dalam

menjabarkan dinamika dan energi sistem serta dapat dipahami dengan baik.

Balam mekanika klasik benda titik, besaran aksi merupakan integral dari

AN sistem terhadap waktu, yang dinyatakan sebagai

5= det | 2.6)
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Sedangkan dalam teori medan klasik yang merupakan generalisasi dari mekanika
benda titik, yaitu dengan mengambil banyaknya titik-titik menjadi tak berhingga
sehingga variabel-variabel yang digunakan adalah variabel kontinu dalam ruang-
waktu, yang kemudian dinyatakan sebagai rapat Lagrangian £, dimana £ =

dL/dV, maka besaran aksi dapat dituliskan menjadi

Sszdthzf\/—_ng“x : 2.7

dengan J—_gd4x adalah integral ruang-waktu 4D, dimana \/—_g merupakan
Jacobian ruang-waktu yang diperoleh dari penggabungan komponen ruang dV =
J(x")d®x dengan komponen waktu dt atau dx° (x° =ct, dengan c = 1).
Sedangkan tanda negatif disisipkan untuk menjamin agar nilainya selalu positif
karena dalam limit medan lemah, tensor metrik menuju metrik Minkowski

mempunyai determinan —1 [31].

Lagrangian dan rapat Lagrangian adalah skalar, dimana rapat Lagrangian
dalam aksi Einstein-Hilbert merupakan rapat Lagrangian gravitasi ditambahkan
dengan rapat Lagrangian materi sebagai sumber dari gravitasi. Rapat Lagrangian

dalam aksi Einstein-Hilbert dapat dituliskan sebagai [31]

=R _ ¢ (2.8)
_ZK M b *

dengan L, = R/2k adalah rapat Lagrangian gravitasi dan L, adalah rapat
Lagrangian materi sebagai sumber gravitasi. Selanjutnya, dengan memasukkan
persamaan (2.8) ke dalam persamaan (2.7) maka aksi Einstein-Hilbert dapat

dituliskan menjadi
— R 4

Berdasarkan prinsip aksi Hamilton, variasi dari suatu aksi haruslah sama

denoan nol [31]. Jadi variasi dari aksi Einstein-Hilbert dapat dituliskan sebagai.

por ISR ICTCOE
Hm EH 0 6 g 2}(_‘ ‘CM dx
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= o [axs(mgR) - [ @ s(=g L) (2.10)

Selanjutnya, dengan meninjau terlebih dahulu integrasi suku pertama dari variasi
aksi Einstein-Hilbert pada persamaan (2.10) di atas, dimana

[ @ o(y=g 1) = [ ¢ o(y/=g 9" R)
:fd4x J—99""(6R,) +fd4x Ry 6(g*\[—g) . (.11

Jika menggunakan teorema Gauss, maka integral dari g#”8R,,,, pada suku pertama

persamaan (2.11) akan lenyap karena berubah menjadi integral permukaan yang
variasinya adalah nol [31]. Sehingga yang tersisa adalah integral suku kedua pada
persamaan (2.11) yang jika diuraikan akan diperoleh

f d*x 5(/gR) = j 437G Ry (5g™) + j d*x g R, (6=7) . (2.12)

Relasi dari variasi determinan metrik §,/—g pada suku kedua persamaan

(2.12) adalah [31,32]

1
6y=9 = =5J=9 969" . (2.13)

Selanjutnya, dengan memasukkan persamaan (2.13) ke dalam persamaan (2.12),

maka integrasi suku pertama dari variasi aksi Einstein-Hilbert (2.11) diperoleh
[atxo(y=gr) = [ a*x/=g (Ru - > 9uR) 59
= f d*x\[—g Gy 89", (2.14)
dimana G, = Ry — % guv R adalah tensor Einstein dalam bentuk kovarian.

Selanjutnya ditinjau rapat Lagrangian materi pada integrasi suku kedua

n (2.10), dan mengingat bahwa Lagrangian merupakan fungsi dari posisi
_ Jan pertamanya, Ly = Ly(g"", g%, ), [12,31] maka integrasi suku kedua

amaan (2.10) dapat dituliskan menjadi
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(5 £u) = DL g TEI00)

ogHv

,a

a(\/_LM) (\/_g m) 0,(8g") . (2.15)

og™v

Jika ditinjau kembali aturan diferensial parsial pada suku kedua persamaan (2.15),

maka persamaan (2.15) dapat dijabarkan menjadi

5(=9 Lu) = {a(\/__gLM) _ 2 [ =gkw) }5 W

ag,uv Ox <@ [ a IW

oW=ok)

T oxa I og'y

W)l . (2.16)

Mengacu pada persamaan Hamilton untuk variasi dari suatu aksi stasioner,
maka suku kedua dari persamaan (2.16) menjadi lenyap atau sama dengan nol,

sehingga persamaan (2.16) dapat dituliskan menjadi

5/ ) = [a(J—_gLM)_ 2 <a(J_ LM))] Sgh . (2.17)

oghv ogh’

Selanjutnya, dengan memasukkan persamaan (2.17) dan (2.14) ke dalam persamaan
(2.10), dan mengambil variasi total dari aksi Einstein-Hilbert, §S;; = 0, maka

variasinya dapat dituliskan menjadi

J {GW JZL a(Jag_” VLM) afa (a(@f“)

Dari persamaan (2.18) dan relasinya pada persamaan (2.14), dapat diperoleh

)l}@g’“’ d*x=0. (2.18)

persamaan medan gravitasi Einstein

1
Gy = Ry — EguvR = kT , (2.19)

v tidak lain adalah tensor energi-momentum yang dapat dituliskan
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(2.20)

2[00 o (5]

T, =
uv /—_g 0 g uv ag 7;:11/

Tensor energi-momentum pada persamaan (2.20) di atas merupakan sajian eksplisit

untuk setiap medan materi selain gravitasi [32].

1.3 Persamaan Medan Einstein dengan Konstanta Kosmologi

Jika ditinjau kembali aksi Einstein-Hilbert pada persamaan (2.9), maka aksi

Einstein-Hilbert, Sgy, dapat dituliskan menjadi
SEH = SG + SM N (221)

dimana S; dan S,, masing-masing adalah aksi medan gravitasi dan aksi medan

materi, yang dapat dituliskan sebagai [31]

S¢ =fd4x,/—g L; ,dan Sy = —fd“x,/—g Ly . (2.22)

Jika rapat Lagrangian gravitasi pada persamaan (2.8), dimana L; = R/2k,
ditambahkan dengan suatu konstanta kosmologi, maka rapat Lagrangian gravitasi

dapat dituliskan kembali menjadi [33]

L; = i (R=2A) = ﬁ (R =2A) , (2.23)

dimana A dikenal sebagai konstanta kosmologi.

Dengan demikian, jika diambil variasi aksi Einstein-Hilbert sama dengan

nol, Sy = 0, maka diperoleh

85Spy = = 16C f d*x 8[\/[—g(R — 2A)]| + 85y . (2.24)

Selanjutnya, jika diuraikan kembali persamaan (2.24), dimana R = g*'R,,,, maka

diperoleh

— | d'x =g ( gm,R + gm,A> 5g" + 8Sy = 0. (2.25)
|
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Jika ditinjau aksi medan materi pada persamaan (2.22), maka variasi aksinya, 65y,

adalah

5Sy = — f d*x 6(\/—g Lu) . (2.26)

Selanjutnya, dengan memasukkan persamaan (2.17) dan (2.20) ke dalam persamaan

(2.26), akan diperoleh relasi antara tensor energi-momentum, T,, dengan aksi
medan materi, sehingga T, dapat dituliskan dalam bentuk yang lebih kompak
sebagai berikut [31,33]

1
5Sy = -3 f d*x \[—g Ty, 69"’ , dan (2.27a)

2 58S
Ty = LB (2.27b)

Dengan memasukkan persamaan (2.27a) ke dalam persamaan (2.25), maka

diperoleh

1 A 1 )
16mG f d'xy=g (Ruv ~ 5 9wR + g — 8TG T,w) S§g" =0. (2.28)

Dari persamaan (2.28) di atas, diperoleh persamaan medan Einstein dengan

konstanta kosmologi, A yang dituliskan sebagai [33]

1
Ry, — EQ#VR + guw A = 8nG Ty,

atau (2.29a)
Guy + Guw A= KTy . (2.29b)

Jika ditinjau ruang vakum atau medan materi, £,, = 0, maka akan diperoleh

hubungan antara medan gravitasi Einstein dengan konstanta kosmologi, yaitu:
Gow = —gw A . (2.30)

Persamaan medan Einstein dengan konstanta kosmologi, A, seperti pada persamaan

- rupakan persamaan medan Einstein model statik.
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Sebelum penemuan Edwin Hubble mengenai gerak menjauh antar-galaksi
non-lokal, para fisikawan meyakini bahwa pada saat itu alam semesta berbentuk

statik. Dimana solusi statik persamaan medan Einstein (2.19) adalah [31]

k 8nG 8nG
R—% = —3 po = — —C2 pO . (231)

Persamaan (2.31) di atas menunjukkan bahwa tekanan materi menjadi negatif
Po = —pPo , Sesuatu yang jelas keliru. Hal ini dapat dijelaskan karena meskipun alam
semesta statik pada mula-mula, namun gravitasi dari materi akan mengerutkan alam

semesta sehingga solusi persamaan medan Einstein di atas tidaklah realistis.

Untuk mengatasi hal tersebut, Einstein kemudian memperkenalkan suatu
konstanta invarian, g,, A ke dalam persamaan medannya (seperti pada persamaan
(2.29a)). Dengan A positif, akan menciptakan kelengkungan ruang-waktu yang
melawan gaya tarik gravitasi dari materi. Adapun solusi statik dari persamaan
(2.29) tersebut adalah [31]

= ——po - (2.32)

Persamaan (2.32) memberikan solusi alam semesta datar, k =0 bila A =
— 8mGp,. Namun demikian solusi ini tidaklah stabil, karena selisih yang sangat
kecil pun antara p, dan A akan menghasilkan alam semesta yang berekspansi atau
mengerut dengan cepat. Setelah penemuan Hubble di tahun 1929, Einstein pun
membuang konstanta kosmologinya dan persamaan medannya kembali menjadi
persamaan medan Einstein model dinamik (2.19) dengan mempertimbangkan

model kosmologi baru yang berekspansi diperlambat [31].

Namun, penemuan belakangan ini memberikan informasi bahwa alam
semesta berekspansi dipercepat, dan konstanta kosmologi Einstein pun digunakan

kembali seperti pada persamaan (2.29b) dan A pun berubah menjadi kontribusi

P

anaraiagkum [26-28]. Kontribusi dari energi vakum tersebut kemudian dikenal

nergi gelap yang menyebabkan alam semesta berekspansi dipercepat [29].
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114 Metrik Friedmann-Robertson-Walker

Metrik Friedmann-Robertson-Walker (FRW) merupakan solusi eksak
persamaan medan Einstein yang memberikan deskripsi alam semesta makroskopis
yang bersifat homogen (seragam) dan isotropik (sama ke segala arah). Selain itu,
metrik FRW juga menggambarkan pengembangan/ ekspansi ruang secara seragam
(ekspansi Hubble), dengan waktu kosmik, x° = ¢ dalam kerangka yang bergerak
bersama dengan pengembangan ruang. Secara makroskopik, alam semesta juga
dapat dipandang sebagai ruang yang didominasi oleh radiasi dan materi

berkerapatan, p rendah [31].

Metrik FRW dimulai dengan asumsi ruang homogen dan isotropik yang
dinamik, dimana komponen ruang dari metrik ini bergantung terhadap waktu.
Adapun bentuk umum dari metrik FRW ini adalah [34]

ds? = —c?dt? + R*(t) do? , (2.33)

dengan c¢ adalah kecepatan cahaya yang dipilih ¢ = 1, t adalah koordinat waktu,
R(t) adalah fungsi faktor skala, dan do? merupakan metrik dalam X, ruang 3-

manifold simetri maksimal, yang diberikan sebagai [34]
do? = y;dxtdx) , i,j=1,2,3. (2.34)

dimana (x', x?, x*) adalah koordinat dalam X dan y;; adalah metrik 3-dimensi

simetri maksimal.

Karena diasumsikan bahwa ruang 3D homogen dan isotropik, maka
kelengkungan ruang haruslah konstan atau tetap. Dalam hal ini, tensor Riemann
dari ruang dibangun dari metrik dan konstanta tensor. Tensor Riemann dengan

metrik 3-dimensi simetri maksimal diberikan oleh [32,34]:
ORi = k(vik v — vuvir) (2.35)

dimana I adalah konstanta yang bernilai, k = ®R/6 untuk ruang 3-dimensi,

nsor Ricci adalah [32]

®R; = 2kyj; . (2.36)
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Jika ruang simetri maksimal, maka dengan pasti persamaan (2.34) dapat

menjadi simetri bola, sehingga persamaan (2.34) dapat dijabarkan menjadi [34]

1
do? = 1 [dr? + r? (d6% + sin?6 d¢?)]. (2.37)
(1 + ) kT‘Z)
~ r
Dan jika ditransformasikan koordinat r — #,dengan I' = 1 maka metrik
1+~ kr®
4
da? pada persamaan (2.37) dapat dituliskan menjadi
dv? . ) ) .
do? = T2 + 72dQ° , dQ° =d#*+sin?0d¢? (2.38)

dengan nilai dari k adalah kelengkungan dan juga memberikan bentuk dari
permukaan ruang, dengan normalisasi, k € {—1, 0, + 1} ketiganya memberi
metrik ruang yang berbeda dan menyerap ukuran fisis dari manifold ke faktor skala,
R(t) [31,32,34].

Jika k = —1, kelengkungan pada X menunjukkan kelengkungan negatif, dan
dikenal sebagai open (terbuka). Untuk k = 0, tidak ada kelengkungan dalam X dan
disebut sebagai flat (datar). Sedangkan, untuk k = +1, kelengkungan positif dalam
¥, dan disebut juga closed (tertutup) [31,32]. Bentuk permukaan ruang berdasarkan
dari kelengkungannya dengan normalisasi k € {—1, 0, + 1} ditunjukkan pada
Gambar 2.2.

Selanjutnya, dengan memasukkan persamaan (2.38) ke dalam persamaan
(2.33), dimana metrik FRW dalam ruang-waktu digambarkan sebagai suatu
permukaan-hiper simetri maksimal yang berkembang secara seragam pada

ukurannya, maka diperoleh

~2

1 — ki?

ds? = —dt% + R(t) + 72dQ?| . (2.39)

In (2.39) di atas kemudian dikenal sebagai metrik Friedmann-Robertson-
~RW) [31,34]. Persamaan (2.39) dapat pula dituliskan dalam bentuk lain,
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(@) (b)

Gambar 2.2 Bentuk ruang manifold X dengan kelengkungan yang berbeda,
(@) flat, k = 0, (b) kelengkungan positif, k = +1 (closed), dan
(c) kelengkungan negatif, k = —1 (open) [31].

2

1— kr?

ds? = —dt? + a?(t) + r2dQ?*|, (2.40)

dimana a(t) merupakan faktor skala yang tak berdimensi yang relasinya adalah
a(t) = R(t)/R,, dengan dimensi jarak r = R,#, dan parameter kelengkungan
adalah k = k/RZ% , dengan catatan bahwa x dapat diambil sembarang nilai, tidak
hanya {—1, 0, + 1}.

Jika ditinjau kembali persamaan (2.40), maka tensor metrik dari metrik FRW

dapat disajikan sebagai

2

g = diag (—1 , a’r?, a’r?sin?0 ) . (2.41)

1—kr2’
Selanjutnya, dengan menggunakan tensor metrik pada persamaan (2.41) dan

hubungannya dimana g*¥ = (gm,)_l dengan tensor Ricci dan simbol Christoffel

yang diberikan oleh persamaan (2.3)-(2.4), maka komponen tensor Ricci yang tidak
nol dapat diberikan sebagai berikut [31,32]:

Ryp = — 3~
00 a s

g ad + 2a® + 2k
H'Ib > R = 1— kr? ’

ﬂ Ry, = r?(ad + 2ad* + 2k) ,

Optimization Software:
www . balesio.com




18

Ry; = r?sin?8 (ad + 24% + 2k) . (2.42)

Dan skalar Ricci untuk prsamaan (2.42) diberikan oleh [32]:

.2

a a K
R = gt Ry, = 6[5 + (E) + 2| (2.43)

1.5 Persamaan Friedmann

Pada tahun 1922, seorang kosmolog bernama Alexander Friedmann berhasil
menurunkan solusi persamaan medan Einstein untuk ruang yang homogen dan
isotropik serta berisi materi dan radiasi, yang kemudian dikenal sebagai persamaan
Friedmann. Persamaan Friedmann merupakan persamaan yang menggambarkan
dinamika alam semesta yang memenuhi metrik FRW. Metrik FRW dimasukkan ke
dalam persamaan medan Einstein sebagai variabel tensor metrik dalam medannya.
Dengan menganggap materi dan energi sebagai fluida ideal, dengan kerapatan
materi adalah p dan tekanan p, maka dapat dipilih tensor energi-momentum untuk
fluida ideal [31],

Tuv = guv'diag( _pcz’ p, b, p) . (2.44)

Selanjutnya, dengan memasukkan persamaan (2.41)-(2.44) ke dalam persamaan
(2.29a), maka diperoleh:

(i)  Untuk komponen u,v = 0;

(a>2_8nG K +A (2.45)
a) T3 P T a2T3 '
(i)  Untuk komponen u,v = 1;
. .2
a a K
-2 - - (—) - —+ A =8nGp, (2.46)
a a a

(iti) Sedangkan, untuk komponen p, v = 2; dan u, v = 3; memberikan hasil yang

sama dengan komponen pada nomor (ii). Sehingga, dengan memasukkan

samaan (2.45) ke dalam persamaan (2.46), diperoleh

S MY 4l 2.47)
a3 PTPIT R '
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Persamaan (2.45) dan (2.47) kemudian dikenal sebagai persamaan Friedmann.
Faktor skala, a pada kedua persamaan tersebut dapat diubah kembali menjadi R

tanpa merubah bentuknya, yang dapat dituliskan sebagai [31,32]

oo (RY 816G K A (2.45)
=\R) T3P RT3 '
k— 47TG( + 3 )+A (2.49)
R~ T3 T oRIT R '

Persamaan Friedmann memberikan hubungan antara dinamika alam semesta
(faktor skala dan laju ekspansi) dengan kerapatan materi-energi dan kelengkungan
ruang alam semesta. Dari kedua persamaan Friedmann, dapat diperoleh beberapa
parameter kosmologi. Pada persamaan (2.48), jika k = +1, maka R dapat diartikan
sebagai jari-jari alam semesta. Sehingga, laju ekspansi alam semesta dapat

dikarakterisasi dengan parameter Hubble [31,32]

H _ R (2.50)
== _

[
Q|

dimana nilai dari parameter Hubble dikenal juga sebagai tetapan Hubble, H,. Hasil
pengukuran untuk tetapan Hubble adalah 70 + 10 km/sMpc, (Mpc merupakan
singkatan dari Megaparsec, yang nilainya sebanding dengan 3,09 x 10?4 cm).
Karena masih terdapat beberapa ketidakpastian pada nilai tersebut, maka tetapan

Hubble sering diparameterisasi menjadi: H, = 100h km/sMpc, dengan h = 0,7.

Parameter Hubble pada persamaan (2.50) dapat pula diambil turunannya
terhadap waktu yang diberikan sebagai [32]
R

H = == H? (2.51)

dan dengan memasukkan kedua persamaan Friedmann (2.48) dan (2.49) ke

persamaan (2.51) maka diperoleh

PDF H = —4nG Z(l +w)pr . (2.52)
i(c)
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Persamaan (2.52) dikenal juga sebagai persamaan gerak yang menggambarkan
evolusi alam semesta, dimana w; adalah parameter persamaan keadaan yang
merupakan suatu konstanta diberikan sebagai w; = p;/p; . Setiap materi-energi
memiliki besar parameter persamaan keadaan yang berbeda, besar parameter
persamaan keadaan tersebut diberikan pada Tabel 2.1 berikut [32,33].

Tabel 2.1 Parameter persamaan keadaan materi-energi

Materi-energi w;
Materi Non-relativistik 0
Radiasi 1/3
Kelengkungan -1/3
Vakum atau Energi Gelap -1

Dan jika dipilih k = 0 dan A = 0 pada persamaan (2.48), maka diperoleh

parameter kerapatan yang didefinisikan sebagai [32]

8nG i
Q = — pi = Pi , (253)
3H Pcrit

dengan p.,;; merupakan kerapatan kritis yang dapat menggambarkan kelengkungan
ruang alam semesta. Jika p = p.;; alam semesta akan berbentuk datar, jika p <
Peric Menggambarkan alam semesta memiliki kelengkungan negatif, sedangkan,

alam semesta akan memiliki kelengkungan positif jika p > p.yi;.

Selain menggambarkan kelengkungan ruang alam semesta, parameter
kerapatan pada persamaan (2.53), juga dapat menggambarkan parameter rapat
materi-energi penyusun alam semesta. Dengan menggunakan tetapan Hubble, maka
dapat diperoleh [33]:

(0) 0) 0)
0 _ 8nG p, 0 _ 8nG pp, o) _ 81G ppr
T

? s - 2.54
3H? m 3H? PP 3 (2:54)

Qﬁo), Q,(,Q), dan Qg)é masing-masing adalah parameter kerapatan untuk

elativistik, materi non-relativistik, dan dark energy (energi gelap).
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Dengan meninjau kembali persamaan Friedmann (2.48), dimana konstanta
kosmologi, A berkontribusi sebagai energi vakum dengan rapat energi vakum
diberikan oleh [29]:

A

= 2.55
G ( )

Pa

Selanjutnya, dengan memasukkan persamaan (2.55) ke persamaan (2.53), maka

parameter rapat energi vakum dapat dituliskan sebagai

o _ A

= — . 2.56
A 3H02 ( )

Jika dipilih k = 0 pada persamaan (2.48), maka diperoleh parameter kerapatan total
dari kontribusi materi-energi di alam semesta adalah Q, + Q, = 1, dengan Q,,
adalah parameter kerapatan untuk kontribusi materi total di alam semesta, dan Q,
adalah kontribusi energi vakum yang kemudian dikenal sebagai kontribusi energi
gelap [28,29].

" i
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BAB IlI

PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN
DALAM DUNIA BRANE

I11.1 Prinsip Aksi Einstein-Hilbert dalam Dunia Brane

Dalam skenario dunia brane, ruang-waktu 4D digambarkan sebagai dinding
domain 3-brane (X, q,,) yang tertanam dalam ruang-waktu 5D (M, g,,), bulk.
Tensor metrik pada sebuah brane, X adalah q,,,, yang dikenal sebagai metrik induksi
dengan indeks u dan v berjalan dari 0 sampai 3, (u,v = 0, 1, 2, 3). Sedangkan dalam
ruang-waktu 5D, tensor metrik diberikan oleh g,,, dimana indeks u dan v pada
kasus ini berjalan dari 0, 1, 2, 3, 5. Gambaran dari skenario dunia brane ditunjukkan
pada Gambar 3.1 berikut.

na (Mag/lv)

na Bulk 5D na

( Z_:' ﬂuv ) i
Brane 4D

Gambar 3.1 Skenario dunia brane dalam ruang-waktu 5D
Pada Gambar 3.1, n, merupakan vektor satuan normal pada sebuah permukaan-

hiper X.

Prinsip aksi Einstein-Hilbert total dalam skenario dunia brane diberikan
sebagai [19]

a-' S = Sprane + Spuik > (3.1)
i.
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dimana  Sprane = 5 f d*x J—=q (PR - 2A,) — j dix J=q ¥, (3.2)

1
Sputk == | d*x /=g (PR = 2As) —f d3x =g LY, (3.3)
2K5 Joy M

dengan ki ~ M;* = 8mG, merupakan Kkonstanta gravitasi pada brane 4D,

sedangkan k2 ~ M3 = 8w G5 adalah konstanta gravitasi 5D. A4 dan Lffl) masing-

masing adalah konstanta kosmologi dan Lagrangian materi pada brane, sedangkan

As dan L,(,Sl) masing-masing adalah konstanta kosmologi dan Lagrangian materi
dalam bulk.

Dengan menghitung variasi aksi EH dalam dunia brane, dimana
6S = 8Sprane + 0Spuk, Maka dapat diperoleh persamaan medan Einstein dalam
skenario dunia brane. Berdasarkan prinsip aksi Hamilton, variasi dari suatu aksi
haruslah sama dengan nol. Jadi variasi aksi pada brane dari persamaan (3.2) dapat

dituliskan sebagai

0Sprane = Jd4x 5 ((4)R - 2/\4)] —J d*x 5[\/_ L(4)] (3.4)
— Z_izfd4x 6[1/—q ((4)R _ 2A4)] + 65};) ’ 3.5)
4y
dimana 88y =~ J d*x 6| =q L3, |. (3.6)
z

Dengan menurunkan persamaan (3.5) secara runut seperti pada persamaan
(2.24)-(2.28), maka diperoleh persamaan medan Einstein lokal brane 4D yang

diberikan sebagai

WG = — Ay qu + KT, , (3.7)

1
dimana WG = @R, - Eqw(‘DR (3.8)

b an tensor Einstein pada brane. Berdasarkan persamaan (3.6) serta merujuk
L amaan (2.27), maka diperoleh pula relasi antara tensor energi-momentum
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terlokalisasi pada brane, T,, dengan Lagrangian medan materi pada brane melalui

1;111

aksi medan materi yang diberikan sebagai

ssf = - [[awolyaal] = - [ @ naser . 09)

maka T,,, dapat dituliskan dalam bentuk yang lebih kompak menjadi:

_ 6‘/:'7(3) 4)
Tov = =2 5o + Gl (3.10)

Selanjutnya ditinjau variasi aksi dalam bulk pada persamaan (3.3) yang

diberikan sebagai

8Spuik = f d>x 8[\/—g (PR = 2A5)] —f d5x6 L(S)] (3.11)

1
= Z—KSZIMde 5[y=g (OR —2A5)] + 655 . (3.12)

Berdasarkan variasi aksi pada persamaan (3.12), maka diperoleh persamaan medan

Einstein dalam bulk 5D yang diberikan sebagai

1
®OR,, — 5 9po OR = = A5 9,5 + K2 T (3.13)

pcr’

dimana (S)GPG = OR,, — % 9ps >R merupakan tensor Einstein dalam bulk, dan

(%) . . .
T.~ merupakan tensor energi-momentum dari medan materi dalam bulk yang
po

relasinya dengan Lagrangian medan materi dalam bulk diberikan dalam bentuk

kompak sebagai berikut

®)
) oL
o = 2 5g;”0 + 9oLl . (3.14)

Persamaan (3.10) dan (3.14) masing-masing merupakan tensor energi-momentum

— dari medan materi yang terlokalisasi pada brane dan tensor energi-
oIp m dari medan materi dalam bulk sebagaimana yang telah disajikan oleh

| ]
' : Maeda [5].
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111.2 Geometri Dunia Brane

111.2.1 Metrik induksi

Berdasarkan skenario dunia brane dengan ruang-waktu penuh 5D, elemen

garis atau metrik dari ruang-waktu 5D secara umum diberikan sebagai
ds® = g, dxtdx" (3.15)

dimana g,, adalah tensor metrik 5D. Jika ditinjau geometri dari skenario dunia

brane yang ditunjukkan pada Gambar 3.2, maka metrik 5D pada persamaan (3.15)
dalam skenario dunia brane secara lengkap dapat dituliskan menjadi

ds? = (qu + nun,) dxtdx”
= qu (t,y) dx*dx + dy* , (3.16)

dengan n, merupakan vektor satuan normal pada suatu permukaan-hiper X, dan
n,dx* = dy dimana y merupakan suatu koordinat normal Gaussian yang

ortogonal pada brane.

(%, quv)

Gambar 3.2 Skema geometri dunia brane

Dalam skenario dunia brane, metrik induksi pada X merupakan tensor metrik

pada brane 4D yang secara umum didefinisikan sebagai [37]
Qv = Guv — NNy (3.17)

yang menyatakan komponen tangensial dari g,, sedangkan n,n, merupakan
komponen yang tegak lurus terhadap X [12]. Komponen dari vektor satuan normal,
n, pada persamaan (3.17) adalah n, = (0,0, 0,0, 1) [35], dimana indeks u,v
berjalan dari 0, 1, 2, 3, 5 dengan tensor metrik 5D diberikan sebagai [36]

quv 0 >
| Juv = ( 0 gss)° gss=1, (3.18)
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dengan g,,n*n¥ = 1 dan vektor satuan normal n* [37]:

e =+1, ¥ ruparuang,
ntn, = ¢, (3.19)
e=-1, X rupawaktu.

q,v Pada persamaan (3.17) memiliki karakter (d — 1)-dimensi dan tidak dapat
dibolak-balik, dengan g,,n” = 0. Metrik induksi, g juga dapat digunakan untuk

memproyeksikan tensor penuh d-dimensi ke dalam permukaan-hiper X [37].

I11.2.2 Proyeksi tensor

Kelengkungan ruang-waktu pada permukaan-hiper £ dalam skenario dunia
brane memenuhi teorema Gauss. Dalam teorema Gauss, kelengkungan intrinsik

dari suatu permukaan didasari oleh Gauss map yang ditunjukkan pada Gambar 3.3,

normal unit vector

curve

Gambar 3.3 Gauss map

dimana Riemann meningkatkan dimensinya yang kemudian dikenal sebagai tensor

kelengkungan Riemann pada permukaan-hiper X.

Beberapa proyeksi tensor Riemann 5D pada brane 4D atau permukaan-hiper
¥ diberikan sebagai [5,15]

ORYs aiapayad = PREys + KiKgs — K§Kgy (3.20)
R, atapain® = 2D Kp, = DKy, — DpKf | (3.21)
®RY qﬁn”qgn" = —£.K5 + KJKy . (3.22)

Persamaan (3.20), (3.21), dan (3.22) masing-masing adalah persamaan Gauss,

persamaan Codazzi, dan persamaan Mainardi. Penurunan persamaan Gauss-

— ainardi secara lengkap dapat dilihat pada Lampiran A.1. Kelengkungan

¢ atau bentuk fundamental kedua (second fundamental form) dari
]
’ kan sebagai K, = q,‘qu Vang, dimana K = K = ¢"K,, = ¢** V,;n,
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adalah trace dari kelengkungan ekstrinsik. D, merupakan operator turunan
kovarian yang memenuhi q,,, yang didefinisikan sebagai D, = q,/'V, [12] serta £,
yang merupakan simbolisasi turunan Lie sepanjang arah-n, dimana £, = d,, =
d/0y. Kelengkungan ekstrinsik juga didefinisikan setengah dari turunan Lie metrik

induksi sepanjang arah-n yang diberikan sebagai [15,37]

1
K, = EEnq#v . (3.23)

Persamaan Gauss (3.20) dan persamaan Codazzi (3.21) dikontraksikan pada

indeks a dan y dan diperoleh

(4)Ruv = (S)Rpcr qzqg - (S)nga naQﬁnng + KK,LLV - K/,?Kva > (3-24)

D,K} — D,K = ®R,, qin . (3.25)

Persamaan (3.24)-(3.25) dikenal juga sebagai persamaan Gauss-Codazzi yang
mana persamaan (3.24) merupakan tensor Ricci yang dinyatakan sebagai proyeksi
metrik 5D pada permukaan-hiper X dan kelengkungan ekstrinsik. Sedangkan
persamaan (3.25) merupakan proyeksi tensor Ricci 5D yang dinyatakan dalam
turunan kovarian tensor kelengkungan ekstrinsik [12]. Dengan mengontraksikan
lagi persamaan (3.24) pada indeks u dan v, maka dapat diperoleh skalar Ricci pada

¥ yang diberikan sebagai
@R = OR,; g7 — ORE snn¥qP% + K? — KVK,qy | (3.26)
atau dapat pula dituliskan dalam bentuk yang lebih kompak menjadi [12,36]
@R = OR — 20R,, nPn® + K? — K"K, , (3.27)

dimana diambil ®R,z,s n*nfn¥n® = 0 dan )R merupakan skalar Ricci dalam

bulk 5D. Skalar Ricci pada persamaan (3.27) memberikan relasi yang sangat jelas

antara skalar Ricci pada brane dengan skalar Ricci dalam bulk 5D. Jika proyeksi

alcalaeDycci (3.27) dimasukkan pada aksi bulk [36], memungkinkan diperoleh
ol ksi EH “efektif” pada brane yang menuntun kepada persamaan medan
| - pada brane, tanpa mengabaikan suku energi tinggi. Mengingat bahwa aksi

nia brane oleh Kanno dan Soda [13] terbatas pada limit energi rendah.
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111.3 Persamaan Medan Einstein “ Efektif ” pada Brane

Penurunan persamaan medan Einstein “efektif” pada brane dilakukan
dengan memodifikasi suku gravitasi pada ruas Kiri (left hand side) persamaan
medan Einstein lokal brane (3.7). Dalam modifikasi gravitasi, ditinjau tensor
Einstein pada brane (3.8) yang menyatakan kelengkungan ruang-waktu lokal
brane. Selanjutnya, dengan memasukkan proyeksi tensor kelengkungan Ricci yang
dinyatakan pada persamaan Gauss (3.24) dan skalar Ricci (3.27) ke dalam tensor

Einstein pada brane 4D, dan diambil q,, = g, q[jq{,’ maka diperoleh [10,12]

1
(4)Guv = (S)RPG ) ng(S)R] qﬁq{,’ + (S)Rpcr nn?qy, + KKy,

1
- KﬁKva - quw(Kz - KvaKva) - g;w s (3-28)
dimana €, adalah suku proyeksi tensor Riemann 5D yang didefinisikan sebagai
Ew = (S)Rgpd nompqﬁqf,r , (3.29)

dengan tensor Riemann pada persamaan (3.29) dapat diuraikan dalam sajian tensor

kelengkungan Weyl, tensor Ricci dan skalar Ricci yang diberikan oleh [10,12,37]

5 _ 2 ©) 5 1 5
ORGpo =" Cppe + 3 (9% Ra15 — 951, PRE) - £ 9% 9ap "R, (330)

dengan (S)Caﬂpa adalah tensor kelengkungan Weyl 5D. Sedangkan suku pertama

pada ruas kanan persamaan (3.28) tidak lain adalah tensor Einstein dalam bulk 5D
yang memenuhi persamaan (3.13).

Jika persamaan medan Einstein dalam bulk (3.13) dikontraksikan pada
indeks p dan o maka diperoleh persamaan medan Einstein 5D dalam sajian tensor

rank-0 sebagai berikut

3 5
96 = - “OR = —5A; + 2 ™. (3.31)

P90 = 55 = 5 adalah trace dari tensor metrik g. Selanjutnya, dengan

kan persamaan (3.31) ke dalam persamaan (3.13), maka diperoleh tensor

dalam sajian tensor energi-momentum
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1
©) (5)) . (3.32)

2
(S)Rpa = §A5 9ps t+ KSZ (Tpa - ggpaT

Dengan memasukkan persamaan (3.13) dan (3.30)-(3.32) ke dalam persamaan
(3.28), maka diperoleh [15]

1 2 ©) ) 1 ®
DG,y = = 5 Asquw + 5| Topakag +(Tonn” = 317 g
1
+ KK, — Klf‘Km - Eqm,(K2 — KV*K,,) — Eu (3.33)

: 5 p
dimana T( ) - (S)Tp dan

En = OC, nanPqlqs (3.34)

uwv - ﬁpo‘ a quqv > N

adalah komponen traceless, yang merupakan proyeksi tensor Weyl dalam bulk
ortogonal terhadap n”. Tensor Weyl memenuhi sifat E,,n" = 0 = Ej,,; = EH“ :
yang didasari oleh sifat simetrinya. Penjabaran persamaan (3.29) menggunakan
persamaan (3.30) dapat dilihat pada Lampiran A.2. Selanjutnya, dengan
menggunakan persamaan (3.32), maka persamaan Codazzi (3.25) dapat pula ditulis

dalam sajian tensor energi-momentum dalam bulk yang diberikan sebagai [10,12]

5
DK} — D,K = K? T;; qin’ . (3.35)

== 3.4 Medan gravitasi dari sumber materi dalam brane pada teraan RS,

menunjukkan kelengkungan dalam bulk.

(Gambar diambil dari [11,15])
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Jika ditinjau tensor energi-momentum total dalam bulk 5D, termasuk
kontribusi dari brane secara eksplisit seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.4,
maka persamaan medan Einstein 5D (3.13) dalam skenario dunia brane dapat
diberikan sebagai [15]

®)
(5)GAB = —Asgas + KSZ (TAB + T&gane 6(3’)) ) (3.36)
dimana
T = —Nqu + T,y (3.37)

adalah tensor energi-momentum total lokal brane. T,, merupakan tensor energi-
momentum partikel dan medan materi lainnya yang terkurung pada brane, sehingga
memenuhi T,z n® = 0. Sedangkan A adalah energi vakum yang terlokalisasi pada

brane atau secara spesifik, adalah tensi brane dalam model RS.

Kelengkungan ekstrinsik pada brane dapat ditentukan dengan
mengintegrasikan persamaan (3.36) sepanjang dimensi ekstra, y dan menerapkan
simetri Z, dalam dunia brane. Integrasi persamaan (3.36) menuntun pada
kelengkungan ekstrinsik dalam sajian tensor energi-momentum dari sumber medan
materi lokal brane yang dikenal sebagai “Israel junction condition” diberikan
sebagai [10,12,15,38]

1 1
K = —Kg = — EKSZ (T,}’Ja“e -3 qm,Tbrane> . (3.38)

Penurunan kondisi Israel junction (3.38) secara eksplisit dapat dilihat pada

Lampiran A.3.

Simetri Z, dalam skenario dunia brane model RS, merupakan simetri dari
brane pada suatu titik dalam bulk 5D yang terlihat identik dengan brane sebagai

titik acuan (permukaan-hiper X dengan limit y — +0), tapi dengan vektor normal

terbalik n* — —nA [15]. Simetri ini dalam skenario dunia brane ditunjukkan pada

.. 3.5. Dengan memasukkan tensor energi-momentum total lokal brane
H@ dalam persamaan (3.38), maka kelengkungan ekstrinsik pada brane
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(3.39)

y=0
Gambar 3.5 llustrasi simetri Z, model RS1 dalam skenario dunia brane
Terakhir, dengan memasukkan sajian kelengkungan ekstrinsik (3.39) ke

dalam persamaan (3.33), maka diperoleh generalisasi persamaan medan Einstein

“efektif” pada brane yang diberikan sebagai [15]

@ 2 4 2 2
Guv = =N quy + k3T + k511, — Eyy + gKST“V , (3.40)
dimana
1 2
Ay = E(AS + K4)\) , (3.41)
2 1 4
Ky = ¢ Ks A\ . (3.42)
Selain itu,
k2 = ¢ k2 atau M?Z = M:ie [11]. (3.43)

Persamaan (3.41) merupakan konstanta kosmologi “efektif” pada brane dengan
kontribusi konstanta kosmologi non-lokal, A5 . Persamaan medan “efektif” (3.40)

pada brane merupakan bentuk generalisasi persamaan medan Einstein biasa dalam

5 umum, karena terdapat beberapa suku koreksi tambahan dalam
H'I L n tersebut. Suku koreksi yang pertama adalah suku kuadratik, IT,,, yang

kibat kelengkungan ekstrinsik yang diproyeksikan pada tensor Einstein:
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1 1 1 1
My = 5 T Ty = 7 Tua TS + g duv Tap T*F — 77 Qv T2 . (3.44)
Suku IT,,, , yang merupakan kuadrat dari suku materi, T,,,, bisa jadi memiliki peran

yang sangat penting, khususnya di awal-awal alam semesta ketika skala materi-
energi sangat tinggi [10]. Suku koreksi kedua adalah suku proyeksi tensor Weyl,
E,, yang didefinisikan pada persamaan (3.34). Suku koreksi yang terakhir adalah

suku “medan materi non-lokal”, F,, yang men-generalisasikan persamaan medan

“efektif” Shiromizu, et al. [10] diberikan sebagai:
©) () 1 _®
T;w = TAB q[f‘ qVB + ( AB nA nB_ Z T )quv ’ (345)

. (%) . . .
dimana T,, merupakan tensor energi-momentum dari medan materi dalam bulk

yang juga menggambarkan suatu tekanan pada bulk selain konstanta kosmologi
[15].

Dengan menggunakan kondisi junction (3.39) pada persamaan Codazzi
(3.35), diperoleh juga relasi antara materi pada brane dengan materi dalam bulk,

yaitu:
v ® A B
DTy, = —2T,pqan® . (3.46)

Pada skenario dunia brane, diasumsikan bahwa tidak ada medan materi lain selain

. 5 .
medan gravitasi dalam bulk, Tié = 0, maka suku “medan materi non-lokal”
lenyap, F,, = 0, sehingga persamaan medan Einstein dalam bulk dan persamaan

medan “efektif” pada brane masing-masing adalah:

(S)GAB = - AS 9AB > (347)

WG = —A, Quv + KiT, + K311, — Ey (3.48)

sedangkan pada persamaan (3.46) diperoleh bentuk konservatif untuk suku materi

|FDF|

ne, yakni:

D'T, = 0. (3.49)
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Dengan demikian, berdasarkan persamaan konservatif pada persamaan (3.49),
maka tidak ada pertukaran energi-momentum antara brane dan bulk, secara murni

pada kasus ini, hanya ada interaksi gravitasi. Jika ditinjau identitas Bianchi yang

dikontraksikan pada persamaan (3.48), dimana D“(“)Gﬂv = 0 menunjukkan

adanya relasi antara E,,, dan suku kuadratik, I1,,, yang diberikan sebagai
D"E,, = ki D*I1,, . (3.50)

Hal ini menunjukkan bahwa, E,, tidak dapat ditentukan secara spesifik, namun
divergensinya dibatasi oleh suku kuadratik dari materi. Pada saat yang sama, suku
Weyl ini juga membawa informasi medan gravitasi non-lokal (dalam bulk). Dan

suku ini tidak lenyap jika ruang-waktu bulk bukan ruang-waktu AdS murni.

Jika suku E,, diuraikan lebih lanjut pada suku transverse-traceless, E,}’
dan suku longitudinal, EMLV yang sepenuhnya ditentukan oleh materi lokal brane.
Karenanya jika suku E,}] tidak ada, persamaan medan Einstein “efektif” menjadi
tertutup dengan kuantitas sepenuhnya terbatas hanya pada brane. Namun,
umumnya pada kasus gravitasi standar, suku E,," korespondensi dengan
gelombang gravitasi pada brane 4D atau graviton 5D, dan sudah pasti suku ini
dibangkitkan oleh gerak materi dan efek eksitasi gerak materi sebagai imbasnya.
Hal ini menunjukkan bahwa persamaan medan Einstein “efektif” pada brane (3.48)
tidaklah tertutup karena adanya efek non-lokal dari bulk [10]. Asumsi ini juga
diperkuat dengan persamaan (3.49) yang mana menunjukkan bahwa secara murni
dalam skenario dunia brane hanya terjadi interaksi gravitasi antara bulk dan brane.
Namun, jika ditinjau lebih lanjut lagi pada bentuk generalisasi persamaan medan
Einstein “efektif” pada brane (3.40), dengan meninjau bahwa medan materi non-

lokal pada brane tidak lenyap, F,, # 0 dan diasumsikan bahwa TS]; merupakan

medan materi gravitasi non-lokal yaitu graviton. Maka pada kasus ini persamaan

(3.46) dapat menggambarkan interaksi antara materi lokal brane, dalam hal ini yaitu

10del standar dengan graviton sebagai partikel dari gravitasi. Interaksi ini
. nuntun pada unifikasi gaya-gaya fundamental, yang dikenal sebagai TOE.
N penjelasan lebih rinci mengenai tensor kelengkungan Weyl dapat dilihat

piran B.
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BAB IV

KOSMOLOGI DUNIA BRANE

1IV.1 Metrik FRW dalam Dunia Brane

Metrik FRW (Friedmann-Robertson-Walker) merupakan metrik standar
untuk kajian kosmologi. Sebagaimana yang dibahas pada Subbab 11.4, dimana alam
semesta dipandang bersifat homogen dan isotropik. Metrik FRW dalam skenario
dunia brane dapat ditentukan dengan meninjau metrik 5D yang diberikan pada
persamaan (3.15), dan secara eksplisit menggunakan koordinat normal Gaussian
pada persamaan (3.16). Dari persamaan (3.16) tersebut, bentuk umum metrik dalam

skenario dunia brane yang memiliki simetri kosmologi dapat dituliskan sebagai

[17,39]
ds? = — N2(t,y) dt? + A2(t,y) y;jdxtdx) + dy? , (4.1)
dimana
At y)

dengan a(t) adalah faktor skala pada brane. Jika ditinjau brane statik pada
koordinat normal Gaussian dan terlokalisasi pada titik koordinat tetap, sehingga
dapat dipilih y = 0 pada brane. Tanpa mengubah bentuk metriknya, secara
konsisten metrik pada persamaan (4.1) dapat menggambarkan kosmologi FRW

pada brane untuk brane statik (y = 0) yang dituliskan sebagai
ds? = —dt? + a?(t) y;jdxtdx) | (4.3)

dengan A(t,y = 0) = a(t) dan N(t,y = 0) =1 [17,39], yang tidak lain adalah

RW standar 4D (lihat Subbab [1.4). Selanjutnya, dengan menurunkan
PDF | ida persamaan (4.3), maka diperoleh metrik FRW pada brane statik yang

sebagai
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dr?
ds? = —dt* +a*(t) T 7z

ot r2dQ? |, (4.4)
dimana dQ* = d6? + sin?6 d¢?. Pada kasus ini, tensor Weyl tidak dipandang
sebagai tensor kelengkungan ruang pada brane melainkan dipandang sebagai efek
dari massa black hole dalam bulk [39,40]. Sehingga tensor Weyl pada persamaan
medan Einstein “efektif” (3.48) tidak sepenuhnya lenyap, karena kontribusinya
sebagai materi-energi dari efek non-lokal bulk [15,41], yang diasumsikan sebagai
kontribusi ‘radiasi gravitasi’ (dibahas pada Subbab 1V.2). Adapun komponen-
komponen tensor Ricci yang tidak nol dari metrik FRW pada brane (4.4) diberikan
sebagai (penurunan persamaan (4.5) dan (4.6) dapat dilihat pada Lampiran A.4)

i
@Wp = _3=
00 a s

ad + 2a* + 2k
(4)R11 =
1— kr? ’

@WR,, = r?(ad + 24% + 2k) ,
@R,y = r2sin?0 (ad + 2a% + 2k) , (4.5)
dan skalar Ricci pada brane diberikan oleh:

. . 2
a a k
@R = g @R, = 6[5 +(5) + = (4.6)

1V.2 Persamaan Friedmann dalam Dunia Brane

Persamaan medan Einstein “efektif” pada brane (3.48) dapat dituliskan
kembali ke bentuk persamaan medan Einstein biasa dengan mereduksi kedua suku
koreksi, yaitu: suku IT,, dan suku E,, ke dalam tensor energi-momentum total

yang diberikan sebagai [5]

DG, = —Aiqu + KT, (4.7)
gl ensor energi-momentum total didefinisikan sebagai
]
| JF |
14 protl = 7 4 2y LE 4.8
uv —uv+X HV_F uv > (4.8)
4
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dengan suku Weyl, E,, diasumsikan hanya berkontribusi sebagai materi-energi
efek non-lokal bulk [41]. Sebagaimana gambaran dinamika alam semesta pada
kosmologi FRW, dimana materi-energi dianggap sebagai fluida ideal dengan rapat
materi-energi, p dan tekanan isotropik, P maka sajian tensor energi-momentum

total pada brane dapat dituliskan menjadi

T#t;)tal = quv . diag(_ptotal Ptotal Ptotal

>

, proal), (4.9)

>

IV.2.1 Analisis kovariansi pada brane

Secara umum, bentuk tensor energi-momentum pada brane untuk setiap
medan materi lokal maupun non-lokal (berlaku untuk medan skalar, fluida ideal,
gas kinetik, dan lain-lain), termasuk pula kombinasi dari medan-medan yang

berbeda, secara kovarian diberikan sebagai [15, 41]
(i) Suku tensor energi-momentum lokal brane;
Ty = puyu, + Phy, + m,, + quu, + qu, , (4.10)

dimana u* adalah medan vektor kecepatan pada ruang-waktu 4D, dengan medan
vektor satuan u#u, = —1, dan metrik ruang (atau tensor proyeksi) yang ortogonal

terhadap u* pada brane adalah
hy = Qu + Wy, = gu - 0y, + Wu,, 4.11)

serta tegangan anisotropik dan fluks energi pada persamaan (4.10) masing-masing

didefinisikan sebagai ,,,, = m,,,danq, = q,),dimana bracket melambangkan

proyeksi spasial, sifat simetri, dan trace-free [15]:

1
S - gh“ﬂhﬂv] Weg - (4.12)

Vi = 0"V, Wiy = [h(uah

Pada tinjauan kerangka inersia, yang menggambarkan ruang-waktu homogen

dan isotropik di tiap titik pada brane, maka diperoleh

— 6), h,, = diag(0,1,1,1), V, = (0,V;), Wy, =0= Z Wi, (4.13)

> My =0, qu =(0,q;), sehingga q,u, =0. (4.14)
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Pada kasus kosmologi FRW pada brane, tensor energi-momentum pada persamaan
(4.10) dapat dituliskan kembali ke bentuk yang lebih sederhana untuk fluida ideal

adalah
T = pu,u, + Phy, . (4.15)

Sedangkan kontraksi persamaan (4.15) memberikan bentuk skalar dari tensor

energi-momentum sebagai berikut

T =T/} = pu,u* + Ph; = diag(—p, P, P, P). (4.16)

(if) Suku kuadratik;

Suku I, pada persamaan (3.44) membawa efek lokal brane dalam bulk yang

secara eksplisit diuraikan sebagai [15,41]

! 2 ap 1 2 ap @
= ﬁ[Zp — 3mgpm ]uﬂuv + ﬁ[Zp +4pP + mopm®” — 4qaq ]hl“’

1 1 1
— E(p + 2P)m,, + nawnv‘)x + quqvy + 3PAwuth) ~ Eq“na(uuv). 4.17)

Bentuk sederhananya untuk fluida ideal jika ditinjau kosmologi FRW pada brane
adalah

1 1
I, = B p?u,u, + P (p+2P) hy, . (4.18)

Sedangkan bentuk skalar dari suku ini adalah
1
M = 0 = = -diag(=p*, plp+2P), plp+2P), p(p+2P)). (419

(iii) Suku proyeksi Weyl,

Efek non-lokal pada brane yang berasal dari bulk disimbolkan sebagai tensor E,,,
(proyeksi Weyl) yang diberikan pada persamaan (3.48), pada tinjauan fluida ideal

dapat diuraikan sebagai

6 5
v = — 7 [’U(uﬂuv + —hm,) + P + Quuy + Qyuy, |, (4.20)
| KiA 3
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dengan 6/k; N = (ks/k,)* merupakan faktor dimensi [41]. Tensor E,, persamaan
(4.20) merupakan tensor energi-momentum “efektif” sebagai efek non-lokal dari
bulk, yakni sebagai rapat materi-energi “efektif” U, tegangan anisotropik “efektif”

P » dan fluks energi “efektif” @, yang terlokalisasi pada brane.

Persamaan (4.20) diasumsikan sebagai persamaan fluida “efektif” Weyl.
Melalui persamaan fluida “efektif” ini, efek medan gravitasi dalam bulk yang

terlokalisasi pada brane secara spesifik diberikan sebagai berikut [15,41]:

a) Rapat materi-energi “efektif” sebagai efek non-lokal pada brane yang muncul
dari medan gravitasi bebas dalam bulk adalah
KZ\

) _<T> By ubt (421)

dan tekanan isotropik “efektif” sebagai efek non-lokal bulk adalah 5U/3
(merupakan koreksi energi tinggi yang dibahas pada Subbab 1V.3), karena Ey,,,
adalah trace-free. Secara spesifik, rapat materi-energi ini dikenal juga sebagai

“radiasi gelap” dengan unifikasi skalar atau mode spin-0 (“Coulomb”) [15].

b) Fluks energi “efektif” sebagai efek non-lokal pada brane yang muncul dari
medan gravitasi bebas dalam bulk adalah

K2\ ,
QIL = — T E(#)vu , (422)

dengan unifikasi skalar (mode spin-0) dan vektor (transverse) atau mode spin-
1 (“gravi-magnetik™), dan 9, = Uv, , dengan v, adalah kecepatan relatif fluida
Weyl terhadap u* [15].

c) Tegangan anisotropik “efektif”’ sebagai efek non-lokal pada brane yang muncul

dari medan gravitasi bebas dalam bulk adalah

K2\
:Puv = — T E(”w, (423)

N unifikasi skalar (mode spin-0), vektor (mode spin-1), dan tensor
sverse-traceless) atau mode spin-2 (“gelombang gravitasi”’) dalam 4D dari
D “graviton” dalam 5D [15].
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Dalam model RS, jika ruang-waktu bulk 5D murni Anti de-Sitter (AdSs), maka
tensor E,,, menjadi lenyap, juga termasuk jika ruang-waktu 5D conformally flat
(gap adalah conformally flat, E,, = 0). Sedangkan fluks energi “efektif” dan

tegangan anisotropik “efektif” menjadi lenyap,
Q,=0=7,, (4.24)

untuk kosmologi FRW pada brane, dimana U = 0 hanya jika massa black hole
dalam bulk adalah nol. Keberadaan black hole dalam bulk melalui efek “Coulomb”
membangkitkan “radiasi gelap” pada brane [15], yang diasumsikan sebagai efek

‘radiasi gravitasi’ pada ruang-waktu 4D.

Jadi, bentuk sederhana tensor E,,,, sebagai fluida ideal untuk kosmologi FRW

pada brane dengan rapat materi-energi “efektif” sebagai efek non-lokal yang

dibangkitkan oleh medan gravitasi bebas dalam bulk adalah
6 5
= gluon )]

dan kontraksi persamaan (4.25) memberikan bentuk skalar dari persamaan tersebut
yaitu

EF = ¢ - di ( U 5u 5'u Su) (4.26)

u K42A lag s 3 9 3 ) 3 . .

Dengan menggunakan kovariansi suku tensor energi-momentum lokal brane

(4.10), suku kuadratik sebagai efek lokal brane dalam bulk (4.17), dan suku

proyeksi Weyl sebagai efek non-lokal bulk pada brane (4.20) yang pada kasus

fluida ideal (fungsi distribusi satu-partikel isotropik), yakni g, = 0 = m,, , maka

rapat materi-energi, tekanan isotropik, fluks energi, dan tegangan anisotropik total

“efektif” masing-masing diberikan dalam sajian umum sebagai

6
total _ P _
p p(1 + 2)\) + Ki)\u , (4.27)
2
124D | total _ B P _10
" P —P(1+)\)+2)\+K2)\U, (4.28)
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4@ = =0, . (4.29)
u Kj)\ u

miotal — i?v . (4.30)
u Kﬁ)\ u

Pada kasus ini, fluks energi dan tegangan anisotropik total tidak lenyap, karena efek
non-lokal bulk ini dapat berkontribusi pada fluida tidak-ideal “efektif” bahkan
ketika materi dan energi pada brane adalah fluida ideal [41]. Dalam hal ini, fluks
energi dan tegangan anisotropik “efektif” diinduksi pada brane melalui perambatan
graviton 5D [15].

IV.2.2 Persamaan konservatif

Tensor energi-momentum total “efektif” dengan efek lokal dan non-lokal
pada brane memiliki keadaan konservatif yang masing-masing memenuhi sifat
identitas pada persamaan (3.49) dan (3.50). Persamaan konservatif energi dan
momentum untuk medan materi lokal brane memenuhi persamaan konservatif
(3.49) yang diberikan sebagai [15,41] (penurunan persamaan (4.31) dapat dilihat
pada Lampiran A.5)

p +0O@p+P)+ DHq, + 24%q, + 0"my, = 0, (4.31)

4
Ay + 59% +D,P+ (p+P)A, + D' my, + A'my,
+ o q” — [wql, = 0. (4.32)

Pada persamaan di atas, overdot didefinisikan dari u”V, , sedangkan ® = V¥ u,
merupakan laju ekspansi volume. 4, = 1, = A, adalah percepatan pada ruang-
waktu 4D, o,,, = D (, u, adalah laju pergeseran, dan [w,q], = €., w”q%, dengan

&

wa Merupakan tensor proyeksi yang ortogonal terhadap u* dan w, =

(7

—% curl u, = w(,, merupakan tingkat vortisitas. Sedangkan hubungan operator

curl dan operator turunan kovarian diberikan oleh [15,41]

nh | CUI‘]VM = uaﬁDa vF , CUFIW,W = gaﬁ(,uDa Wﬁv) . (4.33)
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Untuk kasus kosmologi FRW pada brane, dapat dipilih A, = 0,, = w, = 0
dan ® = 3H dimana H = a/a adalah tetapan Hubble. Jika materi-energi pada
brane adalah fluida ideal dan memenuhi kosmologi FRW, maka persamaan

konservatif lokal brane (4.31) dan (4.32) dapat disederhanakan menjadi
p+3H(pP+P) =0, (4.34)
D,P=0. (4.35)
Persamaan (4.34) juga dikenal sebagai persamaan kontinuitas dalam kosmologi
FRW brane. Sedangkan persamaan (4.35) menunjukkan rapat kehomogenan pada

brane dengan D, P = wD, p =0, dimana P = wp. Jika ditinjau kasus alam

semesta didominasi oleh komponen tunggal, maka dalam fluida ideal persamaan

keadaan didefinisikan sebagai [31]
P T
WE=E—=-— ~—, (4.36)
p m

dengan w adalah konstanta. Dengan menggunakan hubungan P = wp, persamaan

kontinuitas kosmologi FRW brane dapat dituliskan kembali menjadi
p+3HA+w)p =0, (4.37)

yang sangat bergantung pada persamaan keadaan dari dominasi komponen tunggal

alam semesta yang secara eksplisit diberikan sebagai berikut [33]

(i) Materi non-relativistik;

Pada kasus alam semesta didominasi oleh materi non-relativistik, materi
(materi gelap dan baryon) lebih dominan daripada radiasi (T < m, dan p — p,,)
sehingga persamaan keadaan untuk dominasi materi non-relativistik adalah w = 0.

Persamaan kontinuitas untuk kasus ini diberikan sebagai

pm + 3Hpy = 0. (4.38)

(i) _Materi relativistik;

PO ' , da kasus dominasi materi relativistik, yaitu pada awal-awal alam semesta
| adiasi sangat mendominasi dibandingkan materi dengan limit m — 0,

dan p — p,). Pada limit relativistik ini, kecepatan partikel mendekati
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kecepatan cahaya (v ~ c¢), sehingga persamaan keadaan untuk kasus ini diperoleh

w = 1/3 dan persamaan kontinuitas diberikan sebagai

pr + 4Hp, = 0. (4.39)

Selanjutnya persamaan konservatif non-lokal bulk pada brane yang
memenuhi persamaan (3.50) dapat diuraikan menjadi [5,10]

1 1
D*E,, = chg‘ [T“ﬁ’(Dv Tap — Dp Tya) + g(Tm, — Quv T)D“T]. (4.40)

Turunan kovarian dari tensor proyeksi Weyl pada persamaan (4.40) sebagai
persamaan konservatif non-lokal bulk sangat bergantung pada divergensi dari suku
kuadratik. Hal ini menunjukkan bahwa interaksi antara suku Weyl sebagai efek
non-lokal dengan materi lokal brane adalah interaksi energi tinggi, sehingga dapat
diasumsikan bahwa “radiasi gelap” atau ‘radiasi gravitasi’ sangat kuat pada daerah
energi tinggi (dengan relasi U ~ p# yang dibahas pada Subbab 1V.3), dengan
solusi “radiasi gelap” dari persamaan (4.42), yaitu [15]:

ou = pu, (2 (4.41)

dimana py = py, untuk a = a, = 1. Dengan demikian, persamaan konservatif
energi dan momentum non-lokal sebagai persamaan perambatan untuk efek non-
lokal bulk pada brane ( py dan Q, ) yang diberikan oleh Referensi [15,41] untuk
kasus materi-energi pada brane adalah fluida ideal dan memenuhi kosmologi FRW
brane dimana @, dan %,,, dapat diabaikan, maka diperoleh persamaan konservatif

non-lokal bulk pada brane adalah sebagai berikut

pu + 4Hpy = 0, dan (4.42)
1,
s Dupu = — ¢iilp + PYDyup = 0, (4.43)

dengan Py = py /3. Persamaan (4.42) merupakan persamaan kontinuitas untuk

i selap” atau ‘radiasi gravitasi’. Sedangkan persamaan (4.43) menunjukkan
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a) Jika E,, = 0 dan tensor energi-momentum lokal brane memiliki bentuk fluida
ideal, maka rapat materi-energi, p haruslah homogen, sehingga D, p = 0.

Pada kasus kosmologi FRW pada brane, persamaan (4.43) menjadi lenyap

karena bernilai nol;

b) Namun sebaliknya, meskipun D,p =0, rapat kehomogenan tidak
menunjukkan E,,, lenyap secara total, hal ini ditunjukkan oleh persamaan (4.25)

dengan persamaan kontinuitas (4.42).

Jika E,,,, = 0, maka persamaan medan “efektif” pada brane menjadi sistem
tertutup. Namun jika brane adalah sistem tertutup, perturbasi menjadi tidak stabil,
dan juga tidak ada jaminan bahwa brane berada dalam bulk, sehingga skenario
dunia brane menjadi tidak berarti. Jika ditinjau rapat ketakhomogenan yang

mengharuskan E,,,, tidak nol,
D,p#0 = E, #0, (4.44)

dan perturbasi dari model FRW pada brane juga memenuhi E,, # 0, maka
persamaan medan “efektif” pada brane menjadi sistem yang tidak tertutup. Pada
kasus E,, tidak nol, ,,, juga tidak nol pada keadaan tertentu yang pada kenyataan
tidak dapat dihindari dalam model kosmologi dan astrofisika. Jika demikian, efek
anisotropik dan ketakhomogenan dari distribusi materi-radiasi pada lokal brane
bisa menjadi sumber untuk tensor Weyl 5D, yang kembali menjadi efek non-lokal

bulk pada brane melalui proyeksinya, E,,, [15].

(iii) Energi gelap (Dark Energy);

Pada kasus ini, alam semesta didominasi oleh energi gelap, yakni komponen
alam semesta yang tidak diketahui, yang bertanggung jawab pada percepatan
ekspansi alam semesta saat ini. Berdasarkan analisis data kombinasi SN la, CMB,
dan BAO, menggunakan WMAP, menunjukkan parameter kerapatan energi gelap

saat ini, vaitu [33]:

PDE | o = 0.726 + 0.015, (WMAP Data 5-tahun) (4.45)

maan keadaan untuk energi gelap adalah
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wpr = —0.94 + 0.1 . (4.46)

Selain itu, pada kasus alam semesta didominasi oleh energi gelap, model ACDM
[31,42] memenuhi data observasi menggunakan WMAP dan SN la dimana
konstanta kosmologi, A berkontribusi sebagai energi gelap [29] dengan tekanan
isotropik negatif, P, = — p, dan sajian persamaan keadaan energi gelap adalah
w, = — 1. Berdasarkan persamaan kontinuitas (4.37), diperoleh p, = A =0
untuk w, = — 1, yang berarti bahwa pada keadaan ini, rapat energi gelap atau
kontribusi dari A sebagai energi gelap adalah konstan atau tidak berubah terhadap
waktu. Dalam studi dinamika kosmologi, setiap materi-energi penyusun alam
semesta haruslah dinamik [33], maka A sebagai energi gelap dapat pula
diasumsikan berubah terhadap waktu. Agar asumsi ini terpenuhi dan dengan
meninjau persamaan keadaan energi gelap (4.46), maka dapat dipilih wy, #= —1
sehingga rapat energi gelap menjadi dinamik (9, = A # 0). Dengan demikian,
persamaan kontinuitas untuk kontribusi A sebagai energi gelap dengan wy # — 1

diberikan sebagai
par + 3H(1 + wy)pp = 0, atau

A+3HA +w\)A=0. (4.47)

IV.2.3 Persamaan Friedmann “efektif”” pada brane

Persamaan Friedmann “efektif” pada brane merupakan persamaan
Friedmann yang diturunkan dari persamaan medan Einstein “efektif” pada brane
(3.48) yang memenuhi metrik FRW pada brane (4.4) dan menggambarkan
dinamika alam semesta brane. Dengan menggunakan persamaan (4.5)-(4.9), dan
dengan memasukkan persamaan (4.27)-(4.28) untuk kosmologi FRW pada brane,
maka diperoleh turunan dari persamaan medan Einstein “efektif” pada brane adalah

sebagai berikut:

() Untuk PG, dengan p=v=0;

. - 2
.' 2_<z)_ﬁ_£ © LA WL
| H = D s R CE L
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(i) Untuk “G,, dengan pu=v =1;

. .2
a a k
—2(5) — (E) -z T oAt 2 protal | (4.49)

@ @ i i -
(iif) Sedangkan, untuk *“'G,, dan *“G,, memberikan hasil yang sama seperti

pada persamaan (4.49), ¥G,, = WG, = @g,,.

Selanjutnya, dengan memasukkan persamaan (4.48) ke dalam persamaan (4.49),
maka diperoleh

%=?4—%2(p+3P)—%2%(2p+3P)—22—1i, (4.50)
dengan k? = k? = 8nGy, dan
A= i)ij : (4.51)
Dengan menggunakan persamaan (3.43), maka diperoleh hubungan
2\ = o0, dimana o = 671\@ , (4.52)

adalah tensi pada brane dalam model RS [11]. Dengan demikian, persamaan (4.48)
dan (4.50) dapat dituliskan menjadi

Ay  k K? k2p? 44U
H2=___ —_ _ —_— 4

3 a? + 3’0 + 3 0 + Ko ’ (4.53)
i A, 4nGy K2 p 12U
a_ D P)— —Z(2p+3P) — . 4.54
= =3 3 (p+3P) 30( p+3P) oy (4.54)

Persamaan (4.53) dan (4.54) merupakan persamaan Friedmann “efektif” pada

brane, yang mana dua suku terakhir pada kedua persamaan tersebut merupakan

suku koreksi dalam skenario dunia brane terhadap persamaan Friedmann standar
— h (2.47).

PC
\
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IVV.3 Limit Energi Rendah dan Kosmologi pada Daerah Energi Tinggi

IV.3.1 Limit energi rendah

Pada analisis tingkat energi, diperkenalkan skala energi massa k; ~ M, 2
dengan M, ~ Mp, dimana M, ~ 10'® TeV adalah skala massa Planck. Sedangkan
k2 ~ M33, dengan besar Ms ditentukan melalui generalisasi skala energi massa
pada dimensi ekstra dan hubungannya dengan skala fundamental yang diberikan
oleh [15]

My, = 1062-150)/(d+2) ey | (4.55)
= M5 > 10’ TeV

dimana kompaktifikasi dimensi ekstra dengan volume besar memiliki skala energi

yang lebih rendah dari skala Planck,
M,, ~1TeV S My,q < Mp ~10"° Tev, (4.56)

dengan M,, adalah skala electroweak, serta A = M;‘ dapat ditentukan dengan

menggunakan persamaan (3.42) yang diberikan sebagai

2

M
M) N(Vi> M# > (1 TeV)*, (4.57)
= AN*= M, >1TeV.

Namun pada limit energi rendah, M5 dan M), cukup besar dibandingkan skala energi

materi normal, yakni M « Ms, M) , dengan T, ~ o(M*) [5].

Suku kedua pada ruas kanan persamaan (3.48) merupakan kontribusi materi
normal yang memenuhi energi lokal brane, sedangkan suku ketiga yaitu suku

kuadratik, I1,,, dapat diabaikan pada limit energi rendah. Hal ini ditunjukkan oleh

perbandingan suku I1,,, terhadap suku materi biasa yang diberikan sebagai

4 4
K3 0| |Tw| M p P

~ ~— =~ 4.
KZ T | ANoM AN o (4.58)
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Iy ~ (Tw,)2 merupakan suku koreksi materi energi tinggi yang dapat diabaikan
pada limit energi rendah, dimana p <« A pada gambaran alam semesta saat ini
(p < o, dan H « p'/?), tetapi lebih dominan pada energi tnggi, p > A yang
terjadi di awal-awal alam semesta (p > o, dan H « p ) dan mengubah dinamika

kosmologi standar dimana H o p/2 [15,17].

Selanjutnya ditinjau limit energi pada suku tensor Weyl, E,,,,. Pertama untuk
suku longitudinal, Ej, yang sepenuhnya ditentukan oleh T, melalui persamaan

(4.40), diperoleh

Bl Mt
] "o 3

dengan skala energi yang setara dengan suku kuadratik [5,10]. Kedua untuk suku
transverse-traceless tensor Weyl, EJ; yang menggambarkan efek non-lokal bulk.
Efek ini murni dari materi-energi dalam bulk, yaitu graviton 5D yang bergerak
bebas dalam ruang-waktu 5D dan dapat secara bebas tereksitasi melewati brane,
yang kemudian muncul sebagai efek non-lokal pada brane. Untuk menghitung
skala energi dari efek ini, dapat ditinjau sebuah potensial gravitasi yang
diperkenalkan oleh Randall-Sundrum [7]. Potensial gravitasi antara dua benda pada
brane dimodifikasi melalui pertukaran graviton yang berada dalam bulk 5D yang
diberikan sebagai [5,7,15]

V(r) ~ G MM () 4 2 (4.60)
r Ny 3rz )’ '
dimana r adalah jarak antara dua benda dan
6
= | — A_5 (4.61)

adalah jari-jari skala kelengkungan ruang-waktu AdS bulk 5D [5,11]. Skala

kelenakungan, ¢ dapat dihitung dengan menggunakan persamaan (3.43) yang

g sebagai [11,15]
PDF
i N 2

¢~ — ~ 10" M ~ 1071, (4.62)
MS
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= £~ (10" Tev) 5 10%m,

dengan I, ~ 107> m adalah skala panjang Planck. Dengan demikian, secara
konservatif perbandingan energi untuk suku transverse-traceless tensor Weyl
diberikan sebagai [5,10]

EE| g MM

(4.63)
K? |TMV| My

Pada limit energi rendah, tidak hanya suku II,,, suku E,, juga dapat
diabaikan. Hal ini ditunjukkan pada perbandingan energi dari persamaan (4.59) dan
(4.63), dimana pada limit energi rendah suku E,, — 0 dan kontribusinya tidak
ada, sebab suku ini memiliki skala energi tinggi yang setara dengan suku kuadratik
dalam T, . Sehingga persamaan medan Einstein “efektif” pada brane (3.48) dapat

dituliskan menjadi persamaan medan Einstein biasa,

WG, = —Aiqu + K27, (4.64)

untuk limit energi rendah [10], yang mana memenuhi model ACDM pada dinamika

kosmologinya seperti yang disajikan oleh Gazali Yunus, et al. [43].

IV.3.2 Kosmologi pada daerah energi tinggi

Pada kasus energi tinggi, suku II,,, dan suku E,, dalam persamaan medan
Einstein “efektif” pada brane (3.48) tidak diabaikan. Mengingat bahwa skala energi

suku E,, setara dengan skala energi suku IL,, dalam T, . Oleh sebab itu, jika
diambil prinsip kesetaraan (E,, ~ Il, ), maka pada pendekatan energi tinggi

diperoleh

IR

— (4.65)

dan ‘rapat radiasi gelap’ (pg ) dapat didefinisikan melalui hubungan pada

- n (4.65) sebagai

| _ 206wV

py = (4.66)

K2
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Dengan menggunakan persamaan (4.42), maka persamaan konservatif untuk

“radiasi gelap” pada daerah energi tinggi dapat dituliskan menjadi
U+ 8HU = 0. (4.67)

Dari persamaan ini, dapat diperoleh persamaan keadaan untuk radiasi gelap adalah
wy = 5/3 dan tekanan isotropik “efektif” sebagai efek non-lokal bulk adalah 5 /3
pada kasus energi tinggi. Jika ditinjau persamaan keadaan umum (4.36), maka
untuk w > 1/3, keadaan ini memungkinkan adanya materi relativistik yang
memiliki kecepatan lebih cepat dari cahaya (v, = ¢) khususnya pada daerah energi

tinggi, yakni pada kondisi paling awal alam semesta.

Pada pendekatan energi tinggi ini, dinamika kosmologi standar menjadi
termodifikasi seperti yang telah dibahas sebelumnya, dan persamaan Friedmann

“efektif” pada brane (4.53) dapat pula dituliskan kembali sebagai

HZ = HSZ + HHE2 N (468)
dengan
A k k2
H? = ?“ ——+5p. dan (4.69)
kZp? 44U
Hyg? = 35 + prp (4.70)

dimana Hg? merupakan persamaan Friedmann standar dengan Hs < p'/? yang
dominan pada limit energi rendah ( H? ~ Hg?). Sedangkan Hyz? merupakan suku
koreksi energi tinggi terhadap persamaan Friedmann standar dengan Hyz o« p dan
dari persamaan (4.67) diperoleh solusi rapat radiasi energi tinggi U ~ p? « a8
yang dominan pada keadaan paling awal alam semesta (H? ~ Hyg?). Dengan
demikian, persamaan (4.53) merupakan persamaan dinamika kosmologi yang
paling efektif untuk menggambarkan evolusi materi-energi dari keadaan paling

awal alam semesta hingga saat ini karena tambahan suku koreksi energi tinggi yang

—_— in modifikasi dari model dunia brane.
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BAB V

DINAMIKA KOSMOLOGI DUNIA BRANE

V.1 Persamaan Dinamik pada Kosmologi Dunia Brane

Dalam studi dinamika kosmologi, untuk menggambarkan evolusi materi-
energi (komponen tunggal) penyusun alam semesta, maka diperlukan suatu
persamaan dinamik atau persamaan gerak seperti yang diperkenalkan pada
persamaan (2.52). Pada daerah energi tinggi, persamaan (2.52) dapat digeneralisasi
dengan menambahkan suku koreksi energi tinggi dalam skenario dunia brane yang

diberikan sebagai

2

2 ,
H=—%Z(Hwi)pi—;czz:(uwj)’%, .1)

J

dimana i berjalan pada limit energi rendah yang memenuhi dinamika kosmologi
standar, dengan komponen berupa kelengkungan, energi gelap, materi relativistik
(radiasi), dan materi non-relativistik (i = k, A, M, dan M = r, m). Sedangkan j
berjalan pada daerah energi tinggi, dengan komponen berupa radiasi dan radiasi
gelap (j =r,U). Untuk w, # —1, maka persamaan (5.1) dapat diuraikan
menjadi

Ay K2 K2p, 16U
- 7(1+W/\) - 7(pM+PM) - T(Pr"‘Pr) = (5.2)

k
a2

Dengan menggunakan persamaan (2.51), maka persamaan (4.54) dapat
digeneralisasi menurut persamaan (4.53) dan (5.2) untuk kasus w, # —1 dan

pendekatan energi tinggi yang diberikan sebagai

2

4Gy
3

K* Py 12U
—2 3B.) — ——, (53
T 2p +3R) — o, (53)

_.. A
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atau dapat pula disederhanakan menjadi

K2 12U
(p+3P)= T p,+3R) -

Ko’

4Gy
3

(5.4)

a
a

dimana p dan P masing-masing merupakan rapat materi-energi total, p = pp + pu
dan tekanan isotropik total P = P, + P,, pada limit energi rendah, dengan

P, = wy p, dan p, memenuhi persamaan (2.55).

Dalam model ACDM, berdasarkan data observasi sudut horizon pada CMB,
alam semesta hampir datar (flat) dan dianggap bahwa k = 0, dengan kerapatan total
materi-energi penyusun alam semesta adalah Q.. = 1 [31]. Untuk kasus alam
semesta flat (k = 0), diperoleh persamaan gerak “efektif” dalam kosmologi dunia
brane mengikuti persamaan (4.53) dan (5.2) sebagai berikut:

K%p,? 12U
gr * K20

3H? = Ay + K?py + , (5.5)

2

. Ay K K2p 16U
H=—7(1+WA)—7(PM+PM)— -

(pr+Pr)_ 2 ° (56)

dimana rapat materi-energi p,, dan tekanan P,, masing-masing diberikan sebagai
Py = pr + pm dan Py, = B. = p,/3, dengan p, adalah rapat radiasi dan p,,
adalah rapat materi non-relativistik. Disini persamaan keadaan efektif total,
Wesr = Piot /Pror diberikan sebagai [33]

2 H

Wetr = -1 - gm . (57)

V.2 Pendekatan Sistem Dinamik pada Brane

Pada studi lanjut dinamika kosmologi, untuk medan skalar dan fluida ideal
diperkenalkan variabel-variabel tak-berdimensi (dimensionless) [33]. Dinamika

kosmologi dunia brane dalam studi ini juga digunakan variabel-variabel tak-

berdimensi untuk menggambarkan evolusi alam semesta. Berdasarkan persamaan
n “efektif” (5.5) untuk k = 0 dengan tambahan suku koreksi energi tinggi,

| | at diberikan variabel-variabel tak-berdimensi sebagai berikut:
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JA K./ K 22U
X = _4 > X = Pr 5 X3 = i 5 X4 = —=. (58)
V3H V3H \3oH kH\o

Sedangkan parameter-parameter kerapatan untuk energi gelap, radiasi, dan radiasi
gelap atau ‘radiasi gravitasi’ masing-masing dapat dituliskan sebagai

Qp = x, Q. = x5 + x%, Qu = x2, (5.9)
dan materi non-relativistik didefinisikan sebagai

2

K
Qm53572n=1—x12—x22—x32—xf, (5.10)

yang mana memenuhi hubungan
QtOtE QA+Qm+QT‘+Q’U =1 , (511)

dari persamaan (5.5).

Dengan menggunakan persamaan (5.5)-(5.6) dan persamaan kontinuitas
untuk setiap medan materi-energi pada brane, maka dapat diperoleh persamaan-
persamaan autonomous, yaitu turunan dari variabel x;, x,, x5, dan x, terhadap N,

dengan N = Ina yang diberikan sebagai berikut:

dxl 3 H

d_N = —5(1+WA)X1 - xlm , (512)
de H

d_N = — 2x2 — Xy m 5 (513)
dx3 H

d_N = — 4X3 — X3 m , (514)
dx4 H

d_N = — 4X4 — X3 m , (515)

dimana H/H? diberikan sebagai

H 1
7= 5(3 + 3wpx? + xF + 5x% 4+ 5x%). (5.16)
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Untuk kasus ini, persamaan keadaan efektif total (5.7) adalah
2 1 2 2 2

Weff = WA Xj + E(XZ + SX3 + 5x4 ) . (517)

Pada limit energi rendah, suku energi tinggi lenyap (x;, x4 = 0), titik tetap
dari sistem dinamik (5.12)-(5.15) untuk w, # —1 pada masa dominasi energi

gelap diberikan sebagai
(x1>x2): (il,O), szoa Wetf = Wa, (518)

yang memenuhi syarat dx;/dN = 0. Dengan demikian, berdasarkan persamaan
(5.18), untuk masa dominasi energi gelap (dalam hal ini A berkontribusi sebagai
energi gelap) diperoleh titik tetap (Q, , Q) = (1, 0). Sedangkan nilai eksplisit w,
dapat ditentukan dengan meninjau lintasan solusi ruang fase dari sistem dinamik
(5.12)-(5.15) pada titik tetap (Q, , Q) = (1, 0).

Jika diasumsikan persamaan keadaan untuk energi gelap bervariasi atau
berubah terhadap waktu, dan perubahannya bergantung pada volume atau skala
alam semesta [44,45], maka w, dapat diparameterisasi sebagai fungsi dari faktor
skala, w, =w,(a) [33,46]. Oleh sebab itu, dengan menggunakan limit
berdasarkan data observasi [33], maka variasi persamaan keadaan energi gelap
untuk masa alam semesta didominasi oleh energi gelap dengan titik tetap
(Qu, Q) = (1, 0) diberikan pada Tabel 5.1 berikut.

Tabel 5.1 Variasi w, pada titik tetap (Q, , Q) = (1, 0)

Variasi wy Solusi
wy > 0 Saddle
wy =0 Tidak Stabil
wy <0 Stabil

—4/3< wy < —1/3 Stabil

(asumsi berdasarkan data observasi)

solusi dari variasi persamaan keadaan pada Tabel 5.1 untuk kasus
energi gelap dengan titik tetap (Q, , Q) = (1, 0) diberikan pada Gambar
2.
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Gambar 5.1 Lintasan solusi ruang fase untuk persamaan (5.12)-(5.13) pada titik tetap
(Q, , Q) = (1, 0) dengan variasi wy. (a) Untuk w, > 0, titik kritis (2) pada
titik x = x; = 1, y = x, = 0 adalah titik saddle. (b) Untuk w, = 0, solusi
menjadi tidak stabil, dan (c) untuk w, < 0, titik kritis (1) pada titik x = 1,
y = 0 adalah titik stabil, sedangkan titik kritis (2) pada titik x =0, y =0

adalah titik saddle.
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lap haruslah negatif (w, < 0), seperti yang ditunjukkan pada Gambar
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Gambar 5.2 Lintasan solusi ruang fase untuk persamaan (5.12)-(5.13) pada titik tetap
(Qp, Q) = (1, 0) dengan variasi wy, adalah —4/3 < w, < —1/3, dimana
titik kritis (1) pada titik x =x; =1, y =x, =0 adalah titik stabil,
sedangkan titik kritis (2) pada titik x = 0, y = 0 adalah titik saddle.

Berdasarkan data observasi SN Ia, jelas menunjukkan alam semesta berekspansi
dipercepat karena keberadaan energi gelap dengan persamaan keadaan, wpg <
— 1/3 [33]. Sedangkan berdasarkan analisis data kombinasi SN la, CMB, dan
BAO, menggunakan WMAP, menunjukkan persamaan keadaan untuk energi gelap
adalah —1.098 < wpg < —0.841 dan jikawpg = —1 seperti dalam model ACDM,

parameter rapat energi gelap dari parameter pergeseran CMB diperoleh menjadi

0.72 < Qg)])a < 0.77, sedangkan nilai Qg% menjadi lebih kecil untuk peningkatan
wpg [33]. Dengan demikian, secara observasional untuk memenuhi kasus alam

semesta berekspansi dipercepat (wpg < — 1/3) dengan kontribusi energi gelap

Qg)l); = 0.726 + 0.015, maka dapat dipilih persamaan keadaan untuk energi gelap
adalah —4/3 < wpg < —1/3 seperti yang ditunjukkan pada Gambar 5.2 dengan
wpg = w, . Jika persamaan keadaan energi gelap berubah terhadap waktu, dimana

w, diparameterisasi sebagai fungsi dari faktor skala alam semesta a, maka w,

haruiclah herpanding terbalik dengan a (w, ~ 1/a), sebab perubahan a semakin

f

t terhadap perubahan waktu [31,42,46], sedangkan w, haruslah semakin

ena apabila w, semakin meningkat hingga w, = 0, maka solusi yang

menjadi tidak stabil seperti yang ditunjukkan pada Gambar 5.1(a) dan
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5.1(b), dan tidak memenuhi keadaan alam semesta saat ini. Evolusi dari
w, ditentukan dengan menggunakan persamaan (5.20) yang diparameterisasi

sebagai fungsi dari a yaitu [33,46]

wy(a) = Z wpX,(a), n<1 (5.19)
n=0

ag

dimana fungsi ekspansinya diberikan sebagai, X,(a) = ( — ;)n, maka
persamaan (5.19) dapat diuraikan menjadi

a
wp(a) = w, +w1(1 - ?0) C =43 <wy(@ <—1/3.  (5.20)
Untuk a = ay, = 1, maka wy(a) — w, dan wy(a) = wy + w; untuk a — oo,

sehingga dapat ditentukan bahwa wy, = — 1/3 dan wy, + w; = —4/3.

V.3 Dinamika Alam Semesta Brane

Dinamika alam semesta brane dalam studi ini digambarkan melalui evolusi
dari komponen tunggal yang mendominasi alam semesta brane. Komponen-
komponen yang memiliki masa dominasi tersebut diantaranya adalah radiasi,
materi (non-relativistik), dan energi gelap. Evolusi dari komponen-komponen ini

untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada Gambar 5.3.

Pada Gambar 5.3 diplot evolusi dari Q,, Q,,, dan Qg terhadap N, yang
masing-masing adalah parameter kerapatan energi gelap, materi (non-relativistik),

dan radiasi total efektif yang didefinisikan sebagai
Qr = Q, + Q, (5.21)

yang dominan pada daerah energi tiggi (awal-awal alam semesta) yang secara rinci
dibahas pada Subbab V.4. Pada era radiasi ini, diperoleh persamaan keadaan efektif,
wegs > 1/3 yang timbul karena efek dari suku koreksi energi tinggi yang

mengubah dinamika kosmologi standar, khususnya pada awal- awal alam semesta.

nergi tinggi (awal-awal alam semesta) dibatasi pada N = 0 hingga N = 2,

il 2 F n limit energi rendah dimulai dari masa kesetaraan materi-radiasi, yakni
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Gambar 5.3 Evolusi dari Q,, Q,,, dan Qp dengan radiasi total efektif, Qz = Q, + Qq,
seiring dengan evolusi persamaan keadaan total efektif, wq¢ dan persamaan
keadaan energi gelap, wy = —4/3 + e~". Kondisi awal diberikan sebagai

x; =0.5%x1077, x, = 0.12, x3 = 0.65, x, = 0.745 pada N = 0.

pada N = 2. Selanjutnya pada era materi, yaitu era dominasi dari materi non-
relativistik diperoleh persamaan keadaan efektif, wog =~ 0 yang kompatibel dengan

persamaan keadaan materi non-relativistik, yaitu w,, = 0.

Untuk era dominasi energi gelap, yang menggambarkan keadaan alam

""""" ta—gaat ini, persamaan keadaan efektif pada persamaan (5.18) setara dengan

" i

n keadaan energi gelap (w.ss = w, ), yang mana w, dapat diberikan
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wy=—=+e, (5.22)

yang merupakan representasi dari persamaan (5.20), dengan N = Ina, dimana
untuk a =ay =1 maka weg = —1/3, jika a>1 maka wegr < —1/3 yang
menunjukkan percepatan ekspansi alam semesta, dan jika a — oo maka diperoleh
wegr = —4/3. Jika ditinjau keadaan alam semesta saat ini berdasarkan data

observasi yang diberikan pada persamaan (4.45), dari Gambar 5.3 diperoleh
Q, = 0.7258,
Q, = 02739,
Qr ~ Q, =0.0003, (5.23)
Qy =0.00,
Wegr = —0.97,

pada N = 8.7. Parameter kerapatan energi gelap, Q, pada persamaan (5.23)

menunjukkan angka yang sesuai dengan analisis data kombinasi SN la, CMB, dan

BAO, menggunakan WMAP, yaitu Qg)% = 0.726 + 0.015 yang diberikan pada
persamaan (4.45). Selain itu, weg pada persamaan (5.23) juga menunjukkan angka
yang kompatibel dengan persamaan keadaan energi gelap saat ini yang diberikan

pada persamaan (4.46), yaitu wpg = —0.94 + 0.1 atau —1.098 < wpp < —0.841 .

V.4 Awal-awal Alam Semesta Brane

Pada titik awal, alam semesta didominasi oleh materi relativistik (radiasi),
Q, dan radiasi gelap atau ‘radiasi gravitasi’, Q; Yyang menjadi komponen
penyusun radiasi total efektif pada brane yang diberikan pada persamaan (5.21).
Secara spesifik, materi relativistik (radiasi) juga terdiri dari dua komponen
penyusun menurut persamaan (5.9) yang dapat dituliskan sebagai

Q= 0+ 0P = ¥} + %%, (5.24)
| I» 29) ~ p, merupakan radiasi yang tetap exist pada limit energi rendah,
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Gambar 5.4 Evolusi dari komponen penyusun radiasi total efektif Q, Q,,

dengan Q, = QQ) + Q&Z) (kurva putus-putus warna abu-abu), dan

Wesr pada daerah energi tinggi (awal-awal alam semesta).

sedangkan QQ) ~ p,? merupakan suku koreksi energi tinggi yang bertindak
sebagai radiasi yang hanya exist pada kondisi paling awal alam semesta. Pada
Gambar 5.4 diplot evolusi dari komponen penyusun radiasi total efektif, yaitu Qq,,
QQ), dan Qﬁz) terhadap N yang mendominasi pada awal-awal alam semesta. Pada
kondisi ini, materi non-relativistik dan energi gelap sangat kecil sampai pada masa
kesetaraan materi-radiasi pada N = 2. Dan pada kondisi paling awal alam semesta
diperoleh persamaan keadaan efektif weei > 1/3 atau lebih tepatnya weg =~ 5/3

pada N =~ 0. Keadaan ini disebabkan oleh dominasi suku koreksi energi tinggi pada

—_ aling awal alam semesta seperti yang terlihat pada Gambar 5.5, yang mana

H_-'a‘ b can Referensi [47], pada titik tetap dimana radiasi gelap dominan,

Optimization Software:
www . balesio.com




60

l 4
—
S S
A

+
~, Uy
—
Slo 057 ST
X — ~
I—Nl r 5\\ \\\
— (@) ~
= Q; ~ N\
\\\
AN
\\\§
0 .
0 1 2

Gambar 5.5 Daerah dominasi suku koreksi energi tinggi pada kondisi

paling awal alam semesta (era dominasi radiasi) dengan

kurva padat warna abu-abu adalah Qﬁz) + Q.

(Q, Q) = (0,1) menunjukkan solusi stabil ketika persamaan keadaan w > 1/3.
Hal ini juga ditunjukkan pada persamaan (4.67), yang mana diperoleh persamaan

keadaan radiasi gelap adalah w;, = 5/3 dan kondisi ini berlaku untuk suku koreksi
energi tinggi. Namun, QS) mulai meningkat seiring dengan menyusutnya suku

koreksi energi tinggi, hingga pada titik maksimum ol diperoleh wee =~ 1/3. Pada
kondisi ini, suku koreksi energi tinggi menjadi lenyap dan materi-energi pada limit

energi rendah mulai mendominasi alam semesta.

Daerah berwarna kuning pada Gambar 5.5 merupakan jumlah dari radiasi
gelap dan suku energi tinggi yang berperan sebagai radiasi total yang dominan pada
kondisi paling awal alam semesta dan evolusinya terhadap N menunjukkan
peluruhan yang sangat cepat. Pada Gambar 5.5, radiasi gelap atau ‘radiasi gravitasi’
sangat dominan pada daerah energi tinggi, yang menunjukkan bahwa ‘radiasi
gravitasi’ yang merupakan gelombang gravitasi 4D sangat dominan pada kondisi

nalina awal alam semesta dan dapat diasumsikan bahwa: gelombang gravitasi yang

dominan pada daerah energi tinggi, meluruh dan tereksitasi ke dalam bulk

| raviton 5D pada limit energi rendah (lihat juga Referensi [48,49]).
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BAB VI

KONSTANTA KOSMOLOGI NON-LOKAL

V1.1 Konstanta Kosmologi “ Efektif ” dalam Dunia Brane

Dalam skenario dunia brane, konstanta kosmologi “efektif”” pada brane yang

diberikan oleh persamaan (3.41) dapat dituliskan kembali menjadi

3 K2A
ff
AS =-mt 5 6.1)
dimana
6
As = — g_z , (6.2)

adalah konstanta kosmologi non-lokal mengikuti persamaan (4.61), sedangkan A
merupakan energi vakum yang terlokalisasi pada brane. Dengan menggunakan
persamaan (4.57) dan (4.62) pada persamaan (6.1), besar skala energi vakum

“efektif” dalam model dunia brane secara teori diperoleh
IAST| ~ (107 Gev)” . (63)
Jika ditinjau sebagai rapat energi vakum

&nG ’

eff _

Prn = (6.4)

mengikuti persamaan (2.55) dengan x? = 87, maka rapat energi vakum “efektif”

dari persamaan (6.1)-(6.2) dapat diberikan sebagai

P = po + pi (6.5)
im ) _ As 3 _
ity \ P = ﬁ = = K2 P2 = Pe > dan (66)
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| >

P (6.7)

Sedangkan besar rapat energi vakum “efektif” dalam model dunia brane

berdasarkan persamaan (6.5) adalah
|oST| ~ 10" Gev* ~ 107 M}, (6.8)
dimana M, ~ 10" GeV = 10'° TeV.

Berdasarkan data observasi pada percepatan ekspansi alam semesta saat ini,
rapat energi vakum dalam kosmologi standar p, o« a® dan konstanta kosmologi A
sebanding dengan kuadrat dari parameter Hubble H, sekarang untuk era dominasi

energi gelap. Pada kasus ini, besar skala A secara observasi adalah [33]

A~ HE = (21330 x 107% GeV)®, (6.9)

dengan h = 0.7 adalah konstanta parameterisasi dari tetapan Hubble sekarang. Jika

didefinisikan sebagai rapat energi vakum, maka secara observasi diperoleh
pr ~ 107 Gev* ~ 10712 M2 . (6.10)

Berdasarkan teori standar untuk energi vakum (p) dalam ruang vakum, diperoleh
rapat energi vakum pyac = 10’* GeV* yang 10'?! kali lebih besar daripada nilai
observasi (6.10) [33]. Sedangkan rapat energi vakum “efektif” yang diperoleh
dalam model dunia brane (6.8) masih 10% kali lebih besar daripada nilai p,, pada
persamaan (6.10), namun nilai ini jauh lebih kecil daripada teori standar. Pada kasus
lain, untuk skala QCD diperoleh py,c ~ 107 GeV* [33], yang juga masih jauh
lebih besar daripada p, meskipun nilai ini lebih kecil daripada rapat energi vakum
“efektif” dalam model dunia brane. Sedangkan rapat energi vakum yang mendekati
nilai observasi (6.10) diperoleh melalui model Super-Simetri (SUSY) yang dibahas
dalam Referensi [33].
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V1.2 Energi Gelap dalam Dunia Brane

Dalam studi dinamika kosmologi dunia brane, rapat energi vakum “efektif”
(6.5) dapat diartikan sebagai rapat energi gelap total pada brane. Sehingga, selain
variabel-variabel yang didefinisikan pada persamaan (5.8), pada kasus ini juga
diperkenalkan variabel baru, yaitu:

_ o _ VA
X5 = AH - Ten (6.11)

mengikuti definisi p) pada persamaan (6.7). Selanjutnya dengan menggunakan
persamaan (6.5), maka parameter kerapatan energi gelap total yang diberikan pada

persamaan (5.8)-(5.9) dapat didefinisikan sebagai
Q' =0, =Q, + Q, (6.12)
dimana
Q) = xZ, (6.13)

adalah parameter kerapatan energi vakum yang terlokalisasi pada brane, dengan
memilih p, = 0 = A atau dianggap bahwa persamaan keadaan untuk energi vakum
lokal brane adalah konstan dan tidak berubah terhadap waktu, yaitu w) = —1.
Sedangkan Q, merupakan parameter kerapatan untuk konstanta kosmologi non-

lokal yang diberikan sebagai

As
Q[ = 6? = — (H'g)_z = QA - Q)\, (614)

yang didefinisikan berdasarkan persamaan (6.6).

Jika As = 0, maka pada brane diperoleh A, =0 = A dengan wy = w,,
sebab A, = k?p) dan keadaan ini memenuhi model ACDM yang dengan jelas
dibahas pada Referensi [43]. Namun, jika dipilih A5 # 0 dan kontribusinya

memiliki peran yang penting pada evolusi energi gelap, dengan mengasumsikan

s # 0, sehingga keberadaan dari A5 dapat memaksakan A, # 0 dengan

H.I“_'-iﬂ | ), = —1 bahkan w, bervariasi atau berubah terhadap waktu. Dengan
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demikian, untuk kondisi awal x5 = x;, maka turunan dari variabel x5 pada

persamaan (6.11) terhadap N dapat diberikan sebagai

dX5

Xs
N 2 (3 — 3x%Z + x7 + 5xF + 5x). (6.15)

Efek dari kontribusi konstanta kosmologi non-lokal, A5 pada dinamika kosmologi

dunia brane khususnya pada energi gelap dapat dilihat pada Gambar 6.1 berikut.

08 +

06 +

Qp

04 +

02 +

14

Gambar 6.1 Evolusi dari Q, dan Q, untuk Q, (kurva putus-putus warna abu-abu)
memenuhi persamaan (6.12)-(6.14). Kondisi awal diberikan sebagai x5 =

x; =0.5x 107" pada N = 0.

Pada Gambar 6.1 diplot evolusi dari Q, dan Q) terhadap N yang merupakan
komponen parameter kerapatan energi gelap total Q, pada dinamika kosmologi
dunia brane. Karena energi gelap dominan pada limit energi rendah, maka solusi

yang diberikan pada Gambar 6.1 dimulai pada N =~ 2. Gambar 6.1 menunjukkan

— pat energi dari konstanta kosmologi non-lokal A5 meningkat seiring

| neningkatnya parameter rapat energi gelap Q,, tapi kemudian menurun

nergi vakum lokal brane, Q) mulai meningkat dan mendominasi alam

Optimization Software:
www . balesio.com




65

semesta. Selain itu, plot evolusi Q, pada Gambar 6.1 juga memiliki nilai
perubahan yang serupa dengan evolusi rapat energi suku Gauss-Bonnet yang
diberikan oleh Referensi [33,50], dimana suku GB pada kasus ini memiliki peran
penting pada skenario ekspansi alam semesta dipercepat. Dengan meninjau keadaan
alam semesta saat ini berdasarkan persamaan (5.23), dimana saat Q, = 0.72,

Q= 0.27,dan weee =~ —0.97 pada N = 8.7, dari Gambar 6.1 juga diperoleh
Q, = 0.7106, Q) = 0.0152, (6.16)

yang memenuhi masa sekarang untuk ekspansi alam semesta dipercepat dengan
kontribusi energi gelap Q) ~ 72% di alam semesta. Dengan demikian,
berdasarkan kontribusi energi pada persamaan (6.16), kontribusi konstanta
kosmologi non-lokal As yang disimbolkan sebagai Q, lebih dominan daripada
energi vakum lokal brane, sehingga A5 sangat mungkin menjadi sumber dari energi
gelap yang mengakibatkan alam semesta berekspansi dipercepat pada masa

sekarang.

V1.3 Jari-jari Kelengkungan Bulk AdS 5D

Jari-jari kelengkungan ruang-waktu bulk AdS 5D disimbolkan sebagai £ dan
relasinya dengan konstanta kosmologi non-lokal As diberikan pada persamaan
(6.2). Sebagaimana yang telah dibahas sebelumnya, dimana As # 0 dan
kontribusinya memiliki peran yang penting pada masa dominasi energi gelap saat
ini, dengan memandang bahwa A5 berubah terhadap waktu (As # 0), maka secara
otomatis jari-jari kelengkungan ruang-waktu bulk AdS 5D juga berubah terhadap
waktu. Secara spesifik, perubahan dari ¢ sangat bergantung pada perubahan As,
dimana untuk A5 > maka ¢ « dan sebaliknya, untuk A5 << dan A; — 0 maka ¢ >

dan £ — oo.

Dalam studi dinamika kosmologi, jari-jari kelengkungan ruang-waktu bulk

AdS 5D dapat pula ditentukan dengan menggunakan persamaan (6.14) yang dapat

- 1 sebagal

Hf = | — — . (6.17)
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Gambar 6.2 Jari-jari skala kelengkungan ruang-waktu bulk AdS 5D mengikuti

persamaan (6.17) yang bergantung pada evolusi Q, terhadap N.

Pada Gambar 6.2 diplot jari-jari skala kelengkungan ruang-waktu bulk AdS 5D
terhadap N mengikuti persamaan (6.17) yang menunjukkan bahwa perubahannya
sangat bergantung pada evolusi Q,, dimana jari-jari skala kelengkungan bulk
menyusut seiring dengan meningkatnya Q,, tapi meningkat dan bahkan £ — oo
pada saat 2, menyusut dan Q, — 0. Jari-jari kelengkungan ruang-waktu bulk AdS
5D yang sangat besar (£ — o) merupakan realisasi model RS2 [7,51] yang juga
kompatibel dengan model DGP dalam skenario dunia brane [8], dimana volume
dimensi ekstra yang tak-hingga V; — oo sebanding dengan jari-jari kelengkungan
bulk AdS5D (V4 ~ ¢).

— Jain bergantung pada evolusi Q,, jari-jari skala kelengkungan ruang-

f

Ik AdS secara rinci juga bergantung pada parameter tetapan Hubble H,,

persamaan (6.17) dapat diparameterisasi menjadi
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£ = — =i, (6.18)

1 1
gy = — |— , 6.19
7 H, ,} |21 (6.19)

dimana i adalah bilangan imajiner yang menunjukkan bahwa £ merupakan dimensi

dengan

ekstra dari sebuah brane 4D (permukaan-hiper X ), sedangkan ¢, adalah besar jari-
jari kelengkungan ruang-waktu bulk AdS 5D secara lokal. Pada Gambar 6.2, di
awal-awal alam semesta untuk N = 0, jari-jari skala kengkungan bulk sangat besar
dan menuju tak-hingga, namun jika digunakan persamaan (6.18)-(6.19), dimana
evolusi parameter tetapan Hubble sangat besar di awal-awal alam semesta
(H(t = 0) — oo pada N = 0) dan semakin menyusut pada waktu t yang semakin
besar berdasarkan dari Referensi [42,52], sehingga diperoleh ¢ < bahkan £ — 0
di awal-awal alam semesta. Jika ditinjau pada N = 8.7 dengan Q, = 0.71 dari
persamaan (6.16), maka dengan menggunakan persamaan (6.19) diperoleh jari-jari

kelengkungan ruang-waktu bulk AdS 5D secara lokal adalah

1.186

0 ~ 10% Gev™' ~ 10%" 1, (6.20)
Hy

= £, ~ 10 m ~ 10 Glyr,

dengan H, = 100h km/sMpc = 2.1332h x 10™** GeV dan h =~ 0.7 untuk
parameter Hubble sekarang [33]. ¢, yang diperoleh pada persamaan (6.20)
merupakan nilai spesifik dari jari-jari kelengkungan bulk saat ini secara observasi
yang 10°° kali lebih besar daripada # pada persamaan (4.62), dan besar skalanya

setara dengan skala jari-jari alam semesta saat ini yaitu ~ 46 Glyr atau sekitar

~ 4.4 x 10%® m [53,54] dan akan terus meningkat hingga £ — oo seiring dengan

naoanyLIcLl nya Q[ dan HO .
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BAB VII

KESIMPULAN DAN SARAN

VII.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil studi yang telah dilakukan dan dibahas dalam Skripsi ini,

maka dapat ditarik beberapa kesimpulan sebagai berikut:

(@) Persamaan medan Einstein biasa dalam relativitas umum tergeneralisasi
dalam model dunia brane. Generalisasi persamaan medan Einstein biasa dalam
dunia brane diberikan oleh persamaan (3.40) yang dinyatakan sebagai persamaan
medan Einstein “efektif” pada brane. Pada persamaan ini terdapat beberapa suku
koreksi yang men-generalisasikan persamaan medan Einstein biasa, yaitu: suku
I1,,, yang relevan dengan energi tinggi, dan suku E,,, yang relevan dengan graviton
5D, serta tambahan suku F,, yang lenyap apabila tidak ada medan materi lain

selain gravitasi dalam bulk.

(b) Persamaan Friedmann termodifikasi pada pendekatan energi tinggi dalam
model dunia brane yang diberikan oleh persamaan (4.68). Secara spesifik,
modifikasi persamaan Friedmann diberikan oleh persamaan (4.53)-(4.54) yang
dikenal sebagai persamaan Friedmann “efektif” pada brane. Dalam persamaan ini
terdapat suku koreksi energi tinggi dengan H « p dan mengubah dinamika
kosmologi standar dimana H « p'/2. Dengan tambahan suku koreksi energi tinggi,
persamaan ini jadi lebih efektif untuk menggambarkan evolusi alam semesta

khususnya di awal-awal alam semesta.

(c) Evolusi di awal-awal alam semesta lebih kompleks melalui pendekatan
energi tinggi dalam dinamika kosmologi dunia brane. Hal ini jelas pada kondisi

— val alam semesta dimana weg > 1/3 yang memodifikasi dinamika
ol =l Jji standar pada masa dominasi radiasi dengan w, = 1/3. Kondisi ini
an oleh dominasi suku koreksi energi tinggi di awal-awal alam semesta

radiasi gelap yang juga dibahas pada Referensi [47].
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(d) Energi gelap yang mendominasi alam semesta di masa sekarang sangat
mungkin berasal dari suku konstanta kosmologi non-lokal, A5 dalam bulk 5D. Hal
ini ditunjukkan pada Gambar 6.1, dimana ekspansi alam semesta dipercepat terjadi
pada masa dominasi konstanta kosmologi non-lokal Q, =~ 0.71 sedangkan energi
vakum lokal brane Q) = 0.01 dengan wgg; =~ —0.97, yang memenuhi data

observasi untuk keadaan alam semesta saat ini. Hal ini berlaku karena keberadaan

dari A5 memberi efek pada AST yang mengharuskan w, # —1 dan persamaan

keadaan energi gelap bervariasi terhadap waktu yang diparameterisasi melalui
persamaan (5.19)-(5.20). Dengan demikian, berdasarkan studi dinamika kosmologi
dunia brane pada limit energi rendah, maka dapat dinyatakan bahwa energi gelap
yang teramati saat ini mungkin merupakan efek dari konstanta kosmologi non-lokal
A5 yang berasal dari bulk 5D, yang kontribusinya akan menyusut seiring dengan

meningkatnya energi vakum lokal brane di alam semesta.

(e) Dalam skenario dunia brane, dimensi ekstra sangat besar dengan jari-jari
skala kelengkungan bulk AdS 5D menuju tak-hingga (£ — o). Hal ini dibuktikan
melalui studi dinamika kosmologi dunia brane yang ditunjukkan pada Gambar 6.2,
dimana jari-jari kelengkungan bulk AdS 5D untuk keadaan sekarang cukup besar
yaitu setara dengan jari-jari alam semesta saat ini, ¢, ~ 10°° m dan terus

meningkat hingga £ — oo seiring dengan menyusutnya Q, dan H,.

VI11.2 Saran

Dalam Skripsi ini, kosmologi dunia brane hanya ditinjau pada metrik FRW
standar dimana brane dipandang statik atau tidak berubah terhadap koordinat
normal Gaussian, dengan y = 0 pada brane. Selanjutnya pada studi dinamika
kosmologi, dimana dipilih persamaan keadaan untuk energi gelap w, # —1 dan
bervariasi terhadap waktu, diperoleh bahwa energi gelap pada brane berasal dari
efek konstanta kosmologi non-lokal. Namun, keadaan ini belum mampu

menunjukkan hubungan sebab-akibat yang jelas mengenai alam semesta yang

- nsi dipercepat saat ini, sehingga untuk penelitian yang lebih lanjut dapat

netrik FRW untuk brane tidak-statik pada kosmologi dunia brane, dengan

da brane. Selain itu, rapat materi non-relativistik dalam studi ini belum
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dijabarkan dan didefinisikan secara spesifik antara materi gelap dengan materi
lainnya (seperti baryon). Masalah ini perlu menjadi perhatian khusus juga untuk
penelitian-penelitian lebih lanjut dalam studi dinamika kosmologi, sebab

berdasarkan data observasi alam semesta saat ini, kontribusi materi gelap cukup

(0

by ~ 5% adalah kontribusi materi

besar, yaitu Q(C(BM ~ 22%, sedangkan sisanya Q

lain (seperti baryon) termasuk juga radiasi [33].

Selanjutnya untuk kasus generalisasi persamaan medan Einstein dalam

model dunia brane, dapat ditinjau medan materi bulk tidak lenyap, dimana

TS; # 0 dan bahkan pada prinsip aksinya, Lagrangian materi bulk Lf,sl) dapat

diganti dengan Lagrangian medan graviton sehingga TS; dapat dinyatakan sebagai
tensor energi-momentum graviton dan tinjauan ini juga tidak menyalahi prinsip
dasar dari skenario dunia brane. Pada kasus ini, interaksi antara partikel model
standar dengan graviton dapat ditelusuri dengan menggunakan persamaan (3.46)
seperti yang dibahas pada Bab 3. Selain itu, untuk penelitian yang lebih lanjut,
linearisasi persamaan medan Einstein “efektif”” pada brane dengan meninjau brane

yang vakum, maka dapat ditelusuri hubungan gelombang gravitasi dengan sumber

berupa tensor Weyl dan atau medan materi bulk (jika TS]; #+ 0) seperti yang dibahas
pada Lampiran B. Kasus ini mungkin dapat menggambarkan gravitasi secara
natural. Selain itu, kedua tinjauan ini mungkin dapat menjelaskan secara rinci
hubungan sebab-akibat antara interaksi partikel model standar-graviton-gelombang
gravitasi secara natural yang terjadi pada kondisi paling awal alam semesta. Hal ini
dapat menuntun pada penjelasan interaksi gaya-gaya fundamental secara natural
dan hubungan sebab-akibatnya dalam TOE, sehingga sangat penting melanjutkan
penelitian ini pada tingkatan yang lebih lanjut untuk menjawab semua pertanyaan-

pertanyaan yang masih misteri di alam semesta ini.
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LAMPIRAN A

PERHITUNGAN DETAIL

A.1 Penurunan Persamaan Gauss-Codazzi-Mainardi
ag

Suatu tensor T “*"%, . dari M di titik p pada = merupakan sebuah tensor
1 l

komponen ruang tangen pada X di titik p jika [12,38]
Ta‘l".ak _ aq . ag dl . dl Tcl...ck (A 1)
by by - q C1 q Ck le le di--dp .

dimana g%, berperan sebagai operator proyeksi ruang tangen dari M di titik p
terhadap ruang tangen pada X di titik p. Hal ini menuntun pada definisi dari operator
turunan D, pada X, hanya dengan memproyeksikan indeks-indeksnya pada X

menggunakan q%, [12,38]

dq--d
DCTal ak bl — qaldl qakdk qblel qblel quVfT 1 k . (Az)

by - e ey

dengan V, adalah operator turunan terkait g, , selain itu

D, qpe = qadqbeqcfvd (gef — Ne nf) =0, (A.3)

dengan V4 g.r = 0 dan q.2n, = 0, hal ini menunjukkan bahwa D, adalah operator
turunan terkait g, , atau dengan kata lain D, adalah operator turunan kovarian pada
¥ dan V, adalah operator turunan kovarian dalam M yang memiliki hubungan
[12,38]

D, = Qabvb . (A.4)

Kelengkungan ekstrinsik dari X didefinisikan sebagai [38]

pr— Kap = QaCCIdec ng = Qacvcnb = Dgny . (A.S)

| catatan bahwa kelengkungan ekstrinsik memiliki simetri, K, = K(gp)

[37]
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Kap) = q(acqb)dvcnd = 49" Ve Nay = Dig My

1

Kap = 5 £nqap - (A~6)

A.1.1 Persamaan Gauss

Persamaan Gauss-Codazzi-Mainardi terkait kuantitas D-dimensi dibangun dari
metrik penuh, g,, pada kuantitas (D — 1)-dimensi yang dibangun dari metrik

induksi, q,;, . Dari definisi tersebut, kelengkungan pada X diberikan sebagai [38]
O=DR b wyg = 2Dy Dpjw, = DgDyw, — DyDgw., (A7)
sedangkan kelengkungan dari M didefinisikan sebagai
PR pe? Wg = 2V V@, (A.8)

dimana w, adalah sebuah dual vektor bidang pada X, dan sejatinya untuk vektor

bidang (yang tidak ditentukan nilainya secara spesifik) pada ¥ memenuhi sifat
wg = qlwg, dan n%w, = 0, (A.9)

karena w, terletak pada X.

Dengan menggunakan definisi persamaan (A.2), maka persamaan (A.7) dapat

diuraikan menjadi
Dy Dp e = qafvf (Qbeve we) = Qafqbgqchvf (CIgeqthe wd)

= qd 400V Ve wg + 44 400V V. w4

+ 47 4,°0.2 45V, wq (A.10)
dimana
0. a"Vr an = a4V (94 —nan?) = — /¢,y
= — Kgen? . (A.11)

| alq i amaan (A.10) dapat dituliskan menjadi

c = QanDechvae wg — qbeKacndve wg — chKabneve Wgq , (A.12)
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dimana

ay’ 1V wg = q,°Ve (nwq) = q°'Ven?wy = —Klwg,  (A.13)
sehingga diperoleh

Do Dy we = 47 45’ 4c"VpVe wg + Kac Kpwa + Kap Kolwq . (A14)

Selanjutnya, dengan meninjau anti-simentri pada indeks a dan b persamaan (A.14),
dimana K, simetri (K, = Kpq = K(ap) ), S€hingga K451 = 0 (lenyap karena sifat
simetri). Dengan memasukkan anti-simetri dari persamaan (A.14) ke dalam

persamaan (A.7), maka diperoleh
P=DR e 0 = 2q1, 4540V Ve g + 2 Kefa Ky g
= 244 4’4"V Veyon + 2 Kefa Ky 04
= ¢/ 4,00 PR, wa + 2 Ko Kplwg . (AL15)

dimana

Dari persamaan (A.15), diperoleh persamaan Gauss untuk D-dimensi:
(D_l)Rabcd = Qaeqbengdh (D)Refgh + Kac Kbd - Kbc Kad . (A-16)

Dengan mengontraksikan indeks b dan d pada persamaan (A.16), maka diperoleh

persamaan Gauss dalam sajian tensor Ricci yang diberikan sebagai
q°% PVR,, = 4% Qaeqbchquh (D)Refgh + 4% Kac Kp® — 4% Kpe Ko*
®DRge = 42470y PRepg" + KKae = Kea Ko

(D_l)Rac = Qaech (D)Reg - qaenchgnh (D)Refgh + KKac - chKad > (A-17)

dimana

"_"i" ) nPny VR, .4 = 0, dan

q%K,* = (g% — nPng)K,* = g%k, = K,* =K,
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adalah trace dari bentuk fundamental kedua.

Jika persamaan (A.17) dikontraksikan lagi pada indeks a dan c, maka diperoleh

persamaan Gauss dalam sajian skalar Ricci yang diberikan sebagai
q% P VRae = q% 49" PReg — q% 41 q T PRepy"
+ g% KKae — 9% Keq Ko
(0-DR = ge9 (D)Reg — q®9nn, (D)Refgh + K? — K, K@
(0-DR = PR — n®nd PR, — nfn, PR + PR, . " nenSnin,
+K? — K4 K
O-DR = @R — 2n°nI PR, + K? — KK , (A.18)
mengingat bahwa,
Qab U D" = Gab Ut D" = Quv » dan  PRgpgnnPnn® = 0.
A.1.2 Persamaan Codazzi

Dengan menggunakan definisi pada persamaan (A.2), (A.5), dan (A.11), maka
turunan kovarian dari bentuk fundamental kedua pada X adalah sebagai berikut

Dg Ky = qadvd Kpe = Qadeeqcfvd Kef
= Qadqbeqcfvd (qegvg nf)

= 024,97 Va1 + 420,59 V4 a5V, s

qadqbgqcfvd Vyne — Kgpn9 quVg ne . (A.19)

Selanjutnya, dengan meninjau anti-simetri pada indeks a dan b persamaan (A.19),
maka diperoleh

D[a Kb]c = q[adqb]g CIcfvd vg ng — K[ab] nd qcfvg ny

H_-':-' P Dia Kpje = 020,29 Vi Vg1 15 (A.20)
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mengingat bahwa Kj,,; = 0, dan dengan meninjau definisi pada persamaan (A.8)

dimana
2Via Vg ny = PRegren®

maka dari persamaan (A.20) diperoleh persamaan Codazzi untuk kasus D-dimensi

yang diberikan sebagai
2Dig Kpje = 4a%,7ac PRagpen®
DgKpe — Dy Koe = Qad%eqcf DRgergn . (A.21)
Jika persamaan (A.21) dikontraksikan pada indeks a dan ¢, maka diperoleh
9% Do Kpe — 4% Dy Kae = 4% 4%05°a" PRyepgn
Do K% — DyK = q% ®PRyerynd q,f
= (g% — nnf) PRy n9 q,f
= (D)Reg n q,° — (D)Rdefg nin/n9q,°, (A22)
dimana ®R ., nn n9 = 0, sehingga persamaan (A.22) menjadi
Do K% — DK = ®R;n%q,° . (A.23)

Persamaan (A.23) dikenal juga sebagai persamaan Codazzi dalam sajian tensor

Ricci D-dimensi

A.1.3 Persamaan Mainardi

Dengan meninjau sifat dari turunan Lie sebuah medan tensor, T“l"'a"bl,.,bl

sepanjang vektor satuan normal, n [37,55]

£ Tal...ak
n

— nC Ay Qg
bywby — T V. T b

1 by

_ vcnachaz“‘ak . VcnakTal'“ak—lc

by by by by

H_"i" i} + Vp, nCTalmakcbz...bl ot vblnCTalmakbl'”bl—lc - (A24)
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Dengan menggunakan definisi pada persamaan (A.1), (A.5), dan (A.24), maka
turunan Lie dari bentuk fundamental kedua adalah sebagai berikut

£,Kyp = n°V Ky + Von®Kyy + Vyn€ K,
= VnKap + 4,°Van Koo + q5"Vp 1€ Kpe
= VuKap + Kac Kp© + Kpc Ko©
=V, Ky +2 Koo Ky© (A.25)

dimana K,. K, = K,.K,° karena sifat simetri K,;, = K45). Selanjutnya, dengan
b (ab)

meninjau definisi pada persamaan (A.5) dan (A.8), maka dapat ditunjukkan bahwa
a1 q,7 PRopgnn® = 20,50 q,7 Vi Vyyny

= a1 q,’ (VeVyng — Vs Veny)

= —qnq, Ve Vony + g0 q, V. Ven, , (A26)
dimana
ac 1 4,0 Ve Veng = 0 Vp (4807 Veny ) — 04,74 Ve gy Veny

- 1420, 4,7 Yy 4/ Veny

qEnf q,2 VeVeny = 0V, (g2,  Veny ) = 0V Ky (A.27)

dengan q.2q4 Vr 4,7 = q.2qs Vs (9, — npn®) =0, karena V; g, = 0 dan

q.2 np = 0, kemudian untuk suku kedua
'V, Ven, = Vo, (/ Veny) — Von/ Viny = —V,n/ Ven, , (A28)

dimana dipilih n/ Veng = V,ng, =0. Dengan menggunakan persamaan (A.27)

dan (A.28), maka persamaan (A.26) dapat dituliskan menjadi

CIae nfqbg (D)Refgh nh = - nf Vf Kab - Qaeqbg Ve nf Vf ng

' - _vnKab - qbgKafvfng

124D

“M- = —V, Ky — q,°K,Sq.) V
i = nfap — qp Ba 4 VT
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= —VpKap — qbg Kac ch
qfn q,° PResgnn™ = =V, Koy — Koe K,° (A.29)

Dengan memasukkan persamaan (A.29) ke dalam persamaan (A.25), diperoleh

persamaan Mainardi D-dimensi yang diberikan sebagai
EnKap = — a1 q,7 PRopgnnl + Ko K,° (A.30)

Jika sajian tensor Ricci pada persamaan (A.17) dimasukkan ke dalam persamaan

(A.30), dapat diperoleh hubungan sebagai berikut
PRy = 4.°0y” PReg + £nKap + KKap = 2Koc Ky, (A3D)
dimana memenuhi sifat simetri K, = K4y, dan
4°q” PReg = Geq 0°0," V'R
= qap PR
= (gap — namp) PR
= @Ry, — ngny, PR,
sehingga persamaan (A.31) dapat dituliskan menjadi
C-DR.y = PRy, — ngny PR + £, Ky + KKy — 2K K, (A32)
Jika kelengkungan yang ditinjau hanya terbatas pada X dengan kuantitas (D — 1)-

dimensi, maka dapat dipilih n,n, @R = 0.

A.2  Penguraian Proyeksi Tensor Riemann 5D: £,

Pada penguraian proyeksi tensor Riemann 5D, &, persamaan (3.29) dimana pada
kasus ini, tensor Riemann 5D dapat diuraikan secara lengkap dengan sajian tensor

kelengkungan Weyl, tensor Ricci dan skalar Ricci diberikan pada persamaan (3.30),

— at pula dituliskan menjadi:

1
| ' ) 20 1
PR = T Caspe 3 (ga o Roip — 951, "R a]a) ~ ¢ 9alp 9op @R . (A33)
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Dengan mengalikan persamaan (A.33) n®nq,qy dari kanan, maka persamaan

(A.33) dapat dituliskan menjadi

1
(S)Ra/}pa n“npqﬁqg = (S)Caﬁpa nanpqu q% + § [(gap (S)RBJ _ gaa(s)Rﬁp)

- (gﬁp (S)Raa - gﬁa(s)Rap)] na’npqﬂ qg
o

1
BED) (.gap 9po — Yac gﬁp)(s)R nanpq# qv (A.34)

dimana A, , B, s adalah sifat anti-simetri yang didefinisikan sebagai

1
All [VB)/]5 - E(A#V By5 - AHY Bv&) . (A35)

Suku pertama persamaan (A.34) didefinisikan sebagai E,, = (S)Caﬁ oo n“n/’qff qy

yang merupakan proyeksi tensor kelengkungan Weyl. Maka persamaan (A.34)

dapat dituliskan menjadi:

1
g,uv = Eyv + 5 (gap (S)Rﬁo - gaG(S)RBP) nanpqﬂ qy

1
- § (gﬁp (S)RCZO' — 9B (S)Rap) nanpqﬁqg

! %) Apnp B o
- E(gapgﬁa_gaagﬁp) Rn%n unV . (A-36)

Dengan meninjau suku ke-2, ke-3, dan ke-4 pada persamaan (A.36), yang kemudian

masing-masing dapat diuraikan dan disederhanakan menjadi
(9ap O Rps = Gas ORgp) NP ql a5 = ORg, qliqs (A37)

(gﬁp (S)Raa - gﬁa(S)Rap) nanpqﬂ qf,’ = - (S)Rap nanp‘hw , dan (A-38)

(Gap 9po — Gao 9pp) PR NP5 a7 = g R ql,q5 = PRq,, . (A39)

— at bahwa g, n#n” = 1 dan q,,n" = 0, serta juga memenuhi persyaratan
im Qv = dpo 4, 0° = Gps 4, 9,7 Dengan memasukkan persamaan
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(A.37)-(A.39) ke dalam persamaan (A.36), dan dengan mengganti indeks 8 — p

dan @« — o, maka persamaan (A.36) dapat dituliskan menjadi

1 1 1

Ew = Ep + §<5>Rp(, qahas + §<5>Rpa n’nqy, — E(S)R quv » atau (A.40)
Yop 00 _Lop oo L s

Ep = En— 3 Rys quqv — 3 R, nPN%q,, + T Rqy, . (A.41)

Persamaan (A.41) merupakan persamaan proyeksi tensor kelengkungan Weyl pada
brane dalam bulk 5D.

A.3 Kondisi Israel Junction

Setiap keadaan fisis yang menggambarkan sebuah permukaan dengan batas
permukaan memerlukan formulasi kondisi junction yang tepat untuk
menyambungkan sisi luar permukaan tersebut yang diskontinu (tak kontinu).
Turunan kovarian kondisi junction untuk menafsirkan suatu permukaan-hiper
tunggal dan kerangka tipis dalam relativitas umum diberikan oleh Israel pada tahun
1966 [56]. Kondisi Israel junction ini ternyata sangat relevan dengan skenario dunia
brane dimana alam semesta 4D digambarkan sebagai suatu sumber yang juga
berkontribusi dalam persamaan medan Einstein 5D seperti pada persamaan (3.36).
Jika ditinjau bahwa hanya kontribusi dari sumber materi pada brane yang
menyebabkan kelengkungan dalam bulk, dengan asumsi bahwa medan materi lain
selain gravitasi dalam bulk lenyap sebab medan materi partikel model standar
terkurung pada brane, maka persamaan (3.36) dapat dituliskan menjadi:

O, = k2T 5(y) . (A.42)
AB 5 1AB y

Berdasarkan turunan pada koordinat normal Gaussian, yang mana pada keadaan
tersebut dapat ditunjukkan bahwa (S)ny dan (S)Gﬂy kontinu dalam bulk (pada
permukaan-hiper £, y = 0). Sedangkan medan materi yang bersumber dari brane,

Thrane _ T,f’yrane = 0 dan diskontinuitas pada persamaan (A.42) hanya disajikan

nponen-uv saja, sehingga persamaan (A.42) dapat dituliskan kembali

] | ian tensor Ricci 5D sebagai
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1
(S)Ruv — KSZ (Tlglrane _ 5 q#varane) 5(}1) ’ (A.43)

dimana diambil T2 n#n¥ =0 dan T"?"® = g+ T Pada koordinat

normal Gaussian, kelengkungan ekstrinsik didefinisikan pada persamaan (3.23),

dan dari persamaan (A.32) sajian proyeksi tensor Ricci 5D diberikan sebagai
OR, = -0, Ky + PRy, + 2K, K5 — KK,y , (A.44)
OR, = =0, K + 2y, (A.45)

dimana Z,, = (4)Rm, + 2K,; K% — KK, didefinisikan sebagai kelengkungan
yang hanya terbatas pada brane. Dengan memasukkan persamaan (A.45) ke dalam
persamaan (A.43), maka integrasi persamaan (A.43) sepanjang dimensi ekstra dari
y = —e hingga y = +¢€ dengan limit € — 0 diperoleh [38]

+

€ +€ 1
lim [ dy(—0,K,, + Z,,) = K2 lei—I}éJ dy (varane - = qWTbrane> 5(y)
—€

€0 J_, 3

1
= [Kn]= —x? (T,}’Ja“e - 3w Tbra“e> , (A.46)

dimana [Kﬂv] = K, — K;, merupakan kelengkungan ekstrinsik yang menyebar
pada sisi luar permukaan. Jika simetri Z, diterapkan pada kasus ini, maka
kelengkungan ekstrinsik K, = — K, (sebab arah vektor normal sisi lain

permukaan terbalik) dan kondisi Israel junction (A.46) menjadi

1
2K}, = —x? (T,}’Ja“e - 3 Qw Tbra“e) . (A.47)

A.4  Simbol Christoffel, Tensor Ricci, dan Skalar Ricci Metrik FRW
pada Brane

Berdasarkan sajian metrik FRW pada brane (4.4), dimana metrik ini memenuhi

matrile 4D g, pada permukaan-hiper X, maka tensor metrik untuk metrik FRW

ne diberikan sebagai
|
- 2

T a’r?, a®r?sin?0 ) . (A.48)

Quv = diag (—1,
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Dan tensor metrik kontravariannya diberikan sebagai

qtv

- . 1— kr? 1 1
= (qﬂv) ' = dlag (_1 > azr 9

) . (A49)

a?r?’ a?r?sin26

A.4.1 Simbol Christoffel untuk metrik FRW pada brane

Dengan menggunakan tensor metrik pada persamaan (A.48) dan (A.49), maka

simbol Christoffel untuk metrik FRW yang tidak nol dapat ditentukan, dimana

secara umum simbol Christoffel didefinisikan sebagai

a 1 aﬁ
FW = E q (6# CIVﬁ + 6V qﬁﬂ - 6[; CIV#) . (ASO)

Agar diperoleh simbol Christoffel yang tidak nol, maka dapat diambil @ = 8 dan

harus memenuhi syarat-syarat sebagai berikut

(i) Untukpu=v=aqa,;

1
Fga = E qa(x (aa daa + 00 Gaa — Oq qaa)

1
= 3 Q%% 0, Quq » (A.51)

(i) Untuku=v+#a,;

1
ng = E q(xa (av Qva + 0y qay — Oq qVV)

1
- E q(xa aa Qv » (A.52)

(i) Untukpu#v=a;

a 1 aa
rua =54 (auQaa + aaQau - aaqau)

PC
\

2
1 aa
=3 q“* 0, qgq » dan (A.53)
re, =Tr%,. (A.54)

simbol Christoffel yang tidak nol untuk metrik FRW pada brane yang

\i syarat-syarat tersebut adalah sebagai berikut
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1 kr o _ aa
1—‘11_ 1—kT‘2 9 1—‘11_ 1—kT‘2 9
Y, = aar? , 'Yy = aar?sin?6
I3, =—-1r1—-kr?), 33 = —r(1—kr?)sin?6 ,
2 _ . 1 _r2 _ 3 _ 4@
I'53 = —sinfcosf , IFgi=T5=1Tp = P
2 3 1 3
Flz = F13 = ; , F23 = cotf . (ASS)

A.4.2 Tensor Ricci untuk metrik FRW pada brane

Dengan menggunakan simbol Christoffel yang tidak nol pada persamaan (A.55),
maka dapat diturunkan pula tensor Ricci yang tidak nol untuk metrik FRW pada
brane. Dimana tensor Ricci didefinisikan sebagai

Ry = Ry = 8,T%, — 9, TS, +ThE 0%, —T%rs . (A56)

Maka dengan menggunakan definisi tensor Ricci (A.56) dan sajian simbol
Christoffel yang tidak nol (A.55) diperoleh tensor Ricci yang tidak nol untuk metrik
FRW pada brane sebagai berikut

(i) Untuku=v=0;
_ a a B ra a B

Rog = 0qT 00 — 00l a0 + Tool ga — Topl o
=0 — 9% + 0 — I'&r5

a0

= _(aor(ln + 0oT5, + aorg3)_(Fé1)2_(rgz)2_(rg3)2

- 5510 -3 ()

i
ROO = —3 E N (A.57)

il uku=v=1,;

0,79 — 01T + Fflfﬁa - F?ﬁrg1
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= (aor(1)1 + a1ri1)_(a1ri1 + alriz +61F?3)
+ 9 (Tos + Do+ o)+ M1y (T1y + T, + ')
— I To — T3l — Ty —T3,T5 — T3,
= 9o}, —(61F%2 +61F%3)+ 1ﬂ(1)1(r(2)2 + 1—%3)
2 2
+ (T3, +T3)— Tl —(T3) = (Th)
)2 () )+ ()
T dt\1 — kr2 dr \r 1—kr?2/\a 1—kr2)\r
a ad 1
- @) 2(3)
a/\1 —kr? T2
ad + 2a® + 2k

R = A.
11 1 — krz s ( 58)

(iii) Untuku=v =2;
Ry = 0,75, — 0,T g + ngfﬁa - Fgﬁrgz

= (aorgz + 611“;2)— 9,03 + '3, (Fé1 + T8, + F(333)
+ T3 (Ti + Tl + Th) = T5 5 — T35
— T3l — T30 — 5y

= (aorgz + 611“;2)— 9,03 + '3, (Fé1 + F(333)

+ T (T, + )= T3 - T4HTL, — (T3)

d ., d 1 — o2 d 0 + 2 (adr? a
—%(aar)—g(r( — r))—E(cot )+ (aar)(a>

—r(1—kr? (1 —k?lﬂcrz + %) - (g) (aar?) +r (1 — kr?) G)
— cot? @

= r?(ad + 2a% + 2k) , (A.59)

0,75 — 0T + F§3Fga - F?ﬁr@

R22
‘m uku=v=3;

o
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= (0pT% + 0, T3 + 0,T5)— 0+ T (T, + oy + Tos)
+ T (01 + T3 + T)+ Ty — ThIy — T30S
— T — T3 T3 — THI3; — L5

= 0,T%s + 0,753+ 0,75 + THTg + T, — T

d d d
— 22 cinl _ _ 2 i 2 (e
=7 (aar*sin“0) . (r (1 —kr=)sin-0) 70 (sin @ cos )

+ (aar?sin? @) (%) —r(1—kr? ( ) sin? 6

1— kr?
+ (sin 6 cos 8)(cot 9)

Ry; = r%sin?0 (ad + 2a® + 2k) , atau
Ry; = Ry, sin?@ .
A.4.3 Skalar Ricci untuk metrik FRW pada brane
Adapun skalar Ricci untuk metrik FRW pada brane diberikan sebagai

R = q"R,, = q°°Roo + q''Ryy + q**Ry; + q**R33

(g 1—kr?\ (ad + 24 + 2k
(=g + () T

+ (azer) [r2 (ad + 24% + 2K)]

+ 1 2sin% 0 (ad + 2a% + 2k)
77520 [r= sin ad a ]

d ad + 2a% + 2k
=3E+3

| :
| ™8 = F L _.-'I
=~ =

o
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A.5 Persamaan Konservatif dan Kontinuitas

Dengan meninjau sifat identitas dari persamaan konservatif materi-energi,
DYT,, =0, dimana T, memenuhi persamaan (4.10) untuk kasus materi-energi
sebagai fluida ideal. Dengan menggunakan definisi dari h,, pada persamaan

(4.11), maka persamaan (4.10) dapat dituliskan menjadi

T =(p+P)uu, + Pqu + myy + guuy + gyuy, (A.63)
dimana
My = Quu + Wy,  hy, = (0,1,1,1), u* = (1,0),
dengan
ubu, = -1,
hyut =0,
quufu’ = —1,dan quut = u, .

Jadi, persamaan konservatif materi-energi pada kasus ini dapat dinyatakan sebagai
D"T,, = DV[(p+P)wu, + Pqu + myy + guuy + gyu,] =0. (A.64)

Dengan mengalikan persamaan (A.64) dengan u* dari arah kiri (u* D" T,,, = 0),

maka diperoleh persamaan berikut
ubDY [(p + P)uyu, + Pquy + My + guity + gyu,] = 0. (A65)
Jika ditinjau terlebih dahulu suku pertama persamaan (A.65), yaitu
u*DY [(p +P)wu, | = u*D"(pwu,) + u*DY(Pu,u,)
= utwu, DVp + utpu,D"u, + utpu, D'u,

+ ufu,u, D'P + u*Pu, D u, + u*Pu,D"u,

= —-q""u,V,p +q,/u*pu,V¥u, + q/utpu,V¥u,

i."a"i'iza —u, D'P + quPu,VFu, + ¢, uPu, V¥ u,, (A.66)

1 ut Vi, = u¥VH#u, = 0, maka diperoleh
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utDY [(p+P)uu, | = —uV,p — pVHFu, — u,D'P — PVHy,
=—-p—-0(p+P) —u,D'P, (A.67)
dengan utV, didefinisikan sebagai operator turunan terhadap waktu, dan
Voub = Viy, = 0.
Selanjutnya untuk suku kedua persamaan (A.65), diperoleh
u*DY(Pq,) = quu*D"P + PutD"q,,
= u,D"P, (A.68)
dimana D"q,, = g, = 0. Dan untuk suku ketiga persamaan (A.65) diperoleh
u*D"m,, = D(utm,,) — D utmy,
= —D"utmny, , (A.69)

dimana u* m,,, = 0. Jika ditinjau sifat simetrinya, dimana u*D"m, = u'*D ")nw,,

maka persamaan (A.69) dapat dituliskan menjadi

u*D"m,, = u“‘DV)nW = —pHyY Ty
= —o"my, , (A.70)
dengan D*¥u”) = gHv.,

Sedangkan untuk dua suku terakhir persamaan (A.65) diperoleh

u”DV(@Muv + (/L,,uu) Dv[u”(quuv + olvu#)] — (oluuv + qvuﬂ) DVu*
= - Dv%v - q" uvvu uk du — q*’ uuvu ut g,

= —-DV%, — utvV,ut g, — u’'v,utg,

= —D#gq, — 2u*V,ut g,

r— = —D”qu — 2A%q, , (A.71)

~ Vil

i“q, =0, dengan g,u, = g, u,) memenuhi sifat simetri dan A* =
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Dengan memasukkan persamaan (A.67)-(A.71) ke dalam persamaan (A.65), maka
diperoleh hasil penurunan persamaan (A.65) adalah sebagai berikut
-p—0O(p+P)—u,D'P+u,D'P —D¥*q, —24Fq, — "' m,, = 0
p + 0O(p+P) + Dtq, + 24¢q, + c*'my = 0. (A.72)

Untuk kasus fluida ideal dan kosmologi FRW brane, tiga suku terakhir pada
persamaan (A.72) menjadi lenyap, sehingga diperoleh persamaan konservatif

energi yang dikenal juga sebagai persamaan kontinuitas:
p+3H(p+P) =0, (A.73)

dengan ® = 3H dimana H = a/a adalah parameter tetapan Hubble.

L

o
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LAMPIRAN B

TENSOR KELENGKUNGAN WEYL: C,

uvpo

Tensor kelengkungan Weyl atau tensor konformal (Conformal tensor) disimbolkan
sebagai Cy,,. Tensor Weyl yang diberikan pada persamaan (3.30) merupakan
tensor Weyl pada ruang-waktu 5D. Sedangkan pada d-Dimensi, tensor Weyl

didefinisikan sebagai

@~ P _@p po_ Y (@wp P ol 2
Cuv = ( )R#V o T( )R[# 9y

(d) [p ol
]+(d—1)(d—2) Rg, g, (B.1)

Secara umum, tensor kelengkungan Weyl lenyap pada dimensi < 3D, sama halnya
tensor Riemann yang lenyap pada permukaan 2D. Namun, pada dimensi > 4D
tensor Weyl tidak nol. Selanjutnya, layaknya kelengkungan Riemann yang lenyap
hanya pada ruang-waktu Minkowski, tensor Weyl juga lenyap hanya pada ruang-
waktu datar (Minkowski) secara konformal (Conformally flat), yakni ruang-waktu
Minkowski yang diberikan transformasi konformal (lihat Gambar B.1) [37].
Transformasi konformal memenuhi bentuk transformasi skala lokal pada d-

Dimensi, yaitu
g_;w = nguv > (B.2)

dimana Q? adalah faktor konformal. Metrik suatu manifold pada persamaan (B.2)
adalah konformal, jika sudut yang ditunjukkan antara vektor adalah sama pada tiap
metrik. Sedangkan, suatu metrik manifold dinyatakan sebagai conformally flat jika

dan hanya jika

—_— Iuv = 0% N > (B.3)

) | N adalah metrik datar atau metrik Minkowski. Tensor Weyl lenyap,

0 jika ruang-waktu d-Dimensi memenuhi persamaan (B.3).
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Pada relativitas umum, tensor Weyl jelas memberi kontribusi kelengkungan pada
ruang-waktu ketika tensor Ricci nol atau pada kondisi vakum. Pada kasus ini,
ruang-waktu tidak selalu datar karena kontribusi kelengkungan tensor Weyl dalam
tensor kelengkungan Riemann, sehingga medan gravitasi tidak nol dalam ruang
vakum. Hal ini kemudian berpengaruh pada perambatan gelombang gravitasi dalam

ruang vakum.

Gambar B.1 Transformasi konformal dengan faktor Q2

B.1 Suku ‘Electric’ dan ‘Magnetic’ Weyl

Pada kasus d-Dimensi, tensor Weyl pada persamaan (B.1) dapat diuraikan menjadi

suku ‘electric’ dan ‘magnetic’ yang masing-masing didefinisikan sebagai [5,10]

E, = q,ﬁ‘qvﬁ (d)Capﬂanpn" , (B.4)
dan
By = qﬂaqvﬁqpy (d)CaBya n?, (B.5)
dimana B, dan E,, memenuhi sifat simetri sebagai berikut
Bivp = = Byup s By = 0 = Bﬂpu :
E, =E, , EY, =0. (B.6)

Tensor Weyl d-Dimensi pada persamaan (B.1) dapat juga dituliskan dalam sajian

tensor Weyl (d — 1)-Dimensi (d‘l)Cﬂpw, E, , B,,, dan kelengkungan
' a < K., yang diberikan sebagai [5,10]
]

l@ _ (@-n

y = . - Cupva + 2 (BIW[P ng) + BPU[H nV])
L =
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2
+2 (Eu[p Neiy — Eypp na]nu) T4 (Eu[p Qov — Evip qa]u)

2 2
- f;wpcf + m (Qu[p fcr]v — Qyp fcr]u) - (d — 2)(d — 3) f Quip 9olv » (B-7)

dimana

fuvps = Kup Kve — Kuo Kyp
fuww = uov = fu've = KKyy — Ky K% = fou
f=r=rM,=K — K"K, . (B.8)
Pada kasus 5D, juga didefinisikan suku EMV dan Ewp dalam sajian tensor
Riemann, sebagai [5,10]
Eu = 4,507 ORoppenPn® = — £, K, + KoKE (B.9)
B, = q#“qvﬁqpy (S)Raﬁyan" = 2D, Ky, . (B.10)

Dengan menggunakan persamaan tensor Weyl (B.1) pada 5D, maka E,, dan B,

masing-masing dapat direlasikan dengan EW dan Em,p yang diberikan sebagai

— 1 1 1
En = E,y — 3 Quv (S)Raﬁ nnf — 3 qMaQVﬁ (S)Raﬁ’ + 12 Quv R
1 1 2 1
_ 4 4
= = 3(“R = 3 00 OR) = 3 £ Ky = G 0 K)
1 a 1 af 1 2
+ g KuaKv + Z qﬂV (KaﬁK - g K > , (Bll)

B,o = B 2 (Dgk? — Dy K
uva — uva+§(ﬁ’ w =~ “lu )CIV]a

2
_ 8
= 2Dy Ko + 5 (DpKf = Dk )ava - (B.12)

Dengan menerapkan kondisi Israel junction dan simetri Z, pada persamaan (B.12),

eroleh nilai B,,, pada brane yang ditentukan sebagali

+

— —_ 1
BZva = Buva = Buva = - KSZD[u<Tv]a - g QV]aT> . (B.13)

Optimization Software:
www . balesio.com




91

Selanjutnya, dengan menerapkan identitas Bianchi pada tensor Riemann 5D,
Viu PRyagps = 0, (B.14)

maka diperoleh 4 ketentuan identitas berikut:

Dy Byof +K5 @RS =0, (B.15)

£nBuva + 2Dy Eye — K§Byyo +2BoguK,f = 0, (B.16)
£n DRyuvap + 2 PRyyora Kol + 2Dy Biapp) = 0, (B.17)
Dy “Ryaips = 0 . (B.18)

Persamaan-persamaan di atas memberikan kondisi batas pada brane di salah satu

penyelesaian evolusi E,, dalam 5D. Sedangkan pada kasus 4D, persamaan (B.4)

dan (B.5) dapat dituliskan menjadi [15,57]
Euv = E(;w) = Cupwupu" , (B19)

yang dikenal sebagai medan ‘gravitoelectric’ dan
1 po a
H,uv = H(,uv) = E EMPUC vall  , (BZO)

adalah medan ‘gravitomagnetic’, dimana u* adalah medan vektor kecepatan pada
ruang-waktu 4D, dengan medan vektor satuan u*u, = —1. Pada kasus ini, metrik
ruang (tensor proyeksi) didefinisikan sebagai h,, = q,, + u,u,, sedangkan

€wvp = Muvpe U’ Merupakan tensor Levi-Civita.

Persamaan-persamaan yang menunjukkan evolusi E,, dalam bulk (yakni

ruang-waktu yang sangat jauh dari brane) diberikan sebagai berikut. Dari

persamaan (B.16) diperoleh

EnB;wa = - ZD[u Ev]a + K7 Buvcr - ZBacr[u Kv]a s (B.21)

— Ik. Selanjutnya dengan menghitung turunan Lie pada persamaan (B.17),

;-'"7' eroleh
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K : w (4)
EnEap = D" Buap) + ¢ As (Kap — qup K) + K @Ry
+3KY Epy — KEgp + (KawKpy — Kap Ku) K™ (B.22)

dalam bulk. Sama halnya dengan persamaan medan Einstein 4D dalam bulk,
persamaan (B.21) dan (B.22) juga merupakan persamaan untuk sistem tertutup.
Namun secara khusus, salah satunya mungkin dapat mengenali karakteristik rupa-

gelombang (yakni gelombang gravitasi 4D) dari suku transverse-traceless E,,, ,

yang terpancar sebagai graviton dalam bulk 5D.

B.2 Suku Transverse-Traceless Weyl dan Polarisasi
Gelombang Gravitasi

Pada kasus ruang-waktu 4D, dengan meninjau divergensi dari identitas Bianchi

(B.14), maka divergensinya adalah

R;Zv[aﬁ;a] = V7V, Ruva[s’ =0. (B.23)

Persamaan ini menyerupai persamaan gelombang standar yang dikenal sebagai
persamaan gelombang kovarian. Jika ditinjau persamaan (B.23) sebagai suatu
persamaan gangguan pada kelengkungan, dimana dapat diubah ke limit ruang-

waktu datar, dengan V — d, maka diperoleh [58]
6“ 00 R,uvaﬁ = |:| R,uva[:’ =0 ’ (B24)

dimana [] = 9.0¢ = V2 — 9? adalah operator gelombang yang umumnya
dikenal sebagai operator d’Alembert. Dengan demikian, berdasarkan persamaan
(B.24) maka tensor Weyl, Cy,,,5 Yang memenuhi identitas Bianchi dan trace-free

dapat dituliskan sebagai
‘U Cuvapg = 0, (B.25)

dimana operator gelombang kovarian, ¢[ | berperan pada tensor Weyl sepenuhnya,

“n operator gelombang pada ruang-waktu datar, [ ] berperan pada
I (pada orde pertama h,,) tensor Weyl. Persamaan (B.25) mungkin

\barkan gelombang gravitasi yang lebih akurat, sehingga solusi gelombang
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gravitasi pada persamaan medan Einstein juga harus memenuhi persamaan (B.25),
dan karakteristik tensor Weyl juga menjadi karakteristik gelombang gravitasi.

Linearisasi-Gravitasi. Jika ditinjau linearisasi tensor Einstein, dimana metrik

ruang-waktu, q,, didekati pada ruang-waktu datar, yang diberikan sebagai
quv = Ny + hyy, dengan n,, adalah metrik datar dan h,, adalah metrik
kelengkungan/ perturbasi yang sangat kecil, [y, || <« 1. Dengan menurunkan

tensor Einstein pada kasus ini, maka diperoleh tensor Einstein menjadi [58,59]

G,, =

» (8, 0y h% + 090, hyg — [ hyy — 0,8, R

N =

— N 0, 0P 1% + my [ 0) . (B.26)

Dengan menggunakan metrik perturbasi bentuk trace-reversed yang didefinisikan
sebagai Ew = hy, — % N h , maka persamaan (B.26) dapat dituliskan kembali

menjadi

Gu = 5 (320, 0% + 3%, hyy — (D Ry — My 32 0PR%) . (B27)

N =

Selanjutnya dengan menerapkan kondisi teraan Lorentz (Lorentz gauge), yaitu

d*h,, =0 pada tensor Einstein persamaan (B.27), maka diperoleh

1 _
G/,tv = — EI:I h,uv , (B28)

atau jika kontribusi kelengkungan tidak diabaikan, maka persamaan (B.28) dapat

di-generalisasikan menjadi [58]

1 _
Gy _EOD huv + "Ruvap R . (B.29)

Pada Lorentz gauge, tensor Einstein tereduksi menjadi operator gelombang yang

bekerja pada metrik perturbasi trace-reversed, sehingga linearisasi tensor Einstein

meniadi

| hy = —16nT,, , (B.30)
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sedangkan pada kondisi vakum, persamaan (B.30) manjadi
Ohw = 0. (B.31)

Pada kondisi vakum (yaitu 7,, = 0), secara asimtotik ruang-waktu adalah datar.
Jika ruang-waktu datar, metrik perturbasi menjadi murni spasial, dengan h;; =
hy = hy = 0 dan traceless, h = h} = h = 0. Dan jika kondisi Lorentz gauge

diterapkan, maka mentrik perturbasi spasial menjadi transverse,
0;hY = 9;hY = 0 . (B.32)
Kondisi ini dikenal sebagai Transverse-Traceless gauge (TT gauge). Metrik

perturbasi kemudian dimasukkan dalam TT gauge yang dituliskan menjadi hj; .

Karena traceless, maka tidak ada perbedaan antara 7 dan k7.

TT gauge juga dapat menunjukkan bahwa gelombang gravitasi memiliki dua
komponen polarisasi. Jika ditinjau suatu gelombang gravitasi yang merambat pada
arah-Z, maka hE-T = hiTjT(f — 2) adalah solusi yang tepat untuk persamaan
gelombang [ h{/ = 0. Pada kondisi Lorentz gauge d,h;] = 0 menunjukkan

bahwa h}]

(f — 2) = konstan. Dimana pada kasus ini harus nol agar memenuhi
keadaan ruang-waktu datar (h,, — O karena r — o). Dengan meninjau sifat
simetri dan trace-free metrik perturbasi, maka komponen bebas hl-TjT yang tidak nol

diberikan sebagai

0 0 0 0
0 h(t—-2) h (t—2) 0
hIT = M x B.33
v 0 h(t—2) —h(t-2) 0]~ (B:33)
0 0 0 0

dimana h, dan h, adalah dua komponen bebas yang menggambarkan dua bentuk

polarisasi gelombang gravitasi yang ditunjukkan pada Gambar B.2.

(a) Polarisasi gelombang gravitasi pada kuantitas ..
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(b)

1)
2SR
N
— ot |
o e 1
g
Y ST 4 o
£ oo T
G \\\\\fit‘ “‘_.—, ;
T
A eans
‘\\\“ 1
o~ 5!

“’f"" 1)

Gambar B.2 Polarisasi gelombang gravitasi penuh pada kuantitas hﬂ

Pada TT gauge, terdapat satu pendekatan relasi antara metrik perturbasi dengan

linearisasi tensor Riemann R,z , Yang mana dapat dituliskan sebagai [58]
1.
Rieje = = 5 hiT. (B.34)

Pada kasus ini, persamaan (B.34) dapat dituliskan kembali dalam sajian tensor
Weyl, sehingga diperoleh relasi antara metrik perturbasi dengan tensor Weyl orde-

1 gauge-invariant yang diberikan sebagai [58]
1 — Lopp
Ciie = — = h;i" . (B.35)

Sebagaimana yang telah dibahas sebelumnya, pada kondisi vakum tensor Weyl
berperan sebagai suku tunggal dari kelengkungan ruang-waktu yang mungkin

berevolusi sebagai gelombang gravitasi, yang masuk akal bila ditinjau definisi

pada persamaan (B.35). Studi mengenai tensor Weyl ini sangat menarik untuk

—

bih lanjut, khususnya pada unifikasi gravitasi dengan gaya-gaya

ntal lainnya melalui generalisasi persamaan medan gravitasi dalam

)

; A
y Am?

5 umum.

L ¥
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LAMPIRAN C

SATUAN

C.1 Tetapan Fisis dan Satuan Alami

Laju cahaya dalam c = 299792458 ms~!
vakum
Tetapan gravitasi Gy = 6.67408(31) x 107! m3kg™'s2
Newton
Tetapan Planck h = 6.582119514(40) x 10™% GeV's
tereduksi
Tetapan ks = 8.6173303(50) x 107" GeVK™!
Boltzmann

hc 8
Massa Planck Mp = e 2.176470(51) x 107" kg

N
. hGy -35

Panjang Planck b= |— = 1.616229(38) X 107" m

C

hGy —44

Waktu Planck tp= |—— = 5.39116(13) X 107" s

c

hcd 0
Suhu Planck Tp = > = 1.416808(33) x 10°“ K

—_— r tetapan H, = 100h kms™! Mpc"]

D I
| |m? =2.1332h X 107 GeV

o

Optimization Software:
www . balesio.com

96

(C.1)

(C2)

(C.3)

(C4)

(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

(C.9)
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Parameter alam semesta yang teramati saat ini dan penyetaraan dengan

satuan Planck

Umur 8.08x 10°¢,  =435x10" s atau13.8 Gyr (C.10)

Diameter 5.4 %10 1, =8.8x10%® m,atau92 Glyr  (C.11)

Massa ~10% Mp =3 x10°* kg, atau 1.5 x 10%  (C.12)
kali massa Matahari

Rapat kritis 1.8x107"% p,  =99x107% kgm™ (C.13)

Suhu 1.9%x 1072 T, = 2.725 K (Suhu radiasi CMB) (C.14)

H, 1.2(57) x 107" t5! =~ 72.5 kms™! Mpc™ (C.15)

C.2 Konversi Satuan

1 parsec

I K

(pc) =3.085(68) x 10'® m =3.261(56) lyr (C.16)
= 1.057 x 107" light years (lyr) (C.17)
=5.068 x 10" Gev™' h (C.18)
= 1.519 x 10** GeV~' h/c (C.19)
=5.608 x 10*® GeV /c? (C.20)
=8.618 x 107" GeV /kg (C.21)

Dalam Skripsi ini, digunakan sistem satuan alami dimana A = ¢ = kz = 1. Dengan

demikian

, besaran-besaran standar seperti massa, panjang, waktu, dan suhu dapat

dinyatakan dalam dimensi energi dengan satuan GeV, dimana 1 GeV = 10° eV

sedangka
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n 1 TeV = 10" eV. Selain itu, dalam Skripsi ini juga digunakan satuan
Glyr serta Gyr, dimana 1 Mpc = 10° pc dan 1 Glyr = 10° lyr (tahun
yang menyatakan satuan panjang untuk skala yang sangat besar,

n1Gyr= 10° yr (tahun), yang menyatakan satuan waktu.
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