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ABSTRAK 

Telah dilakukan penelitian mengenai wormhole dalam persamaan medan gravitasi 

Einstein dunia brane. pada penelitian ini dikonstruksi suatu wormhole pada brane 

dengan menggunakan metrik statik dan simetri bola untuk wormhole seperti yang 

diajukan oleh Morris dan Thorne dengan skalar Ricci pada brane yang tidak nol. 

Dilakukan peninjauan pada brane yang tidak vakum dan bulk yang vakum. Tensor 

energi-momentum efektif dirancang sehingga melanggar kondisi energi nol. 

Wormhole akan dibuat sedemikian rupa sehingga dapat didukung oleh kehadiran 

phantom energy. Hasil penelitian menunjukkan bahwa, wormhole yang 

dikonstruksi ternyata didukung oleh phantom energy. Telah diperoleh visualisasi 2-

dimensi dan 3-dimensi dari wormhole. 

Kata Kunci: wormhole, braneworld, phantom energy 
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ABSTRACT 

Research has been carried out on wormholes in the Einstein gravitational field 

equations of the braneworld. In this study, a wormhole was constructed on the brane 

using static and spherically symmetry metrics for the wormhole as proposed by 

Morris and Thorne with non-zero Ricci scalars on branes. A review was carried out 

on the non-vacuum brane and the vacuum bulk. The effective energy-momentum 

tensor is designed so that it violates the zero energy condition. The wormhole will 

be made in such a way that it can be supported by the presence of phantom energy. 

The results showed that the constructed wormhole was supported by phantom 

energy. 2-dimensional and 3-dimensional visualizations of the wormhole were 

obtained.  

Keywords: wormhole, braneworld, phantom energy  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

I.1 Latar Belakang 

Salah satu solusi persamaan medan gravitasi Einstein yang cukup menarik 

perhatian adalah wormhole [1]. Wormhole memiliki ciri-ciri yaitu tidak memiliki 

cakrawala peristiwa (event horizon), tidak memiliki singularitas, dan memiliki 

jembatan yang dapat dilalui. Jembatan tersebut menghubungkan dua alam semesta 

atau dua wilayah berbeda dalam ruang-waktu yang sama [2]. Wormhole dapat 

menghubungkan dua wilayah di alam semesta yang berada pada jarak yang sangat 

jauh [3]. Studi tentang wormhole memiliki sejarah yang panjang dan berbeda. 

Solusi persamaan medan gravitasi Einstein pada wormhole pertama kali ditemukan 

oleh Albert Einstein dan Nathan Rosen pada tahun 1935. Solusi yang disajikan oleh 

Einstein dan Rosen ini menghasilkan wormhole yang tidak dapat dilalui 

dikarenakan masih terdapat suatu singularitas akibat ketidakstabilan jembatan                

Einstein-Rosen pada modelnya tersebut [4]. 

Michael S. Morris dan Kip S. Thorne dalam penelitiannya telah menemukan 

konstruksi matematis mengenai wormhole yang dapat dilalui dengan menggunakan 

metrik statik dan simetri bola untuk wormhole [5].  De-Chang Dai, Djordje Minic, 

dan Dejan Stockovic menunjukkan cara mengkonstruksi wormhole dengan 

memodelkan alam semesta sebagai brane 3 + 1 dimensi, tetapi hasil konstruksinya 

belum menjamin akan menghasilkan wormhole yang stabil [3]. Dalam penelitian 

tersebut, dibuat solusi baru untuk wormhole untuk ruang de-Sitter sebagai solusi 

eksak vakum terbaru dari persamaan medan gravitasi Einstein [3].  

Terdapat berbagai model dalam literatur di mana alam semesta dimodelkan 

sebagai sub-ruang atau brane yang memiliki 3 + 1 dimensi yang tertanam pada 

ruang dimensi 5. Sebuah brane (dalam hal ini digunakan p-brane) memiliki p+1 

dimensi [3]. Brane berperilaku seperti materi biasa, dapat mempertahankan 

fluktuasi kuantum dari awal sejak penciptaannya. Fluktuasi kuantum menyebabkan 

brane melipat, memutar, dan bahkan menyilang. Sebuah ruang yang terlipat 

berpotensi mendukung jalan pintas antara dua titik yang jauh [3]. Oleh karena itu, 
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beberapa titik ruang mungkin berjauhan sepanjang brane tetapi dapat dikatakan 

sangat dekat apabila bulk ditinjau. Shiromizu, Maeda, dan Sasaki dalam 

penelitiannya telah menemukan persamaan medan gravitasi Einstein efektif dunia 

brane yang disederhanakan sehingga serupa dengan persamaan medan gravitasi 

Einstein pada limit energi rendah [6].  

K.A Bronnikov dan Sung-Won Kim dalam penelitiannya, telah melakukan 

penelitian mengenai solusi persamaan medan gravitasi Einstein pada brane yang 

vakum untuk wormhole yang datar, statik, dan simetri bola dengan skalar Ricci 

yang bernilai nol [7]. Pada penelitian berikutnya, Fransisco S.N. Lobo kemudian 

melakukan generalisasi untuk brane yang tidak vakum dengan materi yang non-

eksotik. Digunakan skalar Ricci yang tidak nol dalam penelitiannya ini [8]. Lemos, 

Lobo, dan Olivera telah meninjau wormhole Thorne-Morris dengan konstanta 

kosmologis yang tidak nol tetapi tidak dilakukan pada persamaan medan gravitasi 

Einstein yang termodifikasi [9]. Anchordoqui dan Bergliaffa dalam penelitiannya, 

menunjukkan bahwa model dimensi 5 yang ditunjukkan oleh Model Randall-

Sundrum adalah setengah dari wormhole [10]. M. La Camera juga menemukan 

solusi wormhole pada model sederhana dari Model Randall-Sundrum [11]. 

Komposisi penting dari suatu wormhole adalah pelanggaran dari kondisi 

energi nol (Null Energy Condition) [8]. Agar konstruksi wormhole tetap stabil maka 

dibutuhkan kondisi seperti ini. Persamaan medan gravitasi Einstein dapat menjadi 

solusi untuk geometri wormhole apabila tensor energi-momentum melanggar 

kondisi energi nol. Terdapat suatu materi yang dapat melanggar kondisi energi nol 

ini. Materi ini disebut sebagai materi eksotik dikarenakan tekanan radial yang 

bernilai negatif.  

Tentunya, terdapat banyak versi dari materi eksotik tersebut yang 

melanggar kondisi energi nol dan mendukung eksistensi wormhole [5,7]. Salah satu 

kandidat yang mungkin adalah phantom energy sebagai materi eksotik [8]. Terdapat 

penelitian terkait yang mengasumsikan bahwa phantom energy diasumsikan 

memliki rapat energi positif tetapi tekanan memiliki tekanan radial yang negatif. 

Studi mengenai distribusi phantom energy pada wormhole telah dilakukan oleh 

Sushkov dengan melakukan pemilihan spesifik terhadap rapat energi [12]. 
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Fransisco S.N. Lobo telah melakukan studi mengenai wormhole yang didukung 

oleh phantom energy pada persamaan medan gravitasi Einstein yang tidak 

termodifikasi [13]. 

Oleh karena itu, berdasarkan penelitian sebelumnya, pada penelitian ini 

akan dikonstruksi suatu wormhole pada brane dengan menggunakan metrik statik 

dan simetri bola untuk wormhole seperti yang diajukan oleh Morris dan Thorne 

dengan skalar Ricci pada brane yang tidak nol. Akan ditinjau brane yang tidak 

vakum dan bulk yang vakum. Tensor energi-momentum efektif akan dirancang agar 

melanggar kondisi energi nol. Akan digunakan juga persamaan keadaan dari 

phantom energy untuk memperoleh solusi dari persamaan medan gravitasi Einstein 

efektif itu sendiri dimana properti efektifnya pada brane 𝜔𝑒𝑓𝑓 < −1. Wormhole 

akan dibuat sedemikian rupa sehingga dapat didukung oleh kehadiran phantom 

energy.  

I.2 Rumusan Masalah 

1. Bagaimana solusi persamaan medan gravitasi Einstein efektif pada dunia brane 

untuk wormhole didukung oleh phantom energy? 

2. Bagaimana perumusan kerapatan energi, tekanan radial, dan tekanan transversal 

efektif dari phantom energy pada phantom energy wormhole dunia brane? 

3. Bagaimana tensor energi-momentum efektif melanggar kondisi energi nol?  

I.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan penelitian ini adalah sebagai berikut 

1. Menemukan solusi persamaan medan gravitasi Einstein efektif pada dunia 

brane untuk wormhole yang didukung oleh phantom energy. 

2. Merumuskan rapat energi, tekanan radial, dan tekanan transversal efektif dari 

phantom energy pada phantom energy wormhole dunia brane. 

3. Melakukan analisa terhadap tensor energi-momentum agar melanggar kondisi 

energi nol. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

II.1 Formulasi Tetrad/Vierbein 

Tetrad memiliki peran penting dalam penelusuran solusi persamaan medan 

gravitasi Einstein menggunakan konsep diferensial geometri. Konsep diferensial 

geometri memberikan kemudahan dalam penelusuran solusi persamaan medan 

gravitasi Einstein untuk wormhole. Keterkaitan antara tetrad dan wormhole dalam 

persamaan medan gravitasi Einstein adalah tetrad digunakan untuk menemukan 

tensor kelengkungan yang digunakan untuk mencari solusi persamaan medan 

gravitasi Einstein untuk wormhole. 

Manifold ruang-waktu disimbolkan sebagai ℳ. Kemudian, suatu kegiatan 

pengukuran akan dilakukan disekitar posisi pengamat dimana 𝑃 ∈ ℳ. 𝑃 

merupakan titik yang ditinjau sebagai posisi pengamat yang merupakan elemen dari 

manifold ℳ. Kemudian, diberikan lagi titik disekitar 𝑃 yaitu 𝐼 dimana 𝐼 ∈ ℳ. 

Untuk suatu tujuan praktis dalam kosmologi, 𝐼 dapat dipertimbangkan sebagai 

elemen luasan yang kecil (infinitesimal extent). Elemen luasan yang kecil ini cukup 

untuk memberikan akses terhadap ruang singgung (tangent space) yang 

disimbolkan 𝑇𝑃ℳ. Apa yang akan diukur adalah komponen dari suatu tensor di 

titik 𝑃 ini. Untuk basis dari ruang singgung ini, agar sesuai dengan kerangka tempat 

pengamat melakukan pengukuran pada 𝑃, kerangka tersebut harus ortonormal 

terhadap suatu tensor metrik 𝑔 di 𝑃. Basis ini kemudian disebut sebagai “kerangka 

pengamat (observer frame)” [14]. 

Sebuah himpunan dari vektor-4 𝒆𝑎̂ yang merupakan elemen dari ruang 

singgung (tangent space) 𝒆𝑎̂ ∈ 𝑇𝑃ℳ, 𝑎̂ = (0̂, 1̂, 2̂, 3̂) dan memenuhi kondisi 

ortonormalitas yakni [14,15] 

                                                       𝑔(𝒆𝑎̂, 𝒆𝑏̂) ≡ 𝑔𝑎̂𝑏̂ = 𝜂𝑎̂𝑏̂                                          (2.1) 

Suatu basis 𝒆𝑎̂ disebut sebagai “tetrad” atau ”vierbein”. Tetrad disebut juga sebagai 

kerangka medan (field frame) [16]. Ketika dilakukan interpretasi sebagai kerangka 
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pengamat. Elemen rupa-waktu (time like) yang berupa 𝒆0̂ merepresentasikan 

kecepatan-4 (4-velocity) dari pengamat, sedangkan elemen rupa ruang yaitu {𝒆𝑖̂}𝑖=1
3  

memberikan informasi berupa basis kartesian dari kerangka rehat (rest frame) 

pengamat. Tetrad tidak bergantung terhadap koordinat apa yang digunakan dan 𝒆𝑎̂ 

invarian terhadap transformasi Lorentz dimana 

                                                               𝒆𝑎̂ → Λ𝑎̂
𝑏𝒆𝑏                                                      (2.2) 

𝑎̂, 𝑏̂, 𝑐̂, … itu merupakan indeks tetrad 

Tetrad diasosiasikan sebagai suatu himpunan dari koordinat lokal 𝑥𝜇 yang 

hanya valid pada daerah disekitar acuan dimana  𝑥𝜇 = {𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧} disekitar 𝑃. Dapat  

di definisikan vektor tetrad atau vektor ortonormal dimana 

                                                        𝒆𝑎̂ ≡ 𝒆𝑎̂
𝜇𝜕𝜇     ,    𝜕𝜇 ≡ 𝒆𝜇                                      (2.3)  

𝒆𝑎̂
𝜇 disebut sebagai tetapan transformasi. Persamaan (2.3) disubtitusikan ke 

persamaan (2.1) sehingga diperoleh 

                                      𝑔(𝒆𝑎̂
𝜇𝜕𝜇, 𝒆𝑎̂

𝜈𝜕𝜈) = 𝑔𝜇𝜈𝒆𝑎̂
𝜇𝒆𝑏̂

𝜈 = 𝑔𝑎̂𝑏̂ = 𝜂𝑎̂𝑏̂                  (2.4) 

Pindahkan 𝜂𝑎̂𝑏̂ dan 𝒆𝑎̂
𝜇 akan diperoleh [15] 

                                                            𝒆𝑎̂𝜇 = 𝜂𝑎̂𝑏̂𝑔𝜇𝜈𝒆𝑏̂
𝜈                                               (2.5) 

dan untuk 𝒆𝑎̂𝜇𝑑𝑥
𝜇 merupakan elemen dari ruang co-tangent (ruang singgung 

kovarian) dimana 𝒆𝑎̂𝜇𝑑𝑥
𝜇 ∈ 𝑇𝑃

∗ℳ dengan 𝑑𝑥𝜇 merupakan co-basis. 𝑑𝑥𝜇 

membentuk interval koordinat lokal yang diberikan sebagai  

                                                                 𝑑𝑥 = 𝒆𝜇̂𝑑𝑥
𝜇                                                   (2.6) 

Dimana 𝜇̂ merupakan indeks tetrad dan 𝜇 merupakan indeks ruang-waktu. 

Kemudian ditambahkan lagi satu interval koordinat lokal yang diberikan sebagai 

                                                                  𝑑𝑥 = 𝒆𝜈̂𝑑𝑥
𝜈                                                    (2.7) 

bersama-sama, persamaan tersebut membentuk elemen garis 𝑑𝑠2 dimana 

                                            𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥 ∙ 𝑑𝑥 = (𝒆𝜇̂ ∙ 𝒆𝜈̂)𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈                                (2.8) 

Karena elemen rupa ruang {𝒆𝑖̂}𝑖=1
3  menyediakan/memberikan informasi berupa 

basis kartesian dari kerangka rehat maka, dibuat sumbu 3 dimensi dari elemen ini 

dan digambarkan sebagai berikut 
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             𝒆1̂ 

 

 

 

 

         𝒆2̂ 

 

                     𝒆3̂ 

Gambar 2.1 Sumbu 3 dimensi yang dibentuk oleh vektor tetrad 

sumbu 3 dimensi ini membentuk kerangka acuan inersia lokal yang maksudnya 

adalah perkalian dot antara vektor tetrad ini membentuk metrik Minkowski 

                                                              𝒆𝜇̂ ∙ 𝒆𝜈̂ = 𝜂𝜇̂𝜈̂                                                     (2.9) 

Persamaan (2.9) dimasukkan ke persamaan (2.8), diperoleh [15] 

                                                         𝑑𝑠2 = 𝜂𝜇̂𝜈̂𝑑𝑥
𝜇𝑑𝑥𝜈                                             (2.10) 

Sekarang akan dilihat apa yang terjadi jika tidak digunakan vektor tetrad 𝒆𝜇̂ pada 

𝑃. Pada kasus tersebut, basis yang tersedia pada 𝑇𝑃ℳ adalah 𝜕𝜇. Secara umum, 

basis 𝜕𝜇 tidak akan ortonormal pada 𝑃 sehingga [14] 

                                                    𝑔(𝜕𝜇, 𝜕𝜈) ≡ 𝑔𝜇𝜈 ≠ 𝜂𝜇𝜈                                          (2.11) 

Sebagai sebuah contoh sederhana, dicari tetapan transformasi dari suatu persamaan 

metrik sebagai berikut 

                                  𝑑𝑠2 = −𝑐2𝑑𝑡2 + 𝑑𝑟2 + 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2)                (2.12) 

persamaan (2.3) dinyatakan sebagai 

                                                  𝒆𝑎̂ = 𝒆𝑎̂
𝜇𝑔𝜇      ,      𝜕𝜇 ≡ 𝑔𝜇                                    (2.13) 

Kemudian 𝑔𝜇 dinyatakan sebagai 

                                                                𝑔𝜇 = 𝒆𝑎̂𝜇𝒆𝑎̂                                                   (2.14) 

dengan cara yang sama, dapat diperoleh 𝑔𝜈 

                                                                𝑔𝜈 = 𝒆
𝑏̂
𝜈𝒆𝑏̂                                                   (2.15) 

kemudian akan dicari 𝑔𝜇𝜈 dimana 

                                               𝑔𝜇𝜈 = 𝑔𝜇 ∙ 𝑔𝜈 = (𝒆𝑎̂ ∙ 𝒆𝑏̂)(𝒆
𝑎̂
𝜇𝒆

𝑏̂
𝜈)                         (2.16) 
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karena 𝒆𝑎̂ ∙ 𝒆𝑏̂ = 𝜂𝑎̂𝑏̂ sehingga 

                                                            𝑔𝜇𝜈 = 𝜂𝑎̂𝑏̂𝒆
𝑎̂
𝜇𝒆

𝑏̂
𝜈                                            (2.17) 

suatu tetapan transformasi 𝒆𝑎̂𝜇 ditentukan dengan mengambil bentuk akar kuadrat 

dari masing-masing komponen metrik tersebut sehingga 

                                          𝒆𝑎̂𝜇 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1         1        𝑟      r sin 𝜃)                          (2.18) 

dengan cara yang serupa akan diperoleh 

                                          𝒆𝑏̂𝜈 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1         1        𝑟      r sin 𝜃)                          (2.19) 

Karena 𝒆𝑎̂
𝜇 = (𝒆𝑎̂𝜇)

−1
, 𝒆𝑏̂

𝜈 = (𝒆𝑏̂𝜈)
−1

 maka 

                                𝒆𝑎̂
𝜇 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (1         1       

1

𝑟
    

1

𝑟 sin 𝜃
)                          (2.20) 

                                𝒆𝑏̂
𝜈 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (1         1       

1

𝑟
    

1

𝑟 sin 𝜃
)                          (2.21) 

dengan begitu, dapat diperoleh 𝒆𝑎̂
𝜇 sebagai tetapan transformasinya [15].  

II.2 Perkalian Eksterior atau Wedge Product 

Dikenal suatu variabel/objek yang memiliki indeks atas dan indeks bawah 

sebagai tensor. Suatu tensor dengan 𝑛 indeks atas dan 𝑚 indeks bawah disebut 

sebagai tensor dengan rank (𝑛,𝑚). Sebagai contoh, tensor dengan rank (0,0) 

disebut sebagai skalar, tensor dengan rank (1,0) disebut sebagai vektor, dan tensor 

dengan rank (0,1) disebut sebagai kovarian vektor atau basis. Didefinisikan suatu 

𝑝-form sebagai suatu tensor dengan rank (0, 𝑝) dinotasikan sebagai 𝛼 dengan 

komponen 𝛼𝑖1…𝑖𝑝 dengan basis 𝒆𝑖. Didefinisikan lagi suatu 𝑞-form sebagai suatu 

tensor dengan rank (0, 𝑞) dinotasikan sebagai 𝛽 dengan komponen 𝛽𝑗1…𝑗𝑝  dengan 

basis 𝒆𝑗 [16] 

Perkalian antara bentuk 𝑝-form dengan 𝑞-form tidak dapat diselesaikan 

secara langsung dikarenakan sifat antisimetrinya sehingga, digunakan suatu wedge 

product atau Cartan product yang didefinisikan sebagai [16] 

                                                  𝛼 ∧ 𝛽 ≡
(𝑝 + 𝑞)!

𝑝! 𝑞!
(𝛼 ⊗ 𝛽)𝑎                                    (2.22) 



8 
 

𝑎 menandakan bahwa perkalian antara 𝑝-form dengan 𝑞-form bersifat antisimetris. 

Apabila, 𝒆𝑖 adalah basis dari ruang kotangen maka, basis alami dari suatu 𝑝-form 

adalah 𝒆𝑖1 ∧ 𝒆𝑖2…∧ 𝒆𝑖𝑝  dengan 𝑖1 < 𝑖2… < 𝑖𝑝 . Oleh karena itu, suatu 𝑝-form 

dapat dikomposisi sebagai [16] 

                                                𝛼 =
1

𝑝!
𝛼𝑖1𝑖2…𝑖𝑝 𝒆

𝑖1 ∧ 𝒆𝑖2 …∧ 𝒆𝑖𝑝                                (2.23) 

Sebagai contoh, suatu 1-form 𝒆𝑖 dan 𝒆𝑗 akan dilakukan perkalian maka, 

                                      𝒆𝑖 ∧ 𝒆𝑗 = 2(𝒆𝑖⊗𝒆𝑗) = 𝒆𝑖⊗𝒆𝑗 − 𝒆𝑗 ⊗𝒆𝑖                  (2.24) 

Dengan menuliskan persamaan (2.22) sebagai  

                                                 𝒆𝑖 ∧ 𝒆𝑗 = −(𝒆𝑗 ⊗𝒆𝑖 − 𝒆𝑖⊗𝒆𝑗)                           (2.25) 

Dapat diperoleh identitas dari wedge product sebagai berikut 

                                   𝒆𝑖 ∧ 𝒆𝑗 = −(𝒆𝑗⊗𝒆𝑖 − 𝒆𝑖⊗𝒆𝑗) = −𝒆𝑗 ∧ 𝒆𝑖                   (2.26) 

Apabila 𝑖 = 𝑗 diperoleh 

                                                 𝒆𝑖 ∧ 𝒆𝑖 = 𝒆𝑖⊗𝒆𝑖 − 𝒆𝑖⊗𝒆𝑖 = 0                           (2.27) 

II.3 Perumusan Persamaan Medan Gravitasi Einstein 

Perumusan persamaan medan gravitasi Einstein pada bab ini diperoleh 

melalui prinsip aksi sesuai dengan yang digagas oleh David Hilbert pada tahun 

1915. Melalui prinsip aksi, akan diperoleh hubungan matematis dari suatu tensor 

energi-momentum yang berada pada ruas kanan persamaan medan gravitasi 

Einstein dengan Lagrangian materi [17]. Besaran aksi merupakan integral dari 

Lagrangian sistem terhadap waktu sesuai dengan konsep mekanika klasik pada 

suatu benda titik, yang dinyatakan sebagai berikut 

                                                                    𝑆 = ∫𝐿  𝑑𝑡                                                (2.28) 

Dalam teori medan klasik (classic field theory) yang merupakan perluasan dari 

mekanika benda titik, apabila diambil banyak titik-titik menjadi tak berhingga 

sehingga variabel yang digunakan adalah variabel kontinu dalam ruang-waktu, 

yang kemudian dinyatakan sebagai rapat Lagrangian ℒ [18]. Rapat Lagrangian 

diberikan sebagai ℒ = 𝑑𝐿/𝑑𝑉, sehingga persamaan (2.28) menjadi 
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                                                𝑆 = ∫ℒ 𝑑𝑉𝑑𝑡 = ∫𝑑4𝑥 (ℒ√−𝑔)                          (2.29) 

dimana √−𝑔 merupakan Jacobian untuk ruang-waktu setelah dilakukan 

penggabungan komponen ruang 𝑑𝑉 = |𝐽|𝑑3𝑥 dan komponen waktu (𝑑𝑡). Rapat 

lagrangian dalam aksi Einstein-Hilbert diberikan sebagai 

                                                                        ℒ =
ℛ

2𝜅
− ℒ𝑀                                        (2.30) 

Sehingga persamaan (2.29) menjadi 

                                                   𝑆 = ∫  𝑑4𝑥√−𝑔(
ℛ

2𝜅
− ℒ𝑀)                                 (2.31) 

Berdasarkan prinsip aksi terkecil, variasi dari aksi bernilai nol dimana 𝛿𝑆 = 0 

sehingga persamaan (2.29) menjadi  

 𝛿𝑆 = 0 = ∫𝛿 [(
ℛ

2𝜅
− ℒ𝑀)√−𝑔] 𝑑

4𝑥   

                =
1

2𝜅
∫𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔ℛ) − ∫𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔ℒ𝑀)                                    (2.32) 

Pertama-tama, akan ditinjau suku pertama dari persamaan (2.32) 

∫𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔ℛ) = ∫𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈) 

= ∫𝑑4𝑥 (√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿(𝑅𝜇𝜈)) + ∫𝑑
4𝑥 (𝑅𝜇𝜈𝛿(𝑔

𝜇𝜈√−𝑔)) (2.33) 

Integral dari suku pertama pada persamaan (2.33) akan lenyap karena berubah 

menjadi integral permukaan dimana variasinya adalah nol [18], sehingga tersisa 

suku kedua yang apabila diuraikan menjadi  

∫𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔ℛ) = ∫𝑑4𝑥 (√−𝑔𝑅𝜇𝜈𝛿(𝑔
𝜇𝜈)) + ∫𝑑4𝑥𝑔𝜇𝜈𝑅𝜇𝜈𝛿(√−𝑔)    (2.34) 

𝛿(√−𝑔) memenuhi hubungan matematis dimana 

                                                  𝛿(√−𝑔) = −
1

2
√−𝑔𝑔𝜇𝜈𝛿𝑔

𝜇𝜈                                (2.35) 

Masukkan persamaan (2.35) ke persamaan (2.34) sehingga  

∫𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔ℛ) = ∫𝑑4𝑥 (√−𝑔𝑅𝜇𝜈𝛿(𝑔
𝜇𝜈)) −

1

2
∫𝑑4𝑥√−𝑔𝑔𝜇𝜈ℛ𝛿𝑔

𝜇𝜈  (2.36) 

kemudian dilakukan penyederhanaan sehingga 
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                 ∫ 𝑑4𝑥 𝛿(√−𝑔ℛ) = ∫𝑑4𝑥√−𝑔 (𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈ℛ)𝛿𝑔

𝜇𝜈                   (2.37) 

                                                  = ∫𝑑4𝑥√−𝑔𝐺𝜇𝜈 𝛿𝑔
𝜇𝜈                                            (2.38) 

dimana 𝐺𝜇𝜈 adalah bentuk dari tensor Einstein dimana 𝐺𝜇𝜈 ≡ 𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈ℛ 

 Selanjutnya, akan dilakukan peninjauan terhadap rapat Lagrangian materi 

ℒ𝑀 pada integrasi suku kedua pada persamaan (2.32). Mengingat bahwa 

Lagrangian merupakan fungsi dari posisi dan turunan pertamanya sehingga dapat 

dituliskan ℒ𝑀 ≡ ℒ𝑀(𝑔
𝜇𝜈, 𝑔,𝛼

𝜇𝜈) [17,18]. Variasi suku kedua pada persamaan (2.32) 

dapat dituliskan menjadi 

                         𝛿(√−𝑔ℒ𝑀) =
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔𝜇𝜈
𝛿𝑔𝜇𝜈 +

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 𝜕𝛼𝛿𝑔

𝜇𝜈         (2.39) 

dengan mengingat 

     𝜕𝛼 [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 𝛿𝑔𝜇𝜈] =

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 𝜕𝛼𝛿𝑔

𝜇𝜈 + 𝜕𝛼 [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 ] 𝛿𝑔𝜇𝜈 (2.40) 

maka persamaan (2.39) menjadi 

       𝛿(√−𝑔ℒ𝑀) = {
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔𝜇𝜈
− 𝜕𝛼 [

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 ]} 𝛿𝑔𝜇𝜈              

                                                         +𝜕𝛼 [
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 𝛿𝑔𝜇𝜈]                                   (2.41) 

dengan mengacu pada prinsip Hamilton untuk variasi, maka suku terakhir 

persamaan (2.41) menjadi integral luasan Gauss sehingga 

                       𝛿(√−𝑔ℒ𝑀) = {
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔𝜇𝜈
− 𝜕𝛼 [

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 ]} 𝛿𝑔𝜇𝜈             (2.40)  

dengan memasukkan persamaan (2.38) dan (2.40) ke persamaan (2.32) maka  

            ∫{𝐺𝜇𝜈 −
2𝜅

√−𝑔
[
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔𝜇𝜈
− 𝜕𝛼 [

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 ]]}𝛿𝑔𝜇𝜈𝑑4𝑥 = 0    (2.41) 

dari persamaan tersebut dapat diperoleh 

                        𝐺𝜇𝜈 −
2𝜅

√−𝑔
[
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔𝜇𝜈
− 𝜕𝛼 [

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 ]] = 0                    (2.42) 
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                             𝐺𝜇𝜈 =
2𝜅

√−𝑔
[
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔𝜇𝜈
− 𝜕𝛼 [

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 ]]                      (2.43) 

Persamaan (2.43) dapat dituliskan sebagai 

                                                  𝐺𝜇𝜈 ≡ 𝑅𝜇𝜈 −
1

2
𝑔𝜇𝜈ℛ = 𝜅𝑇𝜇𝜈                                 (2.44) 

dimana 𝜅 = 8𝜋𝐺/𝑐4 dan 𝑇𝜇𝜈 merupakan tensor energi momentum  

                                𝑇𝜇𝜈 =
2

√−𝑔
[
𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔𝜇𝜈
− 𝜕𝛼 [

𝜕(√−𝑔ℒ𝑀)

𝜕𝑔,𝛼
𝜇𝜈 ]]                    (2.45) 

 

II.4 Prinsip Aksi Einstein-Hilbert dalam Dunia Brane 

Persamaan Einstein dalam dunia brane telah diturunkan oleh Kanno dan 

Soda melalui aksi Einstein-Hilbert dalam penelitiannya tetapi hanya terbatas pada 

limit energi rendah [19]. Ruang-waktu 4D dalam skenario dunia brane 

digambarkan sebagai dinding domain 3-brane (Σ , 𝑞𝜇𝜈) yang terkungkung dalam 

ruang-waktu 5D (ℳ, 𝑔𝜇𝜈) yang disebut bulk dan 𝑞 dikenal sebagai metrik induksi 

pada sebuah brane dengan indeks 𝜇 dan 𝜈 berjalan dari 0 sampai 3 (𝜇,𝜈 = 0, 1, 2, 3). 

Sedangkan dalam ruang-waktu 5D, tensor metrik diberikan oleh 𝑔𝜇𝜈 , dimana 

indeks 𝜇 dan 𝜈 pada kasus ini berjalan dari 0, 1, 2, 3, 5. Gambaran dari skenario 

dunia brane ditunjukkan pada Gambar 2.1 berikut [18]. 

 (ℳ,𝑔𝜇𝜈) 

 

 (Σ, 𝑞𝜇𝜈) 

Gambar 2.1 Skenario dunia brane dalam ruang-waktu 5D 

dalam hal ini, 𝑛𝐴 merupakan vektor satuan normal pada sebuah permukaan hiper Σ. 

Prinsip aksi Einstein-Hilbert dalam dunia brane diberikan sebagai [18] 

                                                          𝑆 = 𝑆𝐵𝑟𝑎𝑛𝑒 + 𝑆𝐵𝑢𝑙𝑘                                            (2.46) 

dimana 
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                   𝑆𝐵𝑟𝑎𝑛𝑒 =
1

2𝜅4
2∫ 𝑑4𝑥√−𝑞( 𝑅

(4) − 2Λ4) −
Σ

∫ 𝑑4𝑥√−𝑞ℒ𝑚
4

Σ

        (2.47) 

                   𝑆𝐵𝑢𝑙𝑘 =
1

2𝜅5
2∫ 𝑑5𝑥√−𝑔( 𝑅

(5) − 2Λ5) −
ℳ

∫ 𝑑5𝑥√−𝑔ℒ𝑚
5

Σ

          (2.48) 

dengan 𝜅4
2 = 8𝜋𝐺4 merupakan konstanta kopling gravitasi pada brane 4D, 

sedangkan 𝜅5
2 adalah konstanta kopling gravitasi pada bulk. Λ4dan ℒ𝑚

4  masing-

masing adalah konstanta kosmologi dan lagrangian materi pada brane, sedangkan 

Λ5 dan ℒ𝑚
5  masing-masing adalah konstanta kosmologi dan lagrangian materi 

dalam bulk. Dengan menghitung variasi aksi Einstein-Hilbert dalam dunia brane, 

dimana 𝛿𝑆 = 𝛿𝑆𝐵𝑟𝑎𝑛𝑒 + 𝛿𝑆𝐵𝑢𝑙𝑘 , maka dapat diperoleh persamaan medan Einstein 

dalam skenario dunia brane. Berdasarkan prinsip aksi Hamilton, variasi dari suatu 

aksi haruslah sama dengan nol. Jadi variasi aksi pada brane dari persamaan (2.46) 

dapat dituliskan sebagai  

   𝛿𝑆𝐵𝑟𝑎𝑛𝑒 = 0 =
1

2𝜅4
2∫ 𝑑4𝑥 𝛿 [√−𝑞( 𝑅

(4) − 2Λ4)]
Σ

−∫ 𝑑4𝑥 𝛿[√−𝑞ℒ𝑚
4 ]

Σ

                                                                     (2.48) 

                         =
1

2𝜅4
2∫ 𝑑4𝑥 𝛿 [√−𝑞( 𝑅

(4) − 2Λ4)] +
Σ

 𝛿𝑆𝑀
(4)
                           (2.49) 

dimana 

                                            𝛿𝑆𝑀
(4)
= −∫ 𝑑4𝑥 𝛿[√−𝑞ℒ𝑚

4 ]
Σ

                                    (2.50) 

diperoleh persamaan medan Einstein lokal brane 4D yang diberikan sebagai 

                                                      𝐺𝜇𝜈
(4) = −𝛬𝑞𝜇𝜈 + 𝑘

2𝑇𝜇𝜈                                     (2.51) 

dengan                                      𝐺𝜇𝜈
(4) ≡ 𝑅𝜇𝜈

(4) −
1

2
𝑞𝜇𝜈 𝑅

(4)                                    (2.52) 

merupakan tensor Einstein pada brane. Penurunan persamaan (2.51) akan diuraikan 

secara lengkap pada bagian lampiran A. Diperoleh pula relasi antara tensor energi-
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momentum terlokalisasi pada brane, 𝑇𝜇𝜈 dengan lagrangian medan materi pada 

brane melalui aksi medan materi yang diberikan sebagai 

                        𝛿𝑆𝑀
4 = −∫ 𝑑4𝑥𝛿√−𝑞ℒ𝑚

(4)

Σ

= −
1

2
∫ 𝑑4𝑥√−𝑞𝑇𝜇𝜈𝛿𝑞

𝜇𝜈

Σ

         (2.53) 

maka 𝑇𝜇𝜈 dapat dituliskan dalam bentuk yang lebih kompak menjadi: 

                                                    𝑇𝜇𝜈 ≡ −
2𝛿ℒ𝑚

(4)

𝛿𝑞𝜇𝜈
+ 𝑞𝜇𝜈ℒ𝑚

(4)
                                     (2.54) 

Selanjutnya ditinjau variasi aksi dalam bulk pada persamaan (2.48) yang diberikan 

sebagai 

𝛿𝑆𝐵𝑢𝑙𝑘 = 0 =
1

2𝜅5
2∫ 𝑑5𝑥 𝛿 [√−𝑞( 𝑅

(5) − 2Λ5)] −
Σ

∫ 𝑑5𝑥 𝛿[√−𝑞ℒ𝑚
(5)]

Σ

 (2.55) 

                                   =
1

2𝜅5
2∫ 𝑑5𝑥 𝛿 [√−𝑞( 𝑅

(5) − 2Λ5)] +
Σ

 𝛿𝑆𝑀
(5)
                 (2.56) 

Berdasarkan variasi aksi, maka diperoleh persamaan medan Einstein dalam bulk 

5D yang diberikan sebagai 

                                        𝑅𝜌𝜎
(5) −

1

2
𝑞𝜌𝜎 𝑅

(5) = −𝛬5𝑔𝜌𝜎 + 𝑘5
2𝜏𝜌𝜎
(5)
                        (2.57) 

dimana 𝐺𝜌𝜎
(5) ≡ 𝑅𝜌𝜎

(5) −
1

2
𝑞𝜌𝜎 𝑅

(5)
 merupakan tensor Einstein dalam bulk. 

Penurunan persamaan (2.57) dituliskan secara rinci pada bagian lampiran A. 𝜏𝜌𝜎
5  

merupakan tensor energi-momentum dari medan materi dalam bulk yang relasinya 

dengan lagrangian medan materi dalam bulk diberikan dalam bentuk kompak 

sebagai berikut 

                                                  𝜏𝜌𝜎
(5)
≡ −

2𝛿ℒ𝑚
(5)

𝛿𝑞𝜇𝜈
+ 𝑞𝜇𝜈ℒ𝑚

(5)                                      (2.58) 

Persamaan (3.10) dan (3.14) masing-masing merupakan tensor energi-momentum 

“efektif” dari medan materi yang terlokalisasi pada brane dan tensor energi-

momentum dari medan materi dalam bulk [18].  
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II.5 Persamaan Medan Gravitasi Einstein Efektif Dunia Brane 

Kata efektif memberikan arti bahwa pada ruas kanan persamaan medan 

gravitasi Einstein terdapat medan materi lokal, medan elektromagnetik, suku 

koreksi energi tinggi, dan medan materi non-lokal yang tergabung menjadi satu. 

Persamaan medan gravitasi Einstein efektif dengan kontribusi suku koreksi energi 

tinggi diberikan sebagai berikut [18,19] 

                          𝐺𝜇𝜈 = −Λ𝑞𝜇𝜈 + 𝜅
2𝑇𝜇𝜈 +

6𝜅2

𝜆
Π𝜇𝜈 − 𝐸𝜇𝜈 +

2

3
𝜅5
2ℱ𝜇𝜈                  (2.59) 

Λ merupakan konstanta kosmologi pada brane, 𝜅2 dan 𝜅5
2 dinyatakan sebagai 

                                      Λ ≡
1

2
(Λ5 + 𝜅

2𝜆)  , 𝜅2 =
𝜆𝜅5

4

6
                                    (2.60) 

𝜅2 dan 𝜅5
2 juga disebut sebagai konstanta kopling gravitasi. 𝐺𝜇𝜈 merupakan tensor 

Einstein pada brane dan 𝑞𝜇𝜈 merupakan metrik induksi pada brane. Pada 

persamaan (2.59), terdapat Π𝜇𝜈 yang merupakan suku kuadratik tensor energi 

momentum dimana [8] 

                        Π𝜇𝜈 =
1

12
𝑇𝑇𝜇𝜈 −

1

4
𝑇𝜇𝛼𝑇

𝛼
𝜈 +

1

8
𝑔𝜇𝛼 (𝑇𝛼𝛽𝑇

𝛼𝛽 −
1

3
𝑇2)             (2.61) 

Suku kuadratik dari sumber yang menjadi relevan pada energi tinggi yang 

ditunjukkan oleh persamaan (2.61) ini muncul akibat kelengkungan ekstrinsik yang 

diproyeksikan pada tensor Einstein dengan 𝑇𝜇𝜈 merupakan tensor stress-energi atau 

tensor energi-momentum, sedangkan suku 𝐸𝜇𝜈 adalah koreksi kedua yang 

merupakan proyeksi tensor Weyl dimana [18] 

                                                   𝐸𝜇𝜈 ≡ 𝐶𝛽𝜌𝜎
𝛼(5)
𝑛𝛼𝑛

𝜌𝑞𝜇
𝛽
𝑞𝜈
𝜎                                        (2.62) 

dimana 𝐶𝛽𝜌𝜎
𝛼(5)

 merupakan tensor kelengkungan Weyl 5D. Suku koreksi terakhir 

adalah suku medan materi non-lokal ℱ𝜇𝜈 yang menggeneralisasi persamaan medan 

Einstein efektif diberikan sebagai [18,19] 

                                  ℱ𝜇𝜈 ≡ 𝜏𝐴𝐵
(5)
𝑞𝜇
𝐴𝑞𝜈

𝐵 + 𝑞𝜇𝜈 (𝜏𝐴𝐵
(5)
𝑛𝐴𝑛𝐵 −

1

4
𝜏(5))                        (2.63)  

Pada skenario dunia brane, diasumsikan bahwa hanya ada medan gravitasi tanpa 

ada medan materi dalam di dalam bulk maka, suku medan materi non-lokal lenyap 

dimana ℱ𝜇𝜈 = 0 sehingga persamaan (2.59) menjadi [8,18] 
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                                 𝐺𝜇𝜈 = −Λ𝑞𝜇𝜈 + 𝜅
2𝑇𝜇𝜈 +

6𝜅2

𝜆
Π𝜇𝜈 − 𝐸𝜇𝜈                              (2.64) 

Jika Λ = 0 maka persamaan (2.64) menjadi 

                                            𝐺𝜇𝜈 = 𝜅
2𝑇𝜇𝜈 +

6𝜅2

𝜆
Π𝜇𝜈 − 𝐸𝜇𝜈                                      (2.65) 

Dengan mengambil 𝜅2 = 8𝜋 dimana digunakan satuan alami  ℏ = 𝑐 = 𝐺 = 1 

maka persamaan (2.65) menjadi [8] 

                                               𝐺𝜇𝜈 = 8𝜋 (𝑇𝜇𝜈 +
6

𝜆
Π𝜇𝜈 −

𝐸𝜇𝜈

8𝜋
)                                 (2.66) 

                                                                 𝐺𝜇𝜈 = 8𝜋𝑇𝜇𝜈
𝑒𝑓𝑓
                                              (2.67) 

dimana 

                                                     𝑇𝜇𝜈
𝑒𝑓𝑓 ≡ 𝑇𝜇𝜈 +

6

𝜆
Π𝜇𝜈 −

𝐸𝜇𝜈

8𝜋
                                   (2.68) 

II.6 Persamaan Struktur Cartan Pertama 

Pada bagian ini akan dibahas mengenai persamaan struktur Cartan pertama. 

Persamaan struktur Cartan terdiri atas persamaan struktur Cartan pertama dan 

persamaan struktur Cartan kedua. Persamaan struktur Cartan digunakan untuk 

mencari tensor kelengkungan. Penggunaan persamaan struktur Cartan dalam 

mencari tensor kelengkungan relatif lebih mudah dilakukan. 

Suatu basis 𝒆𝑖 merupakan basis dari ruang singgung dan 𝒆𝑗 merupakan dual 

basis terasosiasi. Diperkenalkan suatu manifold ℳ dengan suatu koneksi affine 𝐷 

didefinisikan sebagai 

                                                              𝐷𝒆𝑘𝒆𝑗 = 𝛾𝑘𝑗
𝑖 𝒆𝑖                                                (2.69) 

dengan 𝛾𝑘𝑗
𝑖  merupakan koefisien rotasi Ricci. Apabila 𝒆𝑖 merupakan basis alami 

dimana 𝒆𝑖 = 𝜕𝑖 maka, 𝛾𝑘𝑗
𝑖  berubah menjadi simbol Christoffel Γ𝑘𝑗

𝑖  [16]. 𝛾𝑘𝑗
𝑖  

diperlakukan sebagai hasil dari aksi suatu 1-form 𝜔𝑗
𝑖 yang disebut sebagai bentuk 

koneksi terhadap suatu basis ortonormal 𝒆𝑘 sehingga 

                                            𝛾𝑘𝑗
𝑖 = 𝜔𝑗

𝑖(𝒆𝑘)     ⇔     𝜔𝑗
𝑖 = 𝛾𝑘𝑗

𝑖 𝒆𝑘                                (2.70) 
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Suatu torsi yang bekerja terhadap suatu vektor 𝒖 dan 𝒘 sehingga dituliskan sebagai 

𝑇∇(𝒖,𝒘) didefinisikan sebagai  

                                                  𝑇∇(𝒖,𝒘) ≡ ∇𝒖𝒘− ∇𝒘𝒖 − [𝒖,𝒘]                         (2.71) 

dimana [𝒖,𝒘] merupakan notasi kurung Lie (Lie Bracket) dimana 

                                                          [𝒖,𝒘] = 𝒖 ∘ 𝒘 − 𝒘 ∘ 𝒖                                    (2.72) 

Berdasarkan (2.69) dan hubungan (2.70) dengan (2.71) diperoleh 

      𝑇D(𝒆𝑗, 𝒆𝑘) ≡ 𝐷𝒆𝑘𝒆𝑗 − 𝐷𝒆𝑗𝒆𝑘 − [𝒆𝑗 , 𝒆𝑘]

= 𝜔𝑗
𝑖(𝒆𝑘)𝒆𝑖 −𝜔𝑘

𝑖 (𝒆𝑗)𝒆𝑖 + {𝑑𝒆
𝑖(𝒆𝑗, 𝒆𝑘)}𝒆𝑖              (2.73) 

Suku terakhir persamaan (2.73) memenuhi sifat 

                                                      −[𝒆𝑗 , 𝒆𝑘] = {𝑑𝒆
𝑖(𝒆𝑗, 𝒆𝑘)}𝒆𝑖                                (2.74) 

Skalar 𝜔𝑗
𝑖(𝒆𝑘) dapat dipandang sebagai 2-form dimana (𝜔ℎ

𝑖 ⊗𝒆ℎ) bekerja pada 

suatu pasangan vektor basis (𝒆𝑗 , 𝒆𝑘) sehingga skalar tersebut dituliskan sebagai 

𝜔𝑗
𝑖(𝒆𝑘) = (𝜔ℎ

𝑖 ⊗𝒆ℎ)(𝒆𝑗, 𝒆𝑘). Demikian pula dengan 𝜔𝑘
𝑖 (𝒆𝑗), 𝜔𝑘

𝑖 (𝒆𝑗) dituliskan 

sebagai 𝜔𝑘
𝑖 (𝒆𝑗) = (𝒆ℎ⊗𝜔ℎ

𝑖 )(𝒆𝑗, 𝒆𝑘) [16]. Maka dari itu, 𝑇D(𝒆𝑗, 𝒆𝑘) dapat 

dituliskan ulang sebagai 

                                    𝑇D(𝒆𝑗, 𝒆𝑘) = {(𝜔ℎ
𝑖 ∧ 𝒆ℎ + 𝑑𝒆𝑖)(𝒆𝑗, 𝒆𝑘)}𝒆𝑖                       (2.75) 

Apabila 𝑇D(𝒆𝑗, 𝒆𝑘) = 0 maka, persamaan (2.75) dinyatakan bebas torsi (torsion 

free) sehingga, persamaan (2.75) menjadi 

                                                           𝑑𝒆𝑖 +𝜔ℎ
𝑖 ∧ 𝒆ℎ = 0                                           (2.76) 

Persamaan (2.76) dikenal sebagai persamaan struktur Cartan pertama [16]. 

II.7 Persamaan Struktur Cartan Kedua 

Suatu tensor kelengkungan Riemann-Christoffel 𝑅𝐷 dari turunan kovarian 

𝐷 yang bekerja pada suatu triplet vektor basis (𝒆𝑖 , 𝒆𝑗 , 𝒆𝑘) dinyatakan sebagai 

                                     𝑅𝒆𝑖,𝒆𝑗
𝐷 𝒆𝑘 ≡ 𝐷𝒆𝑖𝐷𝒆𝑗𝒆𝑘 − 𝐷𝒆𝑗𝐷𝒆𝑖𝒆𝑘 − 𝐷[𝒆𝑖,𝒆𝑗]𝒆𝑘                  (2.77) 

Notasi kurung Lie untuk suatu vektor basis adalah nol [𝒆𝑖 , 𝒆𝑗] = 0, maka 

                                              𝑅𝒆𝑖,𝒆𝑗
𝐷 𝒆𝑘 ≡ 𝐷𝒆𝑖𝐷𝒆𝑗𝒆𝑘 − 𝐷𝒆𝑗𝐷𝒆𝑖𝒆𝑘                                (2.78) 



17 
 

Dengan menggunakan kalkulasi yang sama untuk memperoleh persamaan (2.75) 

maka, persamaan (2.78) menjadi  

                                     𝑅𝒆𝑖,𝒆𝑗
𝐷 𝒆𝑘 = {(𝑑𝜔𝑘

𝑚 +𝜔𝑙
𝑚 ∧ 𝜔𝑘

𝑙 )(𝒆𝑖, 𝒆𝑗)}𝒆𝑚                      (2.79) 

dari persamaan (2.79) dapat diperoleh 

                                                       Ω𝑘
𝑚 =  𝑑𝜔𝑘

𝑚 + 𝜔𝑙
𝑚 ∧ 𝜔𝑘

𝑙                                      (2.80) 

Persamaan (2.80) dikenal sebagai persamaan struktur Cartan kedua. Apabila 𝒆𝑖 dan 

𝒆𝑗 merupakan basis natural dengan 𝒆𝑖 ≡ 𝜕𝑖 dan 𝒆𝑗 ≡ 𝜕𝑗 maka 𝜔𝑘
𝑚 = Γ𝑗𝑘

𝑚𝑑𝑥𝑗 dengan 

𝒆𝑗 = 𝑑𝑥𝑗 [16]. Dari hubugan tersebut, persamaan (2.80) menjadi  

                                                 Ω𝑘
𝑚 =  𝑑(Γ𝑗𝑘

𝑚𝑑𝑥𝑗) + 𝜔𝑙
𝑚 ∧ 𝜔𝑘

𝑙                                  (2.81) 

dilakukan penguraian pada 𝑑(Γ𝑗𝑘
𝑚𝑑𝑥𝑗) sehingga diperoleh 

                                             Ω𝑘
𝑚 = 𝜕𝑖Γ𝑗𝑘

𝑚𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 +𝜔𝑙
𝑚 ∧ 𝜔𝑘

𝑙                              (2.82) 

Pada 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗  berlaku 𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗 = 𝑑𝑥𝑖 ⊗𝑑𝑥𝑗 − 𝑑𝑥𝑗 ⊗𝑑𝑥𝑖 maka persamaan 

(2.82) menjadi 

                                  Ω𝑘
𝑚 = (𝜕𝑖Γ𝑗𝑘

𝑚 − 𝜕𝑗Γ𝑖𝑘
𝑚) 𝑑𝑥𝑖 ⊗𝑑𝑥𝑗 +𝜔𝑙

𝑚 ∧ 𝜔𝑘
𝑙                    (2.83) 

Pada suku kedua persamaan (2.83) berlaku aturan pada perkalian eksterior sehingga  

               Ω𝑘
𝑚 = (𝜕𝑖Γ𝑗𝑘

𝑚 − 𝜕𝑗Γ𝑖𝑘
𝑚) 𝑑𝑥𝑖⊗𝑑𝑥𝑗 + (𝜔𝑙

𝑚⊗𝜔𝑘
𝑙 −𝜔𝑘

𝑙  ⊗ 𝜔𝑙
𝑚)      (2.84) 

Berdasarkan 𝜔𝑘
𝑚 = Γ𝑗𝑘

𝑚𝑑𝑥𝑗  maka persamaan (2.84) menjadi 

               Ω𝑘
𝑚 = (𝜕𝑖Γ𝑗𝑘

𝑚 − 𝜕𝑗Γ𝑖𝑘
𝑚)𝑑𝑥𝑖 ⊗𝑑𝑥𝑗    

                                            +(Γ𝑖𝑙
𝑚𝑑𝑥𝑖⊗Γ𝑗𝑘

𝑙 𝑑𝑥𝑗 − Γ𝑗𝑘
𝑙 𝑑𝑥𝑗  ⊗ Γ𝑖𝑙

𝑚𝑑𝑥𝑖)                (2.85) 

Apabila pada persamaan (2.85) dilakukan kontraksi maka, 

               Ω𝑘
𝑚 = (𝜕𝑖Γ𝑗𝑘

𝑚 − 𝜕𝑗Γ𝑖𝑘
𝑚)𝑑𝑥𝑖 ⊗𝑑𝑥𝑗    

                                            +(Γ𝑖𝑙
𝑚𝑑𝑥𝑖⊗Γ𝑗𝑘

𝑙 𝑑𝑥𝑗 − Γ𝑖𝑘
𝑙 𝑑𝑥𝑖  ⊗ Γ𝑗𝑙

𝑚𝑑𝑥𝑗)                (2.86) 

Persamaan (2.86) dapat dituliskan menjadi 

                                                         Ω𝑘
𝑚 = 𝑅𝑘𝑖𝑗

𝑚  𝑑𝑥𝑖⊗𝑑𝑥𝑗                                       (2.87) 

dimana 𝑅𝑘𝑖𝑗
𝑚 = 𝜕𝑖Γ𝑗𝑘

𝑚 − 𝜕𝑗Γ𝑖𝑘
𝑚 + Γ𝑖𝑙

𝑚Γ𝑗𝑘
𝑙 − Γ𝑖𝑘

𝑙 Γ𝑗𝑙
𝑚 

Dari persamaan (2.22) dapat diperoleh  

                                                𝑑𝑥𝑖 ⊗𝑑𝑥𝑗 =
1

2
(𝑑𝑥𝑖 ∧ 𝑑𝑥𝑗)                                    (2.88) 
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Dengan memasukkan persamaan (2.85) ke persamaan (2.88) dengan 𝑑𝑥𝑖 ≡ 𝒆𝑖 dan 

𝑑𝑥𝑗 ≡ 𝒆𝑗 maka, 

                                                          Ω𝑘
𝑚 =

1

2
𝑅𝑘𝑖𝑗
𝑚  𝒆𝑖 ∧ 𝒆𝑗                                          (2.89) 

Dengan demikian, persamaan (2.80) dapat dituliskan sebagai  

                                      Ω𝑘
𝑚 = 𝑑𝜔𝑘

𝑚 +𝜔𝑙
𝑚 ∧ 𝜔𝑘

𝑙 =
1

2
𝑅𝑘𝑖𝑗
𝑚  𝒆𝑖 ∧ 𝒆𝑗                          (2.90) 

II.8 Pengenalan Wormhole  

 Gagasan tentang wormhole berasal dari teori relativitas umum yang digagas 

oleh Albert Einstein. Gagasan tentang wormhole bermula dari seorang fisikawan 

yang bernama Karl Schwarzchild yang memprediksikan eksistensi lubang hitam 

(black hole) melalui persamaan medan gravitasi Einstein. Model black hole yang 

diprediksikan oleh Karl Schwarzchild memiliki singularitas. Singularitas adalah 

suatu titik dengan kerapatan massa tak terhingga yang berada di dalam suatu black 

hole [20]. Pada suatu singularitas, semua hukum fisika akan menjadi tak berarti. 

Hal tersebut sangat mengganggu Einstein. Albert Einstein tidak menyukai gagasan 

mengenai black hole tersebut dan semakin mengganggunya dikarenakan 

singularitas tersembunyi dari dunia luar oleh suatu cakrawala peristiwa (event 

horizon). Akhirnya, pada tahun 1935, Albert Einstein dan kolaboratornya bernama 

Nathan Rosen menggunakan trik matematik yang disebut transformasi koordinat 

untuk menghasilkan black hole Schwarzchild tanpa singularitas [20]. 

 Hal yang mengejutkan terjadi, ternyata mereka menemukan bahwa 

singularitas tersebut berubah menjadi suatu jembatan yang menghubungkan suatu 

lokasi tertentu di alam semesta. Jembatan tersebut dikenal sebagai Jembatan 

Einstein-Rosen. Asumsi yang berlaku pada saat itu ialah objek yang masuk ke 

dalam black hole, akan keluar melalui suatu objek yang disebut white hole. White 

hole merupakan pasangan dari suatu black hole yang memiliki sifat yang 

berlawanan dengan black hole [20]. White hole memiliki antihorizon sedangkan 

black hole memiliki suatu event horizon. Antihorizon merupakan kebalikan dari 

event horizon. Suatu white hole dikelilingi oleh antihorizon sebagaimana black hole 

dikelilingi oleh event horizon. Sayangnya, antihorizon ini sangatlah tidak stabil dan 
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berubah menjadi event horizon dalam waktu yang singkat. Jadi, saat suatu objek 

masuk ke dalam black hole, objek tersebut akan menemui event horizon selanjutnya 

yang menghalangi objek tersebut untuk keluar [20]. 

 Masalah utama dalam jembatan Einstein-Rosen adalah konstruksinya tidak 

stabil. Jembatan Einstein-Rosen hanya akan bertahan dalam waktu yang singkat 

dan akhirnya terputus. Faktanya, karena umur dari jembatan Einstein-Rosen ini 

sangat singkat menyebabkan cahaya tidak cukup cepat melewatinya. Objek yang 

jatuh ke dalam black hole hanya akan terjebak selamanya dalam singularitas. 

Jembatan Einstein-Rosen tidak akan pernah bisa menjadi fasilitas dalam 

mengunjungi tempat yang jauh di alam semesta dalam waktu singkat [20]. 

 Kip Thorne dan Michael Morris akhirnya berhasil mengkonstruksi suatu 

wormhole yang tidak memiliki singularitas, tidak memiliki event horizon, memiliki 

jembatan yang dapat dilalui, dan memiliki lubang yang terbuka terus. Apabila 

terdapat singularitas maka, objek yang masuk tidak akan pernah dapat keluar. 

Apabila terdapat event horizon, maka hanya perjalanan satu arah saja yang dapat 

dimungkinkan [20]. Model wormhole yang menarik adalah Lorentzian wormhole. 

Gambaran mengenai Lorentzian wormhole diberikan pada Gambar 2.3. Wormhole 

jenis ini terbagi atas dua, yaitu permanen dan sementara. Masing-masing subjenis 

ini kemudian terbagi lagi menjadi dua yaitu, inter-universe wormhole dan intra-

universe wormhole. Inter-universe wormhole adalah suatu wormhole yang dapat 

menghubungkan dua alam semesta berbeda, sedangkan intra-universe wormhole 

adalah wormhole yang menghubungkan dua wilayah yang berjauhan pada alam 

semesta yang sama. 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Skema Lorentzian Wormhole 

Sumber: F. S. N. Lobo, Wormhole, Warp Drives, and Energy Condition 
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Masing-masing subjenis tersebut terdiri atas dua varietas, yaitu makroskopis dan 

varietas mikroskopis. Varietas makroskopis menyiratkan wormhole yang dapat 

dilalui, sedangkan varietas mikroskopis menyiratkan quantum wormhole dari jenis 

yang pertama kali dipelajari oleh Wheeler [20]. 

II.9 Pengenalan Materi Eksotik 

Salah satu syarat yang ingin diterapkan Kip Thorne pada wormhole yang 

dapat dilalui adalah bahwa wormhole itu tidak akan menutup dengan cepat seperti 

jembatan Einstein–Rosen. Namun, Kip Thorne menemukan bahwa ini tidak akan 

menjadi masalah yang mudah. Tenggorokan wormhole (wormhole throat) tidak 

akan terbuka dengan sendirinya dan membutuhkan banyak bantuan. Ditemukan 

bahwa tidak ada materi yang diketahui di alam semesta yang dapat memenuhi 

persyaratan Thorne. Thorne menyadari bahwa satu-satunya cara agar wormhole 

tetap terbuka adalah jika lubang itu dijalin dengan bahan yang sangat aneh yang 

harus memiliki massa negatif. Secara teknis, dikatakan juga memiliki energi negatif 

disebabkan karena massa dan energi dapat dipertukarkan dan pada saat itu gagasan 

ini tidaklah masuk akal. Dalam pernyataan ilmiah yang khas, Thorne menjuluki 

materi ini sebagai materi eksotik [20]. 

Suatu materi yang memiliki massa positif tentunya mematuhi hukum fisika, 

jika berada pada sekitar sumber medan gravitasi, gaya gravitasi pun akan menarik 

materi tersebut. Tetapi, materi yang memiliki massa negatif tidak mematuhi hukum 

fisika, akan terjadi suatu gaya gravitasi yang repulsif apabila materi tersebut berada 

di sekitar sumber medan gravitasi. Suatu materi eksotik dapat mempertahankan 

struktur suatu wormhole dan mempertahankannya agar tetap terbuka dikarenakan 

gaya gravitasi yang repulsif menyebabkan timbulnya suatu tekanan negatif yang 

mengarah keluar. Materi eksotik akan sangat sulit dibayangkan sebagai suatu materi 

seperti halnya dibayangkan suatu partikel proton atau elektron. Akan lebih mudah 

dibayangkan jika materi eksotik ini eksis sebagai suatu fluida. Salah satu kandidat 

materi eksotik adalah phantom energy [20]. 
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II.10 Metrik Ruang-Waktu dari Wormhole 

Diberikan metrik statik dan simetri bola untuk wormhole [21] 

                   𝑑𝑠2 = −𝑒2Φ(𝑟)𝑑𝑡2 +
𝑑𝑟2

1 −
𝑏(𝑟)
𝑟

+ 𝑟2(𝑑𝜃2 + sin2 𝜃 𝑑𝜙2)             (2.91) 

dimana Φ(𝑟) dan 𝑏(𝑟) merupakan fungsi arbitrer dari kordinat radial 𝑟 [7,8,9,21]. 

Koordinat radial 𝑟 merepresentasikan lokasi dari suatu wormhole. Φ(𝑟) 

berhubungan dengan fungsi pergeseran merah (redshift function) dan 𝑏(𝑟) 

berhubungan dengan fungsi bentuk yang menentukan bentuk dari wormhole itu 

sendiri. Agar wormhole dapat dilalui, maka harus dipastikan agar tidak memiliki 

event horizon dimana 𝑒2Φ(𝑟) ≠ 0 sehingga Φ(𝑟) haruslah memiliki nilai berhingga 

dimanapun [21].  

 Meskipun komponen 𝑔𝑟𝑟 menjadi divergen apabila  𝑏(𝑟) = 𝑟, yang mana 

memberikan suatu singularitas koordinat maka, 𝑙(𝑟) = ±∫ (1 − 𝑏(𝑟)/𝑟)−1/2𝑑𝑟
𝑟

𝑟0
 

dibutuhkan agar memiliki nilai berhingga dimanapun. 𝑙(𝑟) merupakan jarak radial 

yang tepat (proper radial distance). Nilai 𝑙(𝑟) tersebut menurun dari 𝑙 = +∞ pada 

bagian atas alam semesta ke 𝑙 = −∞ pada bagian bawah alam semesta [21]. 

II.11 Prinsip Matematis dari Diagram Penyatuan 

Diagram penyatuan digunakan untuk membuat visualisasi dari wormhole 

dalam bentuk gambar [21,22]. Diagram penyatuan juga dapat digunakan untuk 

mengekstrak informasi yang penting dari pemilihan fungsi bentuk 𝑏(𝑟). 

Dikarenakan sifat alami dari metrik yang digunakan yakni simetri bola, dapat 

dipertimbangkan 𝜃 = 𝜋/2 dan variabel waktu yang bernilai tetap. Dari 

pertimbangan tersebut, metrik pada persamaan (2.91) dituliskan menjadi 

                                                        𝑑𝑠2 =
𝑑𝑟2

1 −
𝑏(𝑟)
𝑟

+ 𝑟2𝑑𝜙2                                  (2.92) 

Selanjutnya, metrik pada persamaan (2.92) disatukan dengan metrik pada suatu 

koordinat silinder (𝑟, 𝜙, 𝑧) yakni 

                                                        𝑑𝑠2 = 𝑑𝑟2 + 𝑟2𝑑𝜙2 + 𝑑𝑧2                               (2.93) 
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Melalui persamaan (2.92) dan (2.93) diperoleh 

                                                               
𝑑𝑧

𝑑𝑟
= ± [

𝑟

𝑏(𝑟)
− 1]

−1/2

                               (2.94) 

Agar dapat menjadi solusi dari wormhole, harus dipastikan bahwa leher dari 

wormhole mengalami kondisi pelebaran (flaring-out condition). Kondisi pelebaran 

memerlukan bahwa 𝑑2𝑟/𝑑𝑧2 > 0. Persamaan (2.96) dituliskan ulang menjadi 

                                                               
𝑑𝑟

𝑑𝑧
= ± [

𝑟

𝑏(𝑟)
− 1]

1/2

                                 (2.95) 

Apabila dilakukan diferensiasi terhadap 𝑧, persamaan (2.95) menjadi 

                                                                
𝑑2𝑟

𝑑𝑧2
=
𝑏 − 𝑏′𝑟

2𝑏2
> 0                                      (2.96) 

Kondisi pelebaran inilah merupakan bagian yang fundamental dari wormhole dan 

memiliki peran utama dalam melakukan analisa terhadap pelanggaran kondisi 

energi nol. Dibagian leher wormhole 𝑏(𝑟0) = 𝑟0, dapat dilakukan verifikasi bahwa 

fungsi bentuk memenuhi 𝑏′(𝑟0) < 1 [21]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


