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ABSTRAK

Nilai total ketidakteraturan titik dari graf G, dinotasikan dengan tvs(G)
merupakan bilangan bulat positif terkecil k£ sedemikian sehingga G memiliki suatu
pelabelan-k total tidak teratur titik. Pada penelitian ini akan ditentukan nilai total
ketidakteraturan pada graf grid G,, yang dimodifikasi, dinotasikan dengan GM,,.
Adapun tvs(GM,,) diperoleh dengan menentukan batas bawah dan batas atasnya.
Batas bawahnya ditentukan dengan menggunakan teorema yang relevan sedangkan

batas atasnya ditentukan dengan pelabelan total tidak teratur titik. Berdasarkan hasil

4n+3

penelitian ini, diperoleh tvs(GM,,) = [T] dengan n > 6 dan n adalah bilangan

genap.

Kata kunci: graf grid, pelabelan total tidak teratur titik, nilai total

ketidakteraturan titik
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ABSTRACT

The total vertex irregularity strength of graph G, denoted by tvs(G) is the
smallest positive integer k such that G has a vertex irregular total k-labeling. In this
research, the total vertex irregularity strength of the modified G,, grid graph,
denoted by G M,, will be determined. The tvs(GM,,) is obtained by determining the
lower bound and the upper bound. The lower bound is determined by using relevant

theorem, while the upper bound is determined by using vertex irregular total

labeling. Based on the results of this study, we have tvs(GM,,) = [4"+3

T],forn26

and n are an even numbers.

Keywords: grid graph, vertex irregular total labeling, the total vertex irregularity

strength
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BAB 1
PENDAHULUAN

Bab ini berisikan tentang latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah,
tujuan dan manfaat penelitian, serta sistematika penulisan yang digunakan dalam
penelitian.

1.1. Latar Belakang

Seiring dengan perkembangan zaman, matematika menjadi salah satu ilmu
dasar yang dapat dimanfaatkan dalam kehidupan untuk memecahkan masalah. Oleh
karena itu, matematika dengan berbagai cabang ilmunya sering digunakan untuk
menemukan jawaban terhadap masalah yang dihadapi oleh manusia. Salah satu
cabang ilmu yang terdapat dalam matematika adalah teori graf.

Teori graf pertama kali diperkenalkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736
ketika mencoba membuktikan kemungkinan untuk melewati empat daerah yang
terhubung dengan tujuh jembatan di atas sungai Pregel di Konisberg, Rusia dalam
sekali waktu. Masalah tersebut kemudian digambarkan dengan menentukan
keempat daerah tersebut sebagai titik dan ketujuh jembatan sebagai sisi yang
menghubungkan daerah satu dengan daerah lain. Hal inilah yang menjadi konsep
awal lahirnya teori graf.

Salah satu topik yang terdapat dalam teori graf adalah pelabelan. Pelabelan
graf merupakan pemberian nilai dengan bilangan bulat positif pada titik, sisi atau
keduanya dari suatu graf sehingga memenuhi kondisi tertentu. Pelabelan titik
adalah pelabelan dengan domain himpunan titik, pelabelan sisi adalah pelabelan
dengan domain himpunan sisi, dan pelabelan total adalah pelabelan dengan domain
gabungan himpunan titik dan himpunan sisi [1]. Salah satu jenis pelabelan total
pada graf adalah pelabelan total tidak teratur.

Konsep pelabelan tidak teratur pertama kali diperkenalkan oleh Gary
Chartrand. Pelabelan tidak teratur pada graf G didefinisikan sebagai suatu pemetaan
yang memetakan himpunan sisi dari G ke himpunan bilangan {1,2,...,k}
sedemikian sehingga semua titik mempunyai bobot yang berbeda. Nilai
ketidakteraturan dari G adalah bilangan bulat positif terkecil k sedemikian sehingga

G mempunyai suatu pelabelan k tidak teratur [2].
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Pelabelan total tidak teratur terbagi menjadi dua jenis, yaitu pelabelan total
tidak teratur titik dan pelabelan total tidak teratur sisi. Beberapa peneliti telah
melakukan penelitian terhadap pelabelan total tidak teratur titik. Badawi, S. [3]

menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf grid untuk n > 2, dengan

n?+2
5

hasil tvs(G,2) = [ ] Fatimah, S. [4] menentukan nilai total ketidakteraturan

titik pada graf splitting Spl(K;,) untuk n >3 dengan hasil tvs(Spl(Ky,)) =

[Zn;l]. Harianja, S. F. [5] menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf

5m+2
3

seri pararel sp(m, 1,5), dengan hasil tvs(sp(m,1,5)) = [ ] Saputri, S. [6]

menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf seri pararel sp(m,2,4),

8m+2
3

dengan hasil tvs(sp(m,2,4)) =[ ] Nurlindah [7] menentukan nilai total

ketidakteraturan titik pada graf dodecahedral yang dimodifikasi, dengan hasil

tvs(GD,) = [

mn+3]
s |

Nilai total ketidakteraturan titik pada graf grid telah ditentukan oleh peneliti
sebelumnya. Namun, belum dilakukan penelitian tentang graf grid G,,,. Graf grid
G4, merupakan graf yang memiliki jumlah titik 4 dikali n. Graf grid G,,, memiliki
titik yang berderajat 2, 3, dan 4. Pada rencana penelitian tugas akhir ini, graf yang
akan ditentukan nilai total ketidakteraturan titiknya adalah graf grid G,, yang
dimodifikasi. Graf grid G4, yang dimodifikasi merupakan suatu graf dengan
penambahan sisi pada titik yang berderajat 2 dan 4, sehingga titiknya menjadi
berderajat 3 dan 5. Berdasarkan hal tersebut, yang menjadi rencana judul dari
penulis pada penelitian ini adalah “Nilai Total Ketikteraturan Titik Pada Graf
Grid G4, Yang Dimodifikasi”.

1.2 Rumusan Masalah

Adapun yang menjadi rumusan masalah pada penelitian ini adalah bagaimana
cara menentukan batas atas nilai total ketidakteraturan titik pada graf grid G,,, yang
dimodifikasi?

1.3 Batasan Masalah

Pada penelitian ini, batasan modifikasi yang dilakukan pada graf grid G,,

adalah hanya menambahkan sisi pada titik yang berderajat 2 dan 4, sehingga

menjadi titik berderajat 3 dan 5. Selain itu, penulis hanya membahas pelabelan total
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tidak teratur titik graf grid G,, yang dimodifikasi, dengan n > 6 dan n adalah
bilangan genap.
1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan batas atas nilai total

ketidakteraturan titik pada graf grid G,,, yang dimodifikasi.

1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat dari penelitian ini adalah:

1) Memperluas pengetahuan dan pengembangan keilmuan dalam bidang ilmu
matematika, secara khusus mengenai perkembangan dari teori graf.

2) Sebagai sarana penulis dalam mengembangkan ilmu pengetahuan yang selama
ini menjadi bidang ilmu yang dipelajari.

3) Sebagai rujukan atau sumber referensi bagi pembaca untuk penelitian
selanjutnya dan dapat memberikan motivasi dalam mempelajari dan
mengembangkan ilmu matematika dibidang teori graf khusunya tentang nilai
total ketidakteraturan titik.

1.6 Sistematika Penulisan

Pada penelitian ini, penulisannya terdiri dari lima bab, yakni sebagai berikut:

1) Bab I Pendahuluan, yakni membahas latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian dan sistematika penulisan.

2) Bab Il Tinjauan Pustaka, yakni membahas secara singkat mengenai konsep
dasar, yaitu berbagai macam definisi dan teorema pada teori graf yang relevan
dengan pelabelan total tidak teratur titik pada graf grid, antara lain pengertian
graf, terminologi graf, jenis-jenis graf, pelabelan graf dan pelabelan total tidak
teratur.

3) Bab Il Metodologi Penelitian, yakni membahas metode penelitian dan langkah-
langkah yang digunakan dalam menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada
graf grid G,,, yang dimodifikasi.

4) Bab IV Hasil dan Pembahasan, yakni membahas mengenai hasil utama dari
tugas akhir ini yaitu menentukan nilai total ketidakteraturan titik pada graf grid

G4y, Yang dimodifikasi.
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5) Bab V Penutup, yakni memuat kesimpulan dari pengerjaan tugas akhir secara
keseluruhan serta terdapat saran yang ditujukan bagi peneliti lain agar bisa

mengembangkan penelitian ini.
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BAB 2
TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini berisikan tentang definisi, terminologi, operasi, dan jenis-jenis graf,
serta pelabelan graf yang relevan dengan topik penelitian.
2.1 Pengertian Graf

Graf merupakan pasangan himpunan titik dan himpunan sisi, dengan
himpunan sisi diperoleh dari himpunan titiknya. Pengaitan titik-titik pada graf
membentuk sisi dan dapat direpresentasikan menjadi sebuah gambar sehingga
membentuk suatu graf. Secara formal definisi graf dapat dituliskan sebagai berikut.
Definisi 2.1 Graf G adalah pasangan himpunan (V,E), dengan V adalah himpunan
diskrit yang anggota-anggotanya disebut titik, dan E adalah himpunan dari
pasangan anggota-anggota V yang disebut sisi [8].

Himpunan titik graf G biasanya dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi
dinotasikan dengan E(G). Suatu sisi e di E(G) yang merupakan pasangan tidak
terurut dari titik wdan v di V(G) dapat dinyatakan dengan e = {u, v}. Namun
dalam penulisan selanjutnya, sisi e = {u, v} hanya akan ditulis e = uv.

Adapun contoh graf G beserta himpunan titik dan sisinya dapat dilihat pada

gambar berikut:

v
1 e, V)
€4 &2 €s
e
V3 3 Vy

Gambar 2.1 Graf G.

Pada Gambar 2.1, himpunan titik dan sisi graf G adalah V(G) ={v,, v,, v3, v,} dan
(G) ={eq,ey,e3,€4,€5}, dENgAN e = V1V, €3 = VqVy, €3 = U3l €4 = VU3
dan es = vyv,.
2.2 Terminologi Graf

Dalam mempelajari graf, terdapat beberapa terminologi (istilah) yang
berkaitan dengan graf. Berikut didefinisikan beberapa terminologi yang akan
digunakan pada pembahasan tugas akhir ini.
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Definisi 2.2.1 Jika e = uv adalah sisi dari suatu graf G, maka u dan v dikatakan
titik-titik bertetangga (adjacent vertices), dan e dikatakan terkait (incident) dengan
titik u dan v. Selanjutnya, jika e; dan e, adalah sisi yang berbeda di G yang
terkait dengan sebuah titik yang sama, maka e; dan e, disebut sisi-sisi bertetangga
(adjacent edges) [2].

Adapun contoh graf G beserta pasangan titik dan sisi yang bertetangga dapat

dilihat pada gambar berikut:

Gambar 2.2.1 Graf G.

Pada Gambar 2.2.1, graf G memiliki beberapa pasangan titik dan sisi yang
bertetangga. Titik v; dengan v, adalah titik-titik yang bertetangga karena terdapat
sisi e; yang terkait dengan v;dan v,, demikian juga titik v; dengan vs, titik v,
dengan v, titik v, dengan vs, dan titik v5 dengan v,. Sisi e; dengan e, adalah sisi-
sisi yang bertetangga karena masing-masing terkait dengan satu titik yang sama
yaitu v, demikian juga sisi e; dengan eg, Sisi e, dengan e,, Sisi e; dengan e,, dan
sisi e3 dengan es.

Definisi 2.2.2 Banyaknya anggota V' (G) dari suatu graf G disebut order, sedangkan
banyaknya anggota E (G) dari suatu graf G disebut ukuran (size) [2].

Definisi 2.2.3 Misalkan G = (V, E) adalah graf dan v € V(G). Derajat (degree)
dari suatu titik v pada graf G adalah banyaknya sisi yang terkait dengan v,
dinotasikan dengan deg(v). Untuk derajat terkecil dari graf G dinotasikan dengan
&(G) sedangkan derajat terbesar dari graf G dinotasikan dengan A(G) [2].
Definisi 2.2.4 Lintasan dari titik v, ke titik v, pada graf G dinotasikan dengan
lintasan v, — v, , adalah suatu barisan selang-seling antar titik-titik dan sisi-sisi
yang berbentuk vy, eq,vq,€5,..., V165 Vy, dengan e; = v;_;v;, untuk i=

1,2, ...,n merupakan sisi dari graf [2].
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Lintasan yang berawal dan berakhir pada titik yang sama disebut lintasan tertutup
(closed path), sedangkan lintasan yang tidak berawal dan berakhir pada titik yang
sama disebut lintasan terbuka (open path).

Adapun contoh graf G beserta order, ukuran, derajat, dan lintasanya dapat

dilihat pada gambar berikut:

171 UZ U3
€1 €
€y €5 €e
Uy €3 Us

Gambar 3.2.2 Graf G.

Pada Gambar 2.2.2, graf G berorder 5 dan berukuran 6, dengan derajat disetiap
titiknya adalah:

deg(v,) = deg(v,) = 2, deg(v3) = 1, deg(v,) = 3, dan deg(vs) = 4.
Dengan demikian, diperoleh §(G) = 1 dan A(G) = 4.
Pada Gambar 2.2.2 yang merupakan lintasan terbuka adalah v; — v, — vg — v3,
karena berawal dan berakhir pada titik yang berbeda. Sedangkan v; — vs — v, —
v, — v, merupakan lintasan tertutup karena berawal dan berakhir pada titik yang
sama.
Definisi 2.2.5 Misalkan G adalah suatu graf dan u,v € V(G). Graf G disebut graf
terhubung (connected), jika setiap dua titik yang berbeda di G terdapat suatu
lintasan dari u ke v [2].

Adapun contoh graf terhubung dan tak terhubung dapat dilihat pada gambar
berikut:

Uy U

[ J
vy U3 Uy V3

Gambar 4.2.3 Graf Terhubung dan Tak Terhubung.
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Pada Gambar 2.2.3 menunjukkan G adalah graf terhubung karena setiap dua titik
yang berbeda dari G terdapat lintasan. Sedangkan H adalah graf tak terhubung
karena terdapat dua titik berbeda yang tidak memiliki lintasan yaitu titik v, dengan

v dan titik v, dengan vs.

2.3 Perkalian Kartesius

Secara formal, definisi perkalian kartesius dari graf dapat dituliskan sebagai
berikut.
Definisi 2.3 Perkalian kartesius dari graf G,(V;, E;) dan G,(V,, E,) adalah graf
yang dinotasikan dengan G = G; X G, dan mempunyai titik V(G) = V(G;) X
V(G,), dua titik (uq,u,) dan (vq,v,) di graf G bertetangga jika dan hanya jika
salah satu dari dua hal berikut berlaku:
1. u; = v, danu,, v, € E(G,)
2. u, = v, danuq,v4 € E(Gy) [2].

Misalkan diberikan graf C, dan P,. Perkalian kartesius dari graf C, dan P,

akan menghasilkan suatu graf C, x P,, seperti pada gambar berikut:

Uy Uy %] (urvp)  (uyvy)
Nigng
(u4 V2 “
Ua Us V2 (Ug V1) (uzvy)
(@) (b) ()

Gambar 5.3 (a) Graf C,, (b) Graf P,, dan (c) Graf C, X P,.

2.4 Jenis-Jenis Graf

Pada subbab ini akan dijelaskan beberapa jenis graf yang digunakan pada
penelitian ini.
Definisi 2.4.1 Graf sederhana merupakan graf yang tidak memiliki sisi ganda
(multiple edges) dan gelang (loop) [2].

Adapun contoh graf sederhana dan tak sederhana dapat dilihat pada gambar berikut:
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%] v, U1 v, U f : )
U3 U3 U3
(@) (b) (©)

a Cc
Gambar 6.4.1 (a) Graf sederhana, (b) Graf tak sederhana, dan
(c) Graf tak sederhana.
Definisi 2.4.2 Graf lintasan (path) memiliki n titik dan n — 1 sisi dengann > 2,
dinotasikan dengan P, adalah graf dengan barisan titik v,, v,, ..., v, dan v;v;,; €
(B),i = 1,2,..,n—1danv; # v untuk i # j [9].
Adapun contoh graf lintasan dapat dilihat pada gambar berikut:

P, Py Py
Gambar 7.4.2 Graf Lintasan.
Definisi 2.4.3 Graf lingkaran (cycle) memiliki n titik dan n sisi dengan n > 3,
dinotasikan dengan C,, adalah graf terhubung yang dibentuk dari lintasan tertutup
yakni berawal dan berakhir pada titik yang sama, dengan setiap titiknya berderajat
2 dan masing-masing titiknya dilalui tepat satu kali [9].
Adapun contoh graf siklus dapat dilihat pada gambar berikut:

oL

3
Gambar 8.4.3 Graf Lingkaran.

Definisi 2.4.4 Graf grid merupakan graf yang diperoleh dari hasil kali kartesius

graf lintasan P,; X P, [3].

Adapun contoh graf grid dapat dilihat pada gambar berikut:
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Gambar 9.4.4 Graf Grid.
Graf grid biasanya juga disebut sebagai graf persegi panjang karena tampilannya
yang berbentuk seperti persegi panjang. Berdasarkan Definisi 2.3 dan karena
V(P,;) =nl, V(P,,) = n2, maka jumlah titik pada graf grid G = P,; X P,
adalah n1 dikali n2. Misalkan untuk graf grid G = P, X P, jumlah titiknya adalah
4 dikali 3, yaitu 12. Graf grid G = P, x P, mempunyai jumlah titik 4 dikali n,
dinotasikan dengan G,,. Graf grid G,, mempunyai derajat 2, 3, dan 4.

Misalkan diberikan graf lintasan P, dan Ps;, maka graf grid G,(s) diperoleh

dari hasil kali kartesius graf lintasan P, dan P; yang dapat dilihat pada gambar

berikut:

Us (ug, v1) (Us, V2) (Us, V3)
S ’

" (43 1)@ (u3"172) (us, v3)
‘uz v2 (2, v71)® (uz,‘vz) (U2, v3)
®
Uy U1 (uq, 1%) (uévz) (U, v3)
(a) (b) (©)

Gambar 10.4.5 (a) Graf Py, (b) graf P3, dan (c) Graf grid Gys).

Pada penelitian tugas akhir ini, penulis akan melakukan pelabelan pada graf grid
G4y. Akan tetapi, graf tersebut akan dimodifikasi terlebih dahulu, yakni dengan
menambahkan sisi pada titiknya yang berderajat 2 dan 4, sedemikian sehingga
titiknya menjadi berderajat 3 dan 5. Secara formal, graf grid G,,, yang dimodifikasi
akan didefinisikan di bab 4.
2.5 Pelabelan Graf

Salah satu pembahasan yang terus berkembang dalam teori graf adalah
pelabelan graf. Berikut diberikan definisi yang berhubungan dengan pelabelan graf.

10
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Definisi 2.5.1 Pelabelan graf adalah suatu fungsi yang memetakan setiap elemen
graf G ke suatu himpunan bilangan bulat positif [3].

Pelabelan graf dengan domain fungsinya adalah himpunan titik disebut pelabelan
titik (vertex labelling), sedangkan jika domain fungsinya adalah himpunan sisi
maka disebut pelabelan sisi (edge labelling). Adapun jika domain fungsinya adalah
himpunan titik dan sisi maka disebut pelabelan total (total labelling). Himpunan
bilangan yang menjadi kodomain dari pelabelan graf disebut himpunan label.
Definisi 2.5.2 Bobot titik v pada pelabelan total f adalah label titik v yang
ditambahkan dengan jumlah semua label sisi yang terkait dengan v, yaitu wt(v) =

f) + Xuwer f (uv) [3].
Adapun contoh pelabelan total dapat dilihat pada gambar berikut:

U1 (& 2 2 1

U3

Gambar 11.5 Pelabelan total pada glraf lingkaran Cs.
Pada Gambar 2.5 menunjukkan graf lingkaran C5 yang setiap titik dan sisinya telah
dilabeli dengan bilangan bulat positif sehingga disebut pelabelan total.
Fungsi pelabelan titik pada graf siklus Cs:

fw =2, f(r))=1,f(vs) =1
Fungsi pelabelan sisi pada graf siklus Cs:
frivy) =2, f(riv3) =1, f(vpv3) = 1.

Bobot titik-titiknya adalah sebagai berikut:

wt(vy)) = f(v) + f(vivy) + f(vqv3) =2+ 2+ 1 =05,

wt(vz) = f(v2) + f(viva) + f(vav3) =1+2+1 =4,
wt(vz) = f(v3) + f(vivs) + f(vov3) =1+1+1=3.

2.6 Pelabelan Total Tidak Teratur Titik
Pada subbab ini akan dijelaskan mengenai pelabelan total tidak teratur titik,
nilai total ketidakteraturan titik, dan teorema yang akan digunakan pada topik

penelitian.

11
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Definisi 2.6.1 Misalkan G(V, E) adalah graf sederhana. Pelabelan total f:V U
E - {1,2,3,... ,k} disebut suatu pelabelan-k total tidak teratur titik (total vertex
irregular 4-labeling) pada graf & jika untuk setiap dua titik yang berbeda pada V
berlaku wt(x) # wt(y), dengan

wt(x) = f(x) + Zxuev [ (xw) [3].
Definisi 2.6.2 Nilai total ketidakteraturan titik (total vertex irregularity strength)
dari graf G, dinotasikan dengan tvs(G), adalah bilangan bulat positif terkecil k
sedemikian sehingga G mempunyai suatu pelabelan-k total tidak teratur titik [3].
Adapun contoh sederhana cara menentukan nilai total ketidakteraturan titik

pada suatu graf dapat dilihat pada gambar berikut:

(a) (b) (©)
Gambar 12.6 Beberapa pelabelan total pada graf lingkaran Cs.

Gambar 2.6 menunjukkan beberapa pelabelan total pada graf lingkaran Cs. Pada
bagian (a) merupakan pelabelan-5 total tidak teratur titik dan bagian (c) merupakan
pelabelan-3 total tidak teratur titik karena masing-masing memiliki bobot titik yang
berbeda. Sedangkan pada bagian (b) bukan merupakan pelabelan-2 total tidak
teratur titik karena terdapat bobot titik yang sama, yaitu 7. Akibatnya, diperoleh
bilangan bulat positif tekecil k pada graf lingkaran Cs adalah 3, sehingga
berdasarkan Definisi 2.6.2, maka nilai total ketidakteraturan titik pada graf
lingkaran Cs adalah 3 atau dapat ditulis tvs(Cs) = 3.

Batas bawah nilai total ketidakteraturan titik dari graf G dikembangkan oleh
Baca, M. dkk. menggunakan fungsi ceiling yang kemudian dituliskan menjadi suatu
teorema. Adapun definisi fungsi ceiling [10] dan terorema Baca, M. dkk. [11]

dituliskan sebagai berikut.

12
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Definisi 2.6.3 Fungsi ceiling, dinotasikan dengan [x], jika untuk setiap x € R maka
berlaku:

[x] = min{p € Z|p = x}.
Teorema 2.6 Misalkan sebuah graf G(V,E) berorder n, dengan §(G) adalah

derajat minimum dan A(G) adalah derajat maksimum, maka berlaku:

s = [529]
Pada penelitian ini, Teorema 2.6 akan digunakan dalam menentukan batas bawah
nilai total ketidakteraturan titik, sedangkan untuk batas atas nilai total
ketidakteraturan titik akan ditentukan dengan menggunakan pelabelan total tidak

teratur titik.
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