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LAMPIRAN 

Solusi Persamaan Eikonal 

 

Persamaan gelombang (1) dan solusi persamaan gelombang (2) diberikan sebagai 

berikut: 

∇2𝑢 =
1

𝑐

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
     (1) 

𝑢 = 𝑃𝑥𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥)     (2) 

Turunan pertama solusi persamaan gelombang terhadap  x  adalah 

∇u = ∇P𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥) − 𝑃𝑥𝑖𝑤∇𝑇𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥)      (3)  

dan turunan kedua solusi persamaan gelombang terhadap  x  adalah 

∇2u = ∇2P𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥) − ∇𝑃𝑖𝑤∇𝑇𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥) − ∇𝑃𝑖𝑤∇𝑇𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥) − 𝑃𝑥𝑖𝑤(∇2𝑇𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥) −

∇𝑇𝑖𝑤∇𝑇𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥)         

∇2u = (∇2P − 2𝑖𝑤∇𝑃∇𝑇 − 𝑖𝑤𝑃𝑥∇2𝑇 + 𝑖2𝑤2𝑃𝑥∇𝑇∇𝑇)𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥)    

∇2u = (∇2P − 2𝑖𝑤∇𝑃∇𝑇 − 𝑖𝑤𝑃𝑥∇2𝑇 − 𝑤2𝑃𝑥(∇𝑇)2)𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥)  (4) 

Selanjutnya turunan pertama dan kedua solusi persamaan gelombang terhadap  t  

adalah 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
(𝑃𝑥𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥))                            

= −𝑖𝑤𝑃𝑥𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥)        (5) 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2  = 𝑖2𝑤2𝑃𝑥𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥)  

   = −𝑃𝑥𝑤2𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥)                 (6) 

Kemudian hasil turunan tersebut dikelompokkan berdasarkan komponen riil dan 

imajiner, sehingga dapat dituliskan 
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∇2𝑢 =
1

𝑐2

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 

∇2P − 𝑤2𝑃𝑥(∇𝑇)2 − 𝑖[2𝑤∇𝑃∇𝑇 + 𝑤𝑃∇2𝑇]𝑒−𝑖𝑤𝑇(𝑥) =
−𝑃𝑥𝑤2𝑒

−𝑖𝑤𝑇(𝑥)

𝑐2  (7) 

Komponen riil dari persamaan (7) adalah 

∇2P − 𝑤2𝑃𝑥(∇𝑇)2 = −
𝑃𝑥𝑤2

𝑐2
       (8) 

Komponen diatas masing-masing ruas dikalikan dengan  
1

𝑃𝑥𝑤2 , maka akan didapat 

 
∇2P

𝑃𝑥𝑤2
− (∇𝑇)2 = −

1

𝑐2
        (9) 

Dengan mengasumsikan kita menggunakan frekuensi tinggi sehingga nilai w akan 

sangat besar, sehingga komponen pertama dari persamaan diatas bernilai sangat 

kecil dibandingkan dengan komponen lainnya. 

𝑤 = 2𝜋𝑓 

(∇𝑇)2 =
1

𝑐2    (10) 

Deret taylor dinyatakan dalam 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) +
𝑓′(𝑥0)

1!
(𝑥 − 𝑥0) +

𝑓′′(𝑥0)

2!
(𝑥 − 𝑥0)2 + ⋯ +

𝑓(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥 − 𝑥0)𝑛 

Gambar di bawah ini menunjukkan satu grid, penomoran nodes berlawanan arah 

jarum jam, dimulai dari node kiri bagian bawah. Bagian node ke-0 diasumsikan 

mempunyai kecepatan yang telah diketahui (𝑡0), yang digunakan untuk 

menentukan waktu rambat pada node 1, 2, dan 3 (t1, t2, dan t3). 
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Maka berdasarkan ekspansi deret taylor, kita dapat menuliskan ekspansi dari deret 

taylor orde pertama pada h yaitu: 

𝑡1 = 𝑡0 +
𝜕𝑡

𝜕𝑥
ℎ     

𝑡2 = 𝑡0 +
𝜕𝑡

𝜕𝑦
ℎ      

𝑡3 = 𝑡0 + (
𝜕𝑡

𝜕𝑥
+

𝜕𝑡

𝜕𝑦
) ℎ 

Dimana, ketiga persamaan diatas dapat dijabarkan lebih lanjut menjadi 

𝑡3 = 𝑡0 + (
𝜕𝑡

𝜕𝑥
+

𝜕𝑡

𝜕𝑦
) ℎ     masing-masing ruas ditambah  𝑡0 +

𝜕𝑡

𝜕𝑥
ℎ 

𝑡0 +
𝜕𝑡

𝜕𝑥
ℎ + 𝑡3 = 𝑡0 +

𝜕𝑡

𝜕𝑥
ℎ +

𝜕𝑡

𝜕𝑦
ℎ + 𝑡0 +

𝜕𝑡

𝜕𝑥
ℎ 

𝑡1 + 𝑡3 = 𝑡2 + 𝑡0 + 2ℎ
𝜕𝑡

𝜕𝑥
 

𝑡1 + 𝑡3 − 𝑡2 − 𝑡0 = 2ℎ
𝜕𝑡

𝜕𝑥
       (11) 

 

𝑡3 = 𝑡0 + (
𝜕𝑡

𝜕𝑥
+

𝜕𝑡

𝜕𝑦
) ℎ     masing-masing ruas ditambah  𝑡0 +

𝜕𝑡

𝜕𝑦
ℎ 

𝑡0 +
𝜕𝑡

𝜕𝑦
ℎ + 𝑡3 = 𝑡0 +

𝜕𝑡

𝜕𝑥
ℎ +

𝜕𝑡

𝜕𝑦
ℎ + 𝑡0 +

𝜕𝑡

𝜕𝑦
ℎ 
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𝑡2 + 𝑡3 = 𝑡1 + 𝑡0 + 2ℎ
𝜕𝑡

𝜕𝑦
 

𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡1 − 𝑡0 = 2ℎ
𝜕𝑡

𝜕𝑦
       (12) 

Persamaan Eikonal dapat juga dituliskan sebagai berikut: 

(∇𝑇)2 = 𝑠2 

(
𝜕𝑡

𝜕𝑥
)

2

+ (
𝜕𝑡

𝜕𝑦
)

2

= 𝑠2   (13) 

Persamaan (11) dan (12) kemudian disubstitusi ke persamaan (13) 

(
𝑡1 + 𝑡3 − 𝑡2 − 𝑡0

2ℎ
)

2

+ (
𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡1 − 𝑡0

2ℎ
)

2

= 𝑠2 

(𝑡1 + 𝑡3 − 𝑡2 − 𝑡0)2 + (𝑡2 + 𝑡3 − 𝑡1 − 𝑡0)2

(2ℎ)2
= 𝑠2 

(𝑡3 + 𝑡1 − 𝑡2 − 𝑡0)2 + (𝑡3 + 𝑡2 − 𝑡1 − 𝑡0)2 = 4𝑠2ℎ2 (14) 

Untuk (𝑡3 + 𝑡1 − 𝑡2 − 𝑡0)2 

𝑡3
2 + 𝑡1𝑡3 − 𝑡2𝑡3 − 𝑡0𝑡3 + 𝑡1𝑡3 + 𝑡1

2 − 𝑡1𝑡2 − 𝑡0𝑡1 − 𝑡2𝑡3 − 𝑡1𝑡2 + 𝑡2
2 + 𝑡0𝑡2

− 𝑡0𝑡3 − 𝑡0𝑡1 + 𝑡0𝑡2 + 𝑡0
2 

𝑡3
2 + 2𝑡1𝑡3 − 2𝑡2𝑡3 − 2𝑡0𝑡3 + 𝑡1

2 − 2𝑡1𝑡2 − 2𝑡0𝑡1 + 𝑡2
2 + 2𝑡0𝑡2 + 𝑡0

2 

Untuk (𝑡3 + 𝑡2 − 𝑡1 − 𝑡0)2 

𝑡3
2 + 𝑡2𝑡3 − 𝑡1𝑡3 − 𝑡0𝑡3 + 𝑡2𝑡3 + 𝑡2

2 − 𝑡1𝑡2 − 𝑡0𝑡2 − 𝑡1𝑡3 − 𝑡1𝑡2 + 𝑡1
2 + 𝑡0𝑡1

− 𝑡0𝑡3 − 𝑡0𝑡2 + 𝑡0𝑡1 + 𝑡0
2 

𝑡3
2 + 2𝑡2𝑡3 − 2𝑡1𝑡3 − 2𝑡0𝑡3 + 𝑡2

2 − 2𝑡1𝑡2 + 𝑡1
2 + 2𝑡0𝑡1 − 2𝑡0𝑡2 + 𝑡0

2 

Persamaan (14) kemudian dituliskan menjadi 

2𝑡3
2 − 4𝑡0𝑡3 + 2𝑡0

2 + 2𝑡1
2 − 4𝑡1𝑡2 + 2𝑡2

2 = 4𝑠2ℎ2  (15) 

𝑡3
2 − 2𝑡0𝑡3 + 𝑡0

2 + 𝑡1
2 − 2𝑡1𝑡2 + 𝑡2

2 = 2𝑠2ℎ2   (16) 
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(𝑡3 − 𝑡0)2 + (𝑡1 − 𝑡2)2 = 2𝑠2ℎ2     (17) 

𝑡3 − 𝑡0 = √2𝑠2ℎ2 − (𝑡1 − 𝑡2)2     (18) 

Maka penyelesaian untuk  𝑡3 adalah 

𝑡3 = 𝑡0 + √2𝑠2ℎ2 − (𝑡1 − 𝑡2)2     (19) 

 

 

 

 


