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ABSTRAK 

Greeenhouse dibuat dengan konsep menyimpan panas agar suhu di dalam ruang 

yang berisi tanaman dapat terjaga tetap hangat. Metode pemanasan greenhouse 

menggunakan air hangat diaplikasikan dengan memanfaatkan sifat aliran fluida 

yang berlaku sesaat setelah pengisian reservoir air hangat dilakukan. Sehingga 

dari proses tersebut, dalam mengontrol penyebaran panas di dalam greenhouse 

dibentuk sebuah model matematika persamaan Navier-Stokes dan persamaan 

energi. Penentuan solusi model tersebut diberikan oleh pendekatan numerik 

metode beda hingga Alternating Direction Implicit (ADI) dan Successive Over-

Relaxation (SOR). Hasil penelitian ditampilkan dalam bentuk plotting suhu dan 

perbandingan grafik sebaran panas untuk input suhu air hangat sebesar 

35°𝐶, 37°𝐶, dan 40°𝐶 dalam lingkungan yang bersuhu 20°𝐶. 

Kata kunci : Greenhouse, persamaan Navier-Stokes, persamaan energi, 

Alternating Direction Implicit (ADI), Successive Over-Relaxation (SOR).  
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ABSTRACT 

Greenhouse is made with the concept of storing heat that the temperature in the 

room containing the plants can be kept warm. The warm water heating method is 

applied by utilizing the fluid flow properties that occur immediately after filling 

the warm water reservoir. From this process of controlling the heat distribution in 

the greenhouse, a mathematical model of the Navier-Stokes equation and energy 

equation is formed. Determination of the model solution is given by numerical 

approach of the finite difference method Alternating Direction Implicit (ADI) and 

Successive Over-Relaxation (SOR). The results of this research are shown in the 

form of plotting temperature and comparison of heat distribution graphs for the 

input temperature of warm water of 35°C, 37°C, and 40°C in an environment with 

a temperature of 20°C. 

Keyword : Greenhouse, Navier-Stokes equation, energy equation, Alternating 

Direction Implicit (ADI), Successive Over-Relaxation (SOR). 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

4.1 Latar Belakang 

Pada masa perubahan musim yang tidak stabil seperti sekarang ini, berbagai 

masalah muncul yang sangat berpengaruh terhadap keseimbangan alam 

khususnya bagi tumbuh-tumbuhan. Faktor suhu lingkungan menjadi fokus 

tersendiri dalam memprediksi terjadinya kelayuan massal pada tanaman-tanaman 

pokok akibat fenomena alam yang tak dapat dihentikan. Pemberian bahan-bahan 

kimia telah diberlakukan untuk menjaga kelangsungan hidup tanaman yang 

terancam layu. Meskipun demikian, kandungan bahan kimia tersebut tidak dapat 

menjadi solusi utama pada permasalahan yang timbul. Suatu gagasan timbul 

untuk mengatasi sedikit dampak dari perubahan suhu lingkungan yang drastis, 

yaitu dengan pembangunan rumah kaca  atau dikenal dengan nama greenhouse. 

Greeenhouse dibuat dengan konsep menyimpan panas sehingga suhu di 

dalam ruang yang berisi tanaman dapat terjaga agar tetap hangat dikarenakan 

lapisan yang mengelilingi greenhouse berupa plastik atau kaca. Pengembangan 

konstruksi greenhouse telah melalui beberapa tahap pengembangan, dimulai dari 

pemilihan lapisan atau selimut greenhouse hingga pengembangan dari segi 

arsitektur dan fungsional. Salah satu temuan yang memberikan dampak terhadap 

fungsi atau kerja sistem di dalam greenhouse adalah keterlibatan sumber panas 

internal sebagai penghasil panas tambahan yang berperan untuk mengefisiensi 

waktu dalam mengumpulkan sejumlah panas di dalam greenhouse. Sumber panas 

tersebut dapat berupa lampu yang dipasangkan di dalam greenhouse atau kegiatan 

penyiraman air hangat pada plastik petak tanah serta reservoir. Proses tersebut 

diyakini efektif dalam menyelesaikan permasalahan terkait kelayuan tanaman 

akibat dari perubahan musim disertai penurunan temperatur yang relatif rendah. 

Keterkaitan permasalahan suhu ruangan di dalam greenhouse menjadi 

polemik terhadap pengukuran suhu secara rutin dalam menjaga agar tetap berada 

pada tingkatan suhu yang diinginkan. Untuk kemudahan dalam proses 

pengukuran, yaitu dengan mempertimbangkan teknik perhitungan secara 

matematis. Proses hantaran panas dengan sumber air hangat termasuk ke dalam 

permasalahan fisika terkait termodinamika dan aliran fluida. Sistem 
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termodinamika meninjau secara bersamaan perubahan di dalam sistem, siklus 

kejadian sistem yang dilihat dari pengamatan secara kontinu, dan proses aliran 

dari keadaan awal saat sistem dimulai pertama kali hingga keadaan akhir yang 

menunjukkan sistem telah melalui suatu kondisi yang berulang-ulang atau kondisi 

setimbang. Dari peninjauan tersebut, sangat ideal jika hantaran panas dengan 

metode konveksi air hangat menjadi suatu metode dalam mengefisiensikan 

transfer panas di dalam greenhouse. 

Metode pemanasan air hangat diaplikasikan dengan memanfaatkan sifat 

aliran fluida yang berlaku sesaat setelah pengisian reservoir dilakukan. Air hangat 

yang berada pada reservoir menghantarkan panas secara konveksi ke seluruh 

ruang di dalam greenhouse. Sehingga dari proses tersebut, dalam mengontrol 

penyebaran panas di dalam greenhouse diperlukan sebuah perhitungan yang 

menilai pendekatan perubahan temperatur tiap waktu. Pendekatan dilakukan 

berdasarkan asumsi-asumsi yang relevan mengakibatkan pembentukan sebuah 

model matematika terkait penyelesaian permasalahan termodinamika berdasarkan 

kriteria permasalahan di dalam sistem greenhouse.   

4.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, berikut masalah yang akan 

dibahas pada skripsi ini. 

1. Bagaimana pembentukan model matematika transfer panas konveksi aliran 

nirmampat (incompressible) dua dimensi untuk ruang isothermal pada 

greenhouse? 

2. Bagaimana solusi model matematika transfer panas konveksi aliran 

nirmampat (incompressible) dua dimensi untuk ruang isothermal pada 

greenhouse menggunakan metode beda hingga? 

4.3 Batasan Masalah 

Dalam skripsi ini, hanya akan membahas mengenai model matematika 

transfer panas konveksi dan persamaan Navier-Stokes yang dideskripsikan secara 

umum oleh persamaan adveksi-difusi sebagai pembentukan model utama dengan 

asumsi-asumsi sebagai berikut. 
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1. Perubahan kecepatan aliran fluida hanya ditinjau berdasarkan satu jenis 

viskositas, yaitu viskositas kinetik. 

2. Pemodelan yang dibentuk berupa sistem persamaan transfer panas dan 

Navier-Stokes dengan kondisi ruang isothermal dua dimensi. 

4.4 Tujuan Penelitian 

1. Menjelaskan pembentukan model matematika transfer panas konveksi aliran 

nirmampat (incompressible) dua dimensi untuk ruang isothermal pada 

greenhouse. 

2. Memberikan solusi model matematika transfer panas konveksi aliran 

nirmampat (incompressible) dua dimensi untuk ruang isothermal pada 

greenhouse berdasarkan asumsi-asumsi yang diuraikan. 

4.5 Manfaat Penelitian 

Hasil dari penelitian ini diharapkan menjadi tolak ukur berbagai pihak 

khususnya dalam bidang pertanian dalam pembuatan greenhouse atau rumah kaca 

yang berfungsi secara optimal serta ramah lingkungan. 
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BAB 2 

TINJAUAN PUSATAKA 

2.1 Greenhouse 

Greenhouse merupakan sebuah struktur bangunan dengan bahan pelapis 

sekelilingnya terbuat dari kaca atau material atap plastik yang berfungsi untuk 

memproduksi tanaman hias dan pangan. Penggunaan greenhouse terbilang 

beragam, dapat digunakan untuk musim tertentu atau dapat digunakan sepanjang 

tahun. Kondisi lingkungan di dalam greenhouse bergantung sesuai dengan 

keperluan dari jenis tanaman dan permasalahan lingkungan di luar greenhouse, 

seperti ketika dihadapkan dengan kondisi lingkungan yang panas disertai 

kelembaban yang tinggi, begitu juga dengan tingkat serang oleh hama dan 

penyakit, maka kontrol pada irigasi tanaman sangat mempertimbangkan 

ketersediaan air. Selain itu, pemberian input cahaya dan panas diperlukan dalam 

kondisi musim dingin untuk memperoleh tanaman tipe musim hangat. (Cox 

Douglas, Natalia Clifton, John W. Bartok, Taryn Lascola, 2010). 

2.2 Persamaan Diferensial Parsial 

Persamaan diferensial parsial merupakan alat matematika yang sering 

dijumpai pada pembahasan matematika dan sains yang menyediakan kerangka 

dasar matematika yang sangat penting dalam ilmu fisika, seperti elastisitas, 

hidrodinamika, elektromagnetik, relativitas umum, dan mekanika kuantum non-

relativistik. (Klainerman S., 2006). Ketika nilai dari suatu fungsi pada titik 

tertentu hanya bergantung dengan perilaku di sekitar titik tersebut, maka secara 

umum diperoleh suatu persamaan diferensial parsial. Bentuk umum dari 

persamaan diferensial parsial untuk fungsi 𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛) adalah 

 𝐹(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , 𝑢, 𝑢𝑥1
, 𝑢𝑥2

, … , 𝑢𝑥11
, … ) = 0, (2.1) 

dimana 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 merupakan variabel bebas, 𝑢 suatu fungsi, dan 𝑢𝑥𝑖
 

menunjukkan turunan parsial 𝜕𝑢 𝜕𝑥𝑖⁄ . Persamaan tersebut disertai dengan syarat 

tambahan, yaitu: syarat awal ataupun syarat batas. (Pinchover Y. dan Jacob R., 

2005). 

2.2.1 Klasifikasi Persamaan Diferensial Parsial 
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Persamaan diferensial parsial dapat diklasifikasikan ke dalam banyak kelas. 

Klasifikasi persamaan diferensial parsial menjadi penting disebabkan oleh 

banyaknya metode yang hanya dapat diterapkan pada kelas tertentu saja. 

Persamaan diferensial parsial dapat diklasifikasikan atas 

1) Ordo dari persamaan diferensial parsial. Ordo dari persamaan 

diferensial parsial merupakan turunan tertinggi dari turunan parsial 

yang ada. Persamaan diferensial parsial 𝑢𝑡 = 𝑢𝑢𝑥𝑥 + cos 𝑥 

merupakan persamaan diferensial parsial berordo tiga, 

2) Banyak variabel. Banyak variabel atau peubah, merupakan jumlah 

dari banyaknya variabel bebas. Persamaan diferensial parsial 𝑢𝑡 =

𝑢𝑟𝑟 +
1

𝑟
𝑢𝑟 +

1

𝑟2 𝑢𝜃𝜃 merupakan persamaan diferensial tiga variabel, 

yaitu variabel 𝑡, 𝑟, dan 𝜃, 

3) Linearitas. Linearitas di sini memberikan klasifikasi atas linear dan 

nonlinear. Perasamaan diferensial parsial 𝑢𝑡𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢𝑥𝑥 merupakan 

persamaan diferensial parsial linear. Persamaan diferensial parsial 

𝑢𝑡𝑡 = 𝑢𝑢𝑥𝑥 + sin 𝑥 merupakan persamaan diferensial parsial 

nonlinear berhubung terdapat faktor perkalian 𝑢 dengan 𝑢𝑥𝑥, 

4) Homogenitas. Sifat homogenitas diperoleh sebagaimana dalam 

persamaan diferensial biasa. Persamaan diferensial parsial 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥 +

𝑢𝑡 + 𝑢 = 0 merupakan persamaan diferensial parsial homogen. 

Persamaan diferensial parsial 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑥 + 𝑢𝑡 + 𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) dengan 

𝑓(𝑥, 𝑡) ≠ 0 merupakan persamaan diferensial parsial nonhomogen, 

5) Jenis koefisien. Jenis koefisien membedakan persamaan diferensial 

parsial atas persamaan diferensial parsial koefisien variebel dan 

persamaan diferensial parsial dengan koefisien konstan. Persamaaan 

diferensial parsial 2𝑢𝑥𝑥 + 5𝑢𝑥𝑦 + 2𝑢𝑦𝑦 = 0 merupakan persamaan 

diferensial parsial dengan koefisien konstan. Persamaan diferensial 

parsial 𝑦𝑢𝑥𝑥 + 5𝑢𝑥𝑦 + 𝑥𝑢𝑦𝑦 = 0 merupakan persamaan diferensial 

parsial dengan koefisien variabel, 

6) Ketiga tipe dasar persamaan linear. Persamaan diferensial berordo dua 

variabel yang banyak terdapat dalam aplikasi mempunyai bentuk 

persamaan 𝐴𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑦 + 𝐶𝑢𝑦𝑦 + 𝐷𝑢𝑥 + 𝐸𝑢𝑦 + 𝐹𝑢 = 𝐺, dimana 
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𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹, dan 𝐺 merupakan konstan ataupun fungsi 𝑥 dan 𝑦. 

Bilamana persamaan diferensial parsial di atas mempunyai koefisien 

yang memenuhi persamaan 𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 0, maka persamaan 

diferensial parsial dimasukkan ke dalam kelas parabolic. Bilamana 

persamaan diferensial parsial di atas mempunyai koefisien yang 

memenuhi persamaan 𝐵2 − 4𝐴𝐶 > 0, maka dimasukkan ke dalam 

kelas hyperbolic dan sebaliknya bila memenuhi persamaan 𝐵2 −

4𝐴𝐶 < 0, maka dimasukkan ke dalam kelas Elliptic. (Kusuma Jeffry, 

2018). 

2.2.2 Persoalan Syarat Awal dan Syarat Batas. 

Dalam menentukan solusi suatu persamaan diferensial parsial, diperlukan 

sebuah syarat tambahan berupa suatu fungsi yang berasal dari permasalahan 

persamaan diferensial parsial. Syarat tambahan tersebut adalah syarat batas atau 

syarat awal. (Hoffman K. A dan Steve T. C., 2000). 

Syarat awal dibutuhkan untuk variabel yang bergantung pada kondisi awal 

persamaan diferensial parsial. (Hoffman K. A. dan Steve T. C., 2000). 

Penentuan syarat batas yang tepat sangat berpengaruh terhadap keakuratan 

simulasi yang dibentuk. Selanjutnya, titik-titik batas disebut sebagai titik ghost, 

sedangkan solusi persamaan diferensial parsial diberikan oleh titik grid. 

Berdasarkan ilustrasi tersebut, perhatikan titik ghost-grid untuk dua dimensi 

berikut. (Causon D. M.dan C. G. Mingham, 2010). 
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Gambar 1. Titik Ghost-Grid Pada Bidang Dua Dimensi  

Titik grid merupakan titik yang berindeks 𝑖 = 1,2, … , 𝑁 dengan arah 

sumbu-𝑥 dan 𝑗 = 1,2, … , 𝑀 arah sumbu-𝑦. Adapun titik ghost adalah titik yang 

berindeks 0, 𝑁 + 1, dan 𝑀 + 1. (Causon D. M.dan C. G. Mingham, 2010). 

Kemudian, diasumsikan bahwa titik ghost berada pada indeks 𝑖 = 0 dalam 

domain satu dimensi, sehingga untuk indeks 𝑖 = 1 adalah titik grid dari batas kiri. 

Berikut tiga tipe dasar dalam menentukan nilai syarat batas titik ghost. 

1) Syarat Batas Dirichlet. 

Nilai syarat batas Dirichlet 𝑢0
𝑛 dari variabel yang bergantung pada titik 

ghost secara spesifik ditentukan dalam beberapa bentuk seperti berikut. 

a) 𝑢0
𝑛 = konstan; 

b) 𝑢0
𝑛 = 𝑓(𝑛), syarat batas yang bergantung terhadap waktu; 

c) 𝑢0
𝑛 = 𝑢𝑁

𝑛 , merupakan syarat batas periodik, dimana fase yang 

melewati batas kanan juga akan melewati batas kiri ketika dua batas 

saling berhubungan atau terikat. (Causon D. M.dan C. G. Mingham, 

2010). 

2) Syarat Batas Von Neumann. 

Syarat batas Von Neumann disebut juga sebagai syarat batas turunan, 

dimana sebuah turunan fungsi ditentukan untuk suatu perubahan nilai syarat 
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batas variabel bergantung pada titik grid yang berdekatan dengan titik ghost 

(dalam hal ini 𝑖 = 1). (Causon D. M.dan C. G. Mingham, 2010). 

𝑈𝑥 = 𝑓(𝑈), turunan 𝑈 terhadap 𝑥 ditentukan pada batas titik grid 𝑖 =

1. Berdasarkan hal tersebut, 𝑢0
𝑛 dapat dihitung, yaitu dengan cara 

mengestimasi 𝑈𝑥 saat 𝑖 = 1 menggunakan prinsip beda tengah 

 𝑈𝑥 = 𝑓(𝑈) ≈
𝑢2

𝑛 − 𝑢0
𝑛

2∆𝑥
, (2.2) 

sehingga diperoleh, 

 𝑢0
𝑛 = 𝑢2

𝑛 − 2∆𝑥𝑓(𝑈). (2.3) 

(Causon D. M.dan C. G. Mingham, 2010). 

3) Syarat Batas Robin 

Syarat Batas Robin berupa persoalan persamaan diferensial parsial 

dengan syarat batas yang bercampur antara syarat batas Dirichlet dan syarat 

batas Neumann. (Kusuma Jeffry, 2018). 

2.3 Persamaan Panas 

Tujuan dari analisis transfer panas adalah untuk memprediksi distribusi 

temperatur secara cepat atau pola perubahan temperatur di dalam sebuah ruang 

yang terpengaruh oleh adanya perbedaan temperatur lingkungan sekitar. Ketika 

informasi terkait pola tersebut telah diketahui, maka informasi lainnya seperti 

aliran panas internal, peningkatan panas, dan stress panas juga dapat diturunkan. 

Dalam prakteknya terdapat sejumlah permasalahan, termasuk masalah penentuan 

syarat batas yang sesuai dengan kondisi sebenarnya, penentuan terkait masalah 

geometri ruang, dan material sistem yang bervariasi mulai dari pengasumsian 

ruang isotropik.  

2.3.1 Tranfer Panas Konduksi. 

Panas ditransfer secara konduksi melalui ruang solid (padat) atau sebuah 

ruang yang tak bergerak. Dalam kasus ini, energi panas dihantarkan oleh 

pergerakan elektron di dalam kisi dari molekul yang ditentukan. 

Secara umum formula transfer panas dibentuk oleh luas daerah aliran, 

gradient temperatur, dan konduktivitas thermal partikel dari suatu substansi yang 

dituliskan sebagai berikut. 
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 𝑄𝑥 = −𝑘𝐴
𝜕𝑇

𝜕𝑥
, (2.4) 

dengan meninjau persamaan satu dimensi terlihat 𝑄𝑥 merupakan besar aliran 

panas dari arah sumbu-𝑥, 𝐴 merupakan area aliran normal panas, 𝜕𝑇 𝜕𝑥⁄  adalah 

gradient temperatur terhadap sumbu-𝑥, dan 𝑘 konstanta konduktivitas panas. 

Adapun tanda minus diberikan untuk menandakan bahwa aliran panas dihantarkan 

menuju temperatur yang lebih rendah. (Croft David R. dan David J. Lilley, 1977). 

Selanjutnya, analisis konduktivitas thermal 𝑘 pada titik 𝐱 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) akan 

ditinjau berdasarkan orientasi arah dari persamaan (2.4), sehingga diperoleh 

persamaan 

 𝑄𝑥𝑗
= −𝑘

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
, (2.5) 

dimana 𝑥𝑗 berupa 𝑥, 𝑦, atau 𝑧. Pada persamaan (2.5) flux panas dibentuk dari 

gradien temperatur ∇𝑇 berikut. 

 ∇=
𝜕

𝜕𝑥
+

𝜕

𝜕𝑦
+

𝜕

𝜕𝑧
, (2.6) 

 𝑄 = −𝑘∇𝑇. (2.7) 

Akan tetapi, formula yang lebih umum dari persamaan nonisotropik kasus 

transfer panas konduksi adalah dengan mempertimbangkan vektor flux panas pada 

gradien disetiap koordinat, untuk arah sumbu-𝑥 diberikan oleh persamaan 

 𝑄𝑥 = −𝑘11

𝜕𝑇

𝜕𝑥
− 𝑘12

𝜕𝑇

𝜕𝑦
− 𝑘13

𝜕𝑇

𝜕𝑧
. (2.8) 

Selanjutnya, tiga komponen konduktivitas 𝑘 untuk setiap sumbu koordinat 

dapat dibentuk dari tensor 

 𝑘𝑖𝑗 = [
𝑘11 𝑘12 𝑘13

𝑘23 𝑘22 𝑘23

𝑘31 𝑘32 𝑘33

], (2.9) 

sehingga persamaan (2.7) menjadi 

 𝑄𝑥𝑖
= −𝑘𝑖1

𝜕𝑇

𝜕𝑥
− 𝑘𝑖2

𝜕𝑇

𝜕𝑦
− 𝑘𝑖3

𝜕𝑇

𝜕𝑧
, (2.10) 

secara sederhana dapat ditulis menjadi 

 𝑄𝑥𝑖
= −𝑘𝑖𝑗

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑗
, (2.11) 

dimana berlaku aturan penjumlahan dari tensor indeks−𝑖, 𝑗. 
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Persamaan kasus nonisotropik seperti yang ditunjukkan oleh persamaan 

(2.11)  juga termasuk ke dalam kasus isotropik jika 𝑘𝑖𝑗 = 0 (𝑖 ≠ 𝑗), dan 𝑘𝑖𝑖 = 𝑘, 

yaitu ketika semua nilai nondiagonal pada  tensor (2.9) adalah nol, adapun 

diagonal tensor (2.9) memiliki nilai tidak nol yang sama. (Croft David R. dan 

David G. Lilley, 1977) 

2.3.2 Transfer Panas Konveksi. 

Transfer panas konveksi berlangsung ketika suatu kumpulan molekul 

berpindah dari satu tempat ke tempat lain yang berbeda temperatur. Berdasarkan 

proses tersebut, kasus konveksi dibatasi oleh aliran liquid dan gas yang 

berhubungan langsung dengan sistem panas antara fluida dan benda padat. 

Aliran fluida yang hanya dipengaruhi oleh gaya apung dan perubahan 

kerapatan ruang disebabkan oleh peningkatan temperatur ruang, maka aliran 

tersebut digolongkan ke dalam jenis transfer panas free konveksi. Kapasitas 

transfer jenis ini bergantung pada sifat partikel fluida yang ditinjau. Ketika aliran 

fluida dipengaruhi oleh gaya dari luar sistem, seperti pengaruh dari kipas angin  

meskipun berpengaruh sedikit terhadap sistem free konveksi, maka kasus tersebut 

telah digolongkan ke dalam sistem forced konveksi. 

Berdasarkan hukum Newton tentang transfer panas konveksi, persamaan 

dibentuk oleh hubungan antara fungsi temperatur terhadap benda padat (𝑇𝑠), 

fluida (𝑇𝑓), dan area yang dilewati oleh aliran panas (𝐴): 

 𝑄 = ℎ𝐴(𝑇𝑠 − 𝑇𝑓), (2.12) 

dimana konstan ℎ merupakan koefisien transfer panas. (Croft David R. dan David 

G. Lilley, 1977). 

2.3.3 Transfer Panas Radiasi. 

Persamaan transfer panas radiasi dibentuk oleh besarnya energi yang 

dihantarkan dari suatu sumber panas yang sebanding dengan nilai mutlak suhu 

pangkat empat,  

 𝑄 = 𝜎𝑇4 (2.13) 

dimana 𝜎 merupakan konstanta Stefan-Boltzmann (= 5.67 × 10−8). Jika suatu 

ruang diberikan radiasi dengan besaran seperti persamaan (2.13), maka radiasi 

tersebut digolongkan ke dalam tipe radiasi benda hitam. Pada kenyataannya 

semua benda memberikan sejumlah radiasi benda hitam dengan formula 



11 

 

 𝑄 = 𝐸𝜎𝑇4, (2.14) 

dimana 𝐸(< 1) menunjukkan emisivitas atau nilai kefektifan suatu benda dalam 

memancarkan energi panas. Emisivitas ini sebagian besar berupa fungsi dari 

permukaan benda, dimana emisivitas untuk tembaga poles 𝐸 = 0.02 dan untuk 

tembaga teroksidasi 𝐸 = 0.7. (Croft David R. dan David G. Lilley, 1977). 

2.3.4 Persamaan Umum Transfer Panas. 

Secara umum permasalahan fisika matematika terkait transfer panas dapat 

diformulasikan ke dalam bentuk persamaan diferensial parsial ordo dua sebagai 

berikut. 

 div (𝑘 grad 𝑇) + 𝐻 = 𝜌𝐶𝑝

∂T

∂t
,  (2.15) 

atau 

 
∇ ∙ (𝑘∇𝑇) + 𝐻 = 𝜌𝐶𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
, 

 

(2.16) 

dimana 𝜌 merupakan kerapatan ruang, 𝑘 konduktivitas panas, 𝐻 sumber panas 

internal per unit volume, dan 𝐶𝑝 besaran nilai panas dengan tekanan konstan. 

(Croft David R. dan David G. Lilley, 1977). 

Persamaan diferensial parsial pada persamaan (2.16) lebih umum akan 

dituliskan dengan mempertimbangkan nilai 𝑘, 𝐻, 𝜌, dan 𝐶𝑝 bergantung terhadap 

ruang, waktu, dan temperatur, ditulis 

 
𝑘 = 𝑘(𝐱, 𝑡, 𝑇);   𝐻 = 𝐻(𝐱, 𝑡, 𝑇);   𝜌 = 𝜌(𝐱, 𝑡, 𝑇);   

𝐶𝑝 = 𝐶𝑝(𝐱, 𝑡, 𝑇), 
(2.17) 

dimana 𝐱 merupakan suatu titik dalam ruang dimensi tiga (3-D). Persamaan (2.16) 

juga dapat dibentuk menjadi suatu kasus tersendiri dengan mengasumsikan 

konduktivitas panas 𝑘 bernilai konstan dan isotropik (bernilai sama untuk setiap 

arah), sehingga temperatur 𝑇 = 𝑇(𝐱, 𝑡) memenuhi persamaan 

 ∇2𝑇 +
𝐻

𝑘
=

1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
, (2.18) 

dimana ∇2≡ div grad (operator Laplace), dan 𝛼 = 𝑘/𝜌𝐶𝑝 merupakan difusi 

panas. Lebih lanuut, jika sistem tidak meninjau adanya sumber panas internal 

ataupun penyerapan panas (𝐻 = 0), maka 𝑇 = 𝑇(𝐱, 𝑡) memenuhi persamaan 

difusi 
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 ∇2𝑇 =
1

𝛼

𝜕𝑇

𝜕𝑡
, (2.19) 

atau jika sumber internal panas atau sistem serap panas ada, tapi temperatur 

berada dalam kondisi setimbang untuk setiap 𝑡 (𝜕𝑇/𝜕𝑡 = 0), maka 𝑇 = 𝑇(𝐱) 

memenuhi persamaan Poisson 

 ∇2𝑇 +
𝐻

𝑘
= 0, (2.20) 

jika asumsi pada persamaan (2.18), (2.19), dan (2.20) dipertimbangkan secara 

bersamaan (𝜕𝑇/𝜕𝑡 = 0, 𝐻 = 0, dan 𝑘 = konstan), maka memenuhi persamaan 

Laplace 

 ∇2𝑇 = 0. (2.21) 

(Croft David R. dan David G. Lilley, 1977). 

2.4 Persamaan Navier-Stokes 

Persamaan Navier-Stokes merupakan sistem persamaan diferensial parsial 

nonlinear yang dikembangkan dari persamaan gerak fluida Newton berupa liquid 

atau gas. Singkatnya, Navier-Stokes membuat suatu persamaan yang 

menyeimbangkan antara perubahan momentum dari sebuah fluida dan gaya yang 

mempengaruhinya, berdasarkan hukum Newton II tentang gerak partikel, dimana 

tegangan (stress) secara linear saling berhubungan dengan regangan (strain) pada 

fluida. Berikut persamaan konservasi momentum Newton yang terkait dengan 

tensor stress. 

 𝜌
D𝐯

D𝑡
= 𝜌𝐅 + ∇ ∙ 𝜎, (2.22) 

 
D

D𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝐯 ∙ ∇, (2.23) 

dimana 𝜌(𝐱, 𝑡) adalah kerapatan ruang, 𝐯(𝐱, 𝑡) vektor kecepatan, 𝐅(𝐱, 𝑡) vektor 

gaya per unit massa, dan 𝜎 tensor stress fluida dari suatu titik dengan vektor 𝐱 

pada waktu 𝑡. Untuk tensor stress 𝜎 fluida Newton dituliskan ke dalam bentuk 

fungsi linear dari besaran strain berikut. (Drazin P. G. dan N. Riley, 2006). 

 𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜆
𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 + 𝜇 (

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
), (2.24) 

dimana  𝜆 berupa koefisien viskositas kedua dan 𝜇 koefisien viskositas fluida. 

Secara umum, 𝜆 dan 𝜇 bergantung pada sifat-sifat thermodinamika dari suatu 
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fluida dan dapat berubah terhadap ruang dan waktu, namun dalam pembahasan 

kali ini diasumsikan sama terhadap ruang dan konstan terhadap waktu. 

Sebagai tambahan dari persamaan konservasi momentum (2.22), diberikan 

persamaan konservasi massa atau yang disebut dengan persamaan kontinuitas, 

 
1

𝜌

D𝜌

D𝑡
+ ∇ ∙ 𝐯 = 0. (2.25) 

Berdasarkan persamaan (2.25) dalam memodelkan aliran fluida pada kasus 

tertentu seperti aliran fluida incompressible, maka diasumsikan kerapatan ruang 

disetiap titik adalah konstan, sehinga persamaan kontinuitas (2.25) menjadi 

 ∇ ∙ 𝐯 = 0. (2.26) 

Akibat dari persamaan kontinuitas (2.26) membuat tensor stress (2.24) tidak 

bergantung terhadap 𝜆, sehingga persamaan (2.24) menjadi 

 𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜇 (
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
), (2.27) 

substitusi persamaan (2.23) dan (2.27) ke dalam persamaan (2.22), diperoleh 

 
𝜕𝐯

𝜕𝑡
− 𝐯𝝎 = −

1

𝜌
∇ (𝑝 +

1

2
𝜌𝐯2) + 𝐅 − 𝜁∇𝛚, (2.28) 

dimana 𝛚 = ∇𝐯 merupakan vektor vortisitas dan 𝜁 = 𝜇/𝜌 kinematika viskositas. 

Jika dituliskan dalam bentuk koordinat karstesius (𝑥, 𝑦, 𝑧) dengan komponen 

kecepatan (𝑢, 𝑣, 𝑤) atau 𝐯 = 𝑢𝐢 + 𝑣𝐣 + 𝑤𝐤 persamaan Navier-Stokes dan 

persamaan kontinuitas (2.28), (2.26) menjadi 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑓𝑢 + 𝜁∇2𝑢, (2.29) 

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝑓𝑣 + 𝜁∇2𝑣, (2.30) 

 
𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝑓𝑤 + 𝜁∇2𝑤, (2.31) 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧
= 0, (2.32) 

dimana tekanan ruang per unit massa 𝐅 = (𝑋, 𝑌, 𝑍) dan ∇2 merupakan operator 

Laplace tiga dimensi. 

Adapun jika kerapatan 𝜌 berubah terhadap ruang dan tidak konstan terhadap 

waktu, kemudian dengan mengubah tensor (2.24) ke dalam bentuk isotropik dan 

deviatropik, maka tensor (2.24) menjadi 
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𝜎𝑖𝑗 = −𝑝𝛿𝑖𝑗 + 𝜉
𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗 + 𝜇 (

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
+

𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
−

2

3

𝜕𝑣𝑘

𝜕𝑥𝑘
𝛿𝑖𝑗), 

𝜉 = 𝜆 +
2

3
𝜇, 

(2.33) 

dimana 𝜉 merupakan viskositas kedua dan 𝜇 viskositas dinamik. Substitusi 

persamaan (2.23) dan (2.33) ke dalam persamaan (2.22) diperoleh persamaan 

umum Navier-Stokes aliran compressible 

 

𝜌 (
𝜕𝐯

𝜕𝑡
+ 𝐮 ∙ ∇𝑢)

= 𝜌𝐅 − ∇𝑝 + ∇

∙ [𝜇 (∇𝐮 + (∇𝐮)𝑇 −
2

3
(∇ ∙ 𝐮)) + 𝜉(∇ ∙ 𝐯)]. 

(2.34) 

 Di dalam banyak kasus, viskositas-𝜇, 𝜉 diasumsikan konstan, dengan tensor 

divergen 

 div ∇𝐯 = ∇2𝐯, (2.35) 

 div (∇𝐯)𝑇 = ∇(∇ ∙ 𝐯), (2.36) 

sehingga persamaan (2.34) menjadi, 

 𝜌 (
𝜕𝐯

𝜕𝑡
+ 𝐯 ∙ ∇𝐯) = 𝜌𝐅 − ∇𝑝 + μ∇2𝐯 +

1

3
𝜇∇(∇ ∙ 𝐯) + 𝜉∇(∇ ∙ 𝐯). (2.37) 

atau 

 
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑗

𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥𝑗
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥𝑖
+ 𝑋𝑖 + 𝜁∇2𝑣𝑖 + (𝜉𝑉 +

𝜁

3
)

∂𝑣𝑗

∂𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, (2.38) 

dimana 𝑥𝑖 berupa 𝑥, 𝑦, 𝑧 dan 𝑣𝑖 vektor kecepatan (𝑢, 𝑣, 𝑤) dan 𝜉𝑉 = 𝜉/𝜌. 

2.5 Metode Beda Hingga 

2.5.1 Ekspansi Deret Taylor 

Diberikan fungsi 𝑓(𝑥) yang analitik, 𝑓(𝑥 + Δ𝑥) dapat diekspansi ke dalam 

deret Taylor sebagai berikut. 

 𝑓(𝑥 + Δ𝑥) = 𝑓(𝑥) + (Δ𝑥)
𝜕𝑓

𝜕𝑥
+

(Δ𝑥)2

2!

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+

(Δ𝑥)3

3!

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
+ ⋯  

 = 𝑓(𝑥) + ∑
(Δ𝑥)𝑛

𝑛!

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛
.

∞

𝑛=1

 (2.39) 

Sehingga untuk 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) ekspansi deret Taylor terhadap 𝑥 dan 𝑦 

diberikan sebagai berikut. 
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𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) +
𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦)ℎ +

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑦)

ℎ2

2!
+ ⋯, 

𝑢(𝑥, 𝑦 + 𝑘) = 𝑢(𝑥, 𝑦) +
𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)𝑘 +

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
(𝑥, 𝑦)

𝑘2

2!
+ ⋯. 

(2.40) 

Dari persamaan (2.40) turunan fungsi parsial terhadap 𝑥 dan 𝑦 dengan 

metode forward difference dituliskan 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) ≈

𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦)

ℎ
, 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) ≈

𝑢(𝑥, 𝑦 + 𝑘) − 𝑢(𝑥, 𝑦)

𝑘
, 

(2.41) 

dengan backward difference dituliskan 

 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) ≈

𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑥 − ℎ, 𝑦)

ℎ
, 

𝜕𝑢

𝜕𝑦
≈

𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦 − 𝑘)

𝑘
, 

(2.42) 

 

dengan centered difference dituliskan 

 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
(𝑥, 𝑦) ≈

𝑢(𝑥 + ℎ, 𝑦) − 2𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑢(𝑥 − ℎ, 𝑦)

ℎ2
, 

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
(𝑥, 𝑦) ≈

𝑢(𝑥, 𝑦 + 𝑘) − 2𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝑢(𝑥, 𝑦 − 𝑘)

𝑘2
. 

(2.43) 

(Kusuma Jeffry, 2018). 

2.5.2 Skema Beda Hingga Upwind 

Skema Upwind merupakan salah satu metode dalam menentukan solusi 

persamaan diferensial parsial hiperbolik. Penentuan solusi diskritisasi metode 

Upwind dilakukan secara terpisah dengan meninjau arah perubahan flux di tiap 

titik. Pada umumya, metode Upwind melakukan peninjauan terhadap karakteristik 

kecepatan. Sebagai contoh, model persamaan Burger diberikan sebagai berikut. 

 
𝜕𝜙

𝜕𝑡
= −

𝜕𝑢𝜙

𝜕𝑥
, (2.44) 

dimana skema Upwind persamaan (2.44) dapat dibentuk menjadi, 

 
𝜙𝑖

𝑛+1 − 𝜙𝑖
𝑛

Δ𝑡
= −

𝑢𝜙𝑖
𝑛 − 𝑢𝜙𝑖−1

𝑛

Δ𝑥
,          untuk 𝑢 > 0 (2.45) 

 
𝜙𝑖

𝑛+1 − 𝜙𝑖
𝑛

Δ𝑡
= −

𝑢𝜙𝑖+1
𝑛 − 𝑢𝜙𝑖

𝑛

Δ𝑥
,          untuk 𝑢 < 0. (2.46) 
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Pada persamaan (2.45) dan (2.46) terlihat bahwa skema Upwind 

diselesaikan secara terpisah yang bergantung terhadap nilai 𝑢. Sehingga, 

diskritisasi berubah menjadi skema beda mundur dengan akurasi orde 1. Hal ini 

menjadi pembeda dari skema beda tengah yang memiliki tingkat akurasi orde 2. 

Meskipun demikian, skema Upwind orde 1 masih dapat dijadikan pertimbangan 

dalam pendekatan numerik untuk persamaan konveksi-difusi. Bersamaan dengan 

itu, permasalahan kestabilan dari skema beda tengah menjadi topik utama 

dibandingkan dengan skema Upwind yang memiliki kestabilan tanpa syarat. 

Dalam kasus diskritisasi persamaan Navier-Stokes, akurasi skema Upwind 

dapat dioptimalkan dengan cara menambah titik grid pada domain yang ditinjau. 

(Versteg, H. K. Dan W. Malalasekera, 2007). 

 

Gambar 2. Akurasi Skema Upwind Tiap 𝒏 Titik Grid. 

Selain itu, perhitungan solusi persamaan Navier-Stokes perlu 

mempertimbangkan nilai 𝑃𝑒 atau Peclet Number. Untuk |𝑃𝑒| > 2 maka 

diskritisasi skema Upwind memberikan akurasi yang tinggi berdasarkan gambar 

berikut. 
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Gambar 3. Akurasi Skema Upwind Untuk Nilai |𝑷𝒆| > 𝟐. 

Dimana, 

𝑃𝑒 =
𝜌𝑢

𝜁 Δ𝑥⁄
, 

 𝜁 adalah koefisien difusi. 

2.5.3 Kestabilan 

Secara umum, terdapat dua tipe eror yang dapat terjadi pada persamaan beda 

hingga. Eror tersebut disebabkan oleh sifat pembulatan dari kerja komputer  atau 

penggunaan suatu metode numerik tertentu seperti eror dalam diskritisasi. Jika 

suatu eror pada persamaan beda hingga menjadi tidak terkontrol, maka 

peningkatan eror dari solusi yang dicari menghasilkan solusi yang tidak stabil 

(unstable solution). Memahami dan melakukan kontrol terhadap eror melalui 

analisis kestabilan adalah hal yang diperlukan untuk mencapai solusi yang baik 

dari persamaan beda hingga. Akan tetapi untuk beberapa kasus, menganalisis 

suatu kestabilan menjadi semakin rumit ketika model numerik yang ditinjau 

semakin mendekati persoalan yang realistik. 

Salah satu metode yang sering digunakan dalam menganalisis kestabilan 

persamaan beda hingga adalah Von Neumann Stability Analysis. Metode tersebut 

memberikan solusi kestabilan yang diekspansi melalui deret Fourier dengan 

asumsi 𝑢𝑖
𝑛 yaitu: 

 𝑢𝑖
𝑛 = 𝑈𝑛𝑒𝐼𝑃(Δ𝑥)𝑖, (2.47) 

dimana 𝐼 = √−1, 𝑈𝑛 merupakan amplitudo pada waktu 𝑛, dan 𝑃 wave number 

arah-𝑥. 


