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ABSTRAK 

Persamaan diferensial parsial reaksi-difusi adalah model yang menggambarkan 

bagaimana konsentrasi satu atau lebih substansi yang terdistribusi dalam satu ruang, 

yang berubah karena pengaruh proses kimia yang mengubah bentuk substansi menjadi 

bentuk lain dan proses difusi yang menyebabkan substansi tersebut menyebar dalam 

ruang. Perilaku atau dinamika jangka panjang suatu masalah nilai awal dan nilai batas 

yang telah memenuhi kondisi well-posed dapat digambarkan melalui keberadaan 

global attractor dari sistem dinamika tersebut. Keberadaan global attractor dapat 

dibuktikan keberadaannya salah satunya dengan menunjukkan keberadaan absorbing 

set, yaitu suatu himpunan bagian dalam ruang fase suatu sistem dinamik yang pada 

akhirnya akan menyerap (memuat) hasil peta dari semua himpunan-himpunan terbatas 

pada ruang fasenya. Penelitian ini bertujuan untuk menunjukkan keberadaan 

absorbing set pada persamaan diferensial parsial reaksi-difusi di ruang 𝐻2. Jika 

𝑢(𝑡, 𝑢0) = 𝑆(𝑡)𝑢0 dengan (𝑢0 ∈ 𝐻2, 𝑡 > 0) adalah solusi dari persamaan difusi-reaksi 

dan 𝑆(𝑡) adalah semigrup yang didefinisikan dari persamaan difusi-reaksi pada ruang 

𝐻2, menunjukkan syarat perlu keberadaan absorbing set masalah nilai awal persamaan 

reaksi-difusi di ruang 𝐻2, yaitu menunjukkan bahwa untuk setiap himpunan terbatas 

𝐸 ⊂ 𝐻2, terdapat 𝑡𝑅 > 0 dan 𝐶 > 0 sedemikian sehingga ‖𝑢(𝑡, 𝑢0)‖ ≤ 𝐶 untuk semua 

𝑡 > 𝑡𝑅 dengan 𝑢0 ∈ 𝐸, dan menunjukkan bahwa terdapat himpunan terbatas 𝐵 ⊂ 𝐻2, 

untuk sebarang 𝑢0 ∈ 𝐻2 terdapat 𝑡𝑅 > 0 sedemikian sehingga 𝑢(𝑡, 𝑢0) ∈ 𝐵 untuk 

semua 𝑡 > 𝑡𝑅.  

Kata kunci: Persamaan Reaksi-Difusi, Absorbing set, Ruang 𝐻2. 
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ABSTRACT 

The reaction-diffusion partial equation is a model that describes how the 

concentration of one or more substances distributed in one space changes due to the 

influence of chemical processes that change the shape of the substance into another 

form and the diffusion process that causes the substance to spread in space. The 

behavior or long-term dynamics of a problem with initial values and boundary values 

that have met the well-posed conditions can be described by the presence of global 

attractors from the dynamics system. The existence of global attractors can be proven, 

one of them by showing the existence of an absorbing set, which is a subset in the 

phase space of a dynamic system which will eventually absorb (load) the map results 

from all sets limited to its phase space. This study aims to demonstrate the existence 

of the absorbing set in the reaction-diffusion partial differential equation in the 𝐻2 

space . If 𝑢(𝑡, 𝑢0) = 𝑆(𝑡)𝑢0 where (𝑢0 ∈ 𝐻2, 𝑡 > 0) is the solution to the reaction-

diffusion equation and 𝑆(𝑡) is a semigroup defined from the reaction-diffusion 

equation in space 𝐻2, showing the condition for the existence of an absorber for the 

initial problem set of diffusion-reaction equations in space 𝐻2, which shows that for 

some finite set 𝐸 ⊂ 𝐻2, there are 𝑡𝑅 > 0 and 𝐶 > 0  so that ‖𝑢(𝑡, 𝑢0)‖ ≤ 𝐶 for all 

𝑡 > 𝑡𝑅 with 𝑢0 ∈ 𝐸, and shows that there is a finite set 𝐵 ⊂ 𝐻2, for every item 𝑢0 ∈

𝐻2 there is 𝑡𝑅 > 0 such that 𝑢(𝑡, 𝑢0) ∈ 𝐵 for all 𝑡 > 𝑡𝑅. 

Keywords: Reaction-Diffusion Equation, Absorbing set, Space 𝐻2. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Berbagai fenomena yang ada di alam digambarkan oleh model matematika reaksi-

difusi. Model ini menggambarkan bagaimana konsentrasi satu atau lebih substansi 

yang terdistribusi dalam satu ruang, yang berubah karena pengaruh proses kimia yang 

mengubah bentuk substansi menjadi bentuk lain dan proses difusi yang menyebabkan 

substansi tersebut menyebar dalam ruang.  

Secara matematis persamaan reaksi-difusi berbentuk persamaan diferensial parsial 

(PDP) tipe parabolik. Salah satu bentuk persamaan reaksi difusi diberikan oleh PDP 

berikut: 

𝑢𝑡 = ∆𝑢 + 𝑢 − 𝑢3 (1.1) 

dengan 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) menggambarkan kepadatan/konsentrasi suatu zat, 𝑥 ∈ Ω ⊂ ℝ𝑛 

pada waktu 𝑡. ∆ menunjukkan operator Laplace.  Jadi suku pertama pada sisi kanan 

menggambarkan “difusi”, termasuk 𝐷 sebagai koefisen difusi. Suku kedua, 𝑓(𝑢) =

𝑢 − 𝑢3 adalah fungsi smooth 𝑓: 𝑅 → 𝑅 menggambarkan proses yang dapat mengubah 

𝑢. Suku reaksi tersebut tidak hanya bergantung pada 𝑢, tetapi juga dapat bergantung 

pada turunan pertama dari 𝑢, yaitu ∇𝑢, dan sebagainya. (Grindrod, Peter, 1996) 

Solusi suatu persamaan diferensial parsial dapat berupa solusi klasik dapat pula 

berupa solusi lemah. Pendekatan solusi lemah dilakukan dengan cara memperluas 

ruang solusi dari persamaan diferensial yang diberikan. Menurut (Hadamard, Jacques, 

2003), PDP yang dijamin keberadaan dan ketunggalan solusi lemahnya akan 

memenuhi kondisi well-posed.  

Perilaku atau dinamika jangka panjang suatu masalah nilai awal dan nilai batas 

yang telah memenuhi kondisi well-posed dapat digambarkan melalui keberadaan 

global attractor dari sistem dinamika tersebut. Global attractor adalah suatu 
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himpunan tak kosong 𝐴 yang invarian, kompak, dan menarik setiap himpunan terbatas 

di dalam 𝐴. Keberadaan global attractor dapat dibuktikan keberadaannya salah 

satunya dengan menunjukkan keberadaan absorbing set, yaitu suatu himpunan bagian 

dalam ruang fase suatu sistem dinamik yang pada akhirnya akan menyerap (memuat) 

hasil peta dari semua himpunan-himpunan terbatas pada ruang fasenya. (Nakao, & 

Aris, 2007) 

Masalah keberadaan absorbing set untuk PDP tipe lainnya sudah telah banyak 

dikaji dalam penelitian seperti pada Acomario (2020), Zhao X. dkk (2010), Nakao M. 

& Aris N. (2007)  

Pada penelitian Acomario (2020) dikaji keberadaan absorbing set dari PDP 

parabolik tak linear tipe p-Laplacian yaitu 𝑢𝑡 − 𝑑𝑖𝑣(|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢) + 𝑓(𝑢) = 0 dengan 

beberapa asumsi yang diberikan pada 𝑓(𝑢) dan batasan tertentu. Berdasarkan 

penelitian ini penulis tertarik untuk mengkaji keberadaan absorbing set pada salah satu 

bentuk persamaan diferensial parsial reaksi-difusi seperti yang diberikan pada 

Persamaan (1.1).   

Keberadaan absorbing set pada masalah nilai awal Persamaan (1.1) telah dibahas 

pada buku Zheng (2020) namun tidak dijelaskan secara detail, sehingga penulis 

tertartik untuk membuktikannya secara detatil dan kemudian dituangkan dalam bentuk 

skripsi berjudul, 

“Keberadaan Absorbing Set pada Persamaan Diferensial Parsial Reaksi-Difusi 

di Ruang 𝑯𝟐”. 

1.2 Rumusan Masalah 

Jika 𝑢(𝑡, 𝑢0) = 𝑆(𝑡)𝑢0 dengan (𝑢0 ∈ 𝐻2, 𝑡 > 0) adalah solusi dari Persamaan 

(1.2)-(1.4) dan 𝑆(𝑡) adalah semigrup yang didefinisikan dari Persamaan (1.2)-(1.4) 

pada ruang 𝐻2, maka rumusan masalah pada penelitian ini adalah bagaimana 

menunjukkan syarat perlu keberadaan absorbing set masalah nilai awal Persamaan 

(1.2)-(1.4) di ruang 𝐻2, yaitu 
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1. Bagimana menunjukkan bahwa untuk setiap himpunan terbatas 𝐸 ⊂ 𝐻2, 

terdapat 𝑡𝑅 > 0 dan 𝐶 > 0 sedemikian sehingga 

‖𝑢(𝑡, 𝑢0)‖ ≤ 𝐶 

untuk setiap 𝑡 > 𝑡𝑅 dan 𝑢0 ∈ 𝐸 ? 

2. Bagimana menunjukkan bahwa terdapat himpunan terbatas 𝐵 ⊂ 𝐻2, untuk 

setiap 𝑢0 ∈ 𝐻2 terdapat 𝑡𝑅 > 0 sedemikian sehingga 

𝑢(𝑡, 𝑢0) ∈ 𝐵 

untuk setiap 𝑡 > 𝑡𝑅 ? 

1.3 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini, penulis mencari absorbing set pada persamaan reaksi-difusi 

yaitu: 

𝑢𝑡 = ∆𝑢 + 𝑢 − 𝑢3,    𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) → Ω × ℝ+ (1.2) 

dengan syarat awal  

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0 (1.3) 

dan syarat batas direchlet       

𝑢|𝜕𝛺 = 0 (1.4) 

dengan asumsi 𝛺 adalah domain terbatas yang smooth di  ℝ𝑛(𝑛 ≥ 3). Dan asumsi di 

ruang 

𝐻2(𝛺) = {𝑢 ∈ 𝐿2(𝛺)|𝐷𝛼𝑢 ∈  𝐿2(𝛺), 𝛼 = 1,2}. 

1.4 Tujuan Penelitian 

Jika 𝑢(𝑡, 𝑢0) = 𝑆(𝑡)𝑢0 dengan (𝑢0 ∈ 𝐻2, 𝑡 > 0) adalah solusi dari Persamaan 

(1.2)-(1.4) dan 𝑆(𝑡) adalah semigrup yang didefinisikan dari Persamaan (1.2)-(1.4) 
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pada ruang 𝐻2, maka tujuan dari penulisan ini yaitu menunjukkan syarat perlu 

keberadaan absorbing set masalah nilai awal Persamaan (1.2)-(1.4) di ruang 𝐻2, yaitu 

1. Menunjukkan bahwa untuk setiap himpunan terbatas 𝐸 ⊂ 𝐻2, terdapat 𝑡𝑅 >

0 dan 𝐶 > 0 sedemikian sehingga 

‖𝑢(𝑡, 𝑢0)‖ ≤ 𝐶 

untuk setiap 𝑡 > 𝑡𝑅 dan 𝑢0 ∈ 𝐸, 

2. Menunjukkan bahwa terdapat himpunan terbatas 𝐵 ⊂ 𝐻2, untuk setiap 𝑢0 ∈

𝐻2 terdapat 𝑡𝑅 > 0 sedemikian sehingga 

𝑢(𝑡, 𝑢0) ∈ 𝐵 

untuk setiap 𝑡 > 𝑡𝑅.  

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini adalah mengasah kemampuan dalam menunjukkan 

keberadaan absorbing set dari suatu sistem persamaan diferensial serta menambah 

pengalaman bagi penulis menyusun karya tulis ilmiah dalam bentuk skripsi. Hasil 

penelitian ini juga diharapkan mampu menjadi referensi dalam menganalisis 

keberadaan global attractor pada persamaan reaksi-difusi. 

1.6 Sistematika Penulisan 

Agar penulisan skripsi ini mudah dipahami maka digunakan sistematika penulisan 

yang terdiri dari lima bab. Masing-masing bab dibagi ke dalam subbab dengan 

rumusan sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan, yang memuat latar belakang, rumusan masalah, tujuan penulisan, 

batasan masalah, manfaat penulisan, dan sistematika penulisan. 

Bab II Tinjauan Pustaka. Dalam bab ini disajikan secara singkat mengenai konsep 

dasar, yaitu teori-teori dasar dalam analisis fungsional, persamaan reaksi-difusi serta 

definisi dan teorema mengenai keberadaan absorbing set. 

Bab III Metode Penelitian memuat metode dan tahapan-tahapan yang dilakukan 

dalam melakukan penelitian.  
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Bab IV Pembahasan. Dalam bab ini akan disajikan pembahasan dari tugas akhir ini 

yaitu menunjukkan keberadaan absorbing set pada persamaan reaksi-difusi. 

Bab V Penutup. Dalam bab ini memuat kesimpulan hasil penelitian dan saran yang 

ditunjukan bagi para peneliti agar bisa mengembangkan penelitian ini. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 State of The Art 

Masalah persamaan reaksi-difusi ini telah banyak dikaji oleh para ahli dan 

ilmuwan. Secara umum, mereka mengkaji solusi masalah tersebut secara analitik dan 

numerik. Dalam paper (Liao Wenyuan, dkk, 2006) mengkaji solusi numerik 

persamaan reaksi-difusi (Persamaan 1.1) orde empat dengan syarat batas Neumann 

menggunakan compact algorithm. Keberadaan solusi global dari sistem persamaan 

reaksi-difusi non-linear dengan dimensi sebarang ditunjukkan oleh (Fellner Klemens, 

dkk, 2019).  

Keberadaan absorbing set dari PDP parabolik tak linear tipe p-Laplacian 

dibuktikan dalam skripsi (Acomario, 2020) dengan cara membuktikan keberadaan 

absorbing set pada semigrup yang dibangkitkan dari persamaan parabolik tak linear 

tipe p-Laplacian disertai asumsi-asumsi dan batasan tertentu. 

 Suatu sistem dinamik dapat dideskripsikan sebagai keluarga dari operator yang 

dibangun dalam suatu ruang yang bersesuaian oleh suatu persamaan diferensial parsial 

yang melibatkan waktu. Perilaku atau dinamika dari suatu sistem dinamik untuk waktu 

yang lama dapat digambarkan oleh konsep global attractor. Menurut referensi (Nakao 

& Aris, 2007) dan (Cholewa & Dlotko, 2000) definisi global attractor adalah suatu 

himpunan tak kosong yang merupakan gabungan dari himpunan-himpunan yang 

invarian, kompak subset 𝑉 yang menyerap (memuat) setiap himpunan terbatas dalam 

ruang metrik 𝑉. Menurut (Ma ,dkk, 2002) pembuktian keberadaan global attractor 

dapat dilakukan dengan menunjukkan: 

a. Keberadaan absorbing set, dan 

b. Semigrup adalah 𝜔-limit kompak. 

(Zhao X., dkk, 2010) dalam papernya, menentukan global atractor pada persamaan 

diferensial parabolik orde empat dengan cara menentukan keberadaan absorbing set 
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dan menunjukkan bahwa semigrup dari persamaan diferensial memenuhi sifat 𝜔-limit 

kompak. 

Persamaan diferensial parsial reaksi-difusi pada Persamaan (1.2)-(1.4) yang akan 

diteliti, telah dibahas dalam buku Zheng (2004). Dalam buku ini telah dibuktikan 

keberadaan absorbing set pada Persamaan (1.2)-(1.4) namun pembuktiannya tidak 

diberikan secara detail.  

2.2 Ruang Bernorma dan Ruang Banach 

Definisi 2.1 Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor (Real atau kompleks). Norma pada 𝑋 

didefinisikan sebagai suatu fungsi bernilai real ‖∙‖: 𝑋 → ℝ dan memenuhi sifat 

dibawah ini. 

(1) ‖𝒙‖ ≥ 0.  

(2) ‖𝒙‖ = 0 jika dan hanya jika 𝒙 = 0. 

(3) ‖𝛼𝒙‖ = |𝛼|‖𝒙‖. 

(4) ‖𝒙 + 𝒚‖ ≤ ‖𝒙‖ + ‖𝒚‖ untuk setiap 𝒙, 𝒚 ∈ 𝑋 dan setiap skalar 𝛼. 

Pasangan (𝑋, ‖∙‖) disebut ruang bernorma. (Kreyszig, 1989) 

Contoh 2.2 Ruang 𝐿2 merupakan ruang bernorma. 

Ruang 𝐿2 merupakan salah satu contoh dari ruang bernorma dengan norma sebagai 

berikut, 

‖𝑓‖
𝐿2 = (∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2
. 

Akan ditunjukkan bahwa norma dalam 𝐿2 memenuhi (1), (2), (3) dan (4). 

(1) Akan ditunjukkan ‖𝑓‖ ≥ 0. 

‖𝑓‖
𝐿2 = (∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2
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Berdasarkan sifat nilai mutlak maka diketahui |𝑓| ≥ 0 sehingga |𝑓|2 ≥ 0. Selanjutnya 

dengan menggunakan konsep integral sebagai suatu luasan yang selalu bernilai non-

negatif maka ∫ |𝑓|2
𝛺

 𝑑𝑥 ≥ 0 sehingga diperoleh  

(∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

= ‖𝑓‖
𝐿2 ≥ 0 

(2) Akan ditunjukkan ‖𝑓‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0. 

⇒ ‖𝑓‖ = 0 maka 𝑓 = 0 

‖𝑓‖
𝐿2 = (∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

= 0 

∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥 = 0 

|𝑓|2 = 0 

|𝑓| = 0 ⇔ 𝑓 = 0 

⇒ 𝑓 = 0 maka‖𝑓‖ = 0  

‖𝑓‖
𝐿2 = (∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

= (∫ |0|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 

= (∫ 0
𝛺

 𝑑𝑥)

1
2

 

= (0)
1
2 

= 0 

Jadi, ‖𝑓‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑓 = 0 

 (3) Akan ditunjukkan ‖𝛼𝑓‖ = |𝛼|‖𝑓‖. 

(∫ |𝛼𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

= (∫ |𝛼|2|𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 

= (|𝛼|2 ∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 

= (|𝛼|2)
1
2 (∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 

Karena nilai |𝛼| ≥ 0 maka nilai (|𝛼|2)
1
2 = |𝛼|, sehingga 
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‖𝛼𝑓‖ = (∫ |𝛼𝑓|2

𝛺

 𝑑𝑥)

1
2

= |𝛼| (∫ |𝑓|2

𝛺

 𝑑𝑥)

1
2

= |𝛼|‖𝑓‖ 

 (4) Akan ditunjukkan ‖𝑓 + 𝑔‖ ≤ ‖𝑓‖ + ‖𝑔‖. 

Untuk menunjukkan pertidaksamaan tersebut maka haruslah diberikan 

pembuktian ketaksamaan Minkowski sebagai berikut. 

∫ |𝑓 + 𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥 = ∫ |𝑓 + 𝑔|2−1|𝑓 + 𝑔|

𝛺
 𝑑𝑥 

≤ ∫ |𝑓 + 𝑔|1(|𝑓| + |𝑔|)
𝛺

 𝑑𝑥 

= ∫ |𝑓 + 𝑔|1|𝑓|
𝛺

 𝑑𝑥 + ∫ |𝑓 + 𝑔|1|𝑔|
𝛺

 𝑑𝑥 

Misalkan 𝑞 adalah eksponen dual dari 2 dan 
1

2
+

1

𝑞
= 1 atau (2 − 1)𝑞 = 2 

sehinggga dengan menggunakan ketaksamaan Holder ‖𝑎𝑏‖1 ≤ ‖𝑎‖2‖𝑏‖2 

diperoleh : 

∫ |𝑓 + 𝑔|1|𝑓|
𝛺

 𝑑𝑥 ≤ (∫ (|𝑓 + 𝑔|1)
2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

(∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 

= (∫ |𝑓 + 𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

(∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 

∫ |𝑓 + 𝑔|1|𝑔|
𝛺

 𝑑𝑥 ≤ (∫ (|𝑓 + 𝑔|1)
2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

(∫ |𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 

= (∫ |𝑓 + 𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

(∫ |𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 

Jadi diperoleh : 

∫ |𝑓 + 𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥 ≤ (∫ |𝑓 + 𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

{(∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

+ (∫ |𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

} 

(∫ |𝑓 + 𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1−
1
2

≤ (∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

+ (∫ |𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 

(∫ |𝑓 + 𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

≤ (∫ |𝑓|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

+ (∫ |𝑔|2

𝛺
 𝑑𝑥)

1
2

 



Universitas Hasanuddin 

10 

 

Selanjutnya, pertidaksamaan diatas disebut sebagai ketaksamaan Minkowski 

yang juga membuktikan (4) yaitu : 

‖𝑓 + 𝑔‖ = (∫ |𝑓 + 𝑔|2

𝛺

 𝑑𝑥)

1
2

≤ (∫ |𝑓|2

𝛺

 𝑑𝑥)

1
2

+ (∫ |𝑔|2

𝛺

 𝑑𝑥)

1
2

 

= ‖𝑓‖ + ‖𝑔‖ 

Karena ruang 𝐿2 memenuhi sifat ruang bernorma maka (𝐿2, ‖∙‖) merupakan ruang 

bernorma. 

Definisi 2.3 Misalkan (𝑋, ‖∙‖) merupakan ruang bernorma dan 𝑢 ∈ 𝑋. 

Persekitaran−𝜀 didefinisikan sebagai himpunan. (Kreyszig, 1989) 

𝑉𝜀(𝑢) = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶  ‖𝑥 − 𝑢‖ < 𝜀}. 

Contoh 2.4 Misalkan 𝑋 =  (ℝ, ‖∙‖) adalah ruang bernorma dengan ‖𝑥 − 𝑥0‖ = |𝑥 −

𝑥0|, untuk setiap 𝑥, 𝑥0  ∈  ℝ. Persekitaran−𝜀 dalam ℝ adalah  

𝑉𝜀(𝑥0)  = {𝑥 ∈ ℝ|‖𝑥 − 𝑥0‖ = |𝑥 − 𝑥0| < 𝜀} 

= {𝑥 ∈ ℝ| − 𝜀 < 𝑥 − 𝑥0 < 𝜀} 

= {𝑥 ∈ ℝ|𝑥0 − 𝜀 < 𝑥 < 𝑥0 + 𝜀} 

= (𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀). 

Jadi, persekitaran- 𝜀 dalam ℝ merupakan interval buka (𝑥0 − 𝜀, 𝑥0 + 𝜀). 

Definisi 2.5 Misalkan 𝑋 adalah ruang bernorma, 𝐴 ⊂ 𝑋 dan 𝐴 ≠ ∅. Himpunan 𝐴 

dikatakan terbatas jika terdapat 𝑘 > 0 sedemikian sehingga (Kreyszig, 1989) 

‖𝑥 − 𝑥0‖ ≤ 𝑘, untuk setiap 𝑥, 𝑥0 ∈ 𝐴. 

Contoh 2.6 Misalkan 𝑋 =  (ℝ, ‖∙‖) adalah ruang bernorma dengan ‖𝑥 − 𝑥0‖ = |𝑥 −

𝑥0|, untuk setiap 𝑥, 𝑥0  ∈  ℝ. Maka 𝐴 = [0,1] ⊂ 𝑋 merupakan himpunan terbatas 

karena terdapat 𝑘 = 1 sehingga ‖𝑥 − 𝑥0‖ ≤ 𝑘 untuk setiap 𝑥 ∈ [0,1]. 

Definisi 2.7 Ambil titik di 𝑥𝑜 ∈ 𝑋 dan bilangan rill 𝑟 > 0, diberikan dalam tiga kasus 

yaitu, 
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(a) 𝐵(𝑥0; 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋 | ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝑟} 
(Bola buka) 

(b) 𝐵̅(𝑥0; 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋 | ‖𝑥 − 𝑥0‖ ≤ 𝑟} 
(Bola tutup) 

(c) 𝑆(𝑥0; 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋 | ‖𝑥 − 𝑥0‖ = 𝑟} 
(Bola) 

dari ketiga kasus, 𝑥0 adalah pusat bola dan 𝑟 adalah jari-jari bola (Kreyszig, 1989). 

Contoh 2.8 

a.  Diketahui 𝑋 =  (ℝ, ‖∙‖) adalah ruang bernorma dengan ‖𝑥 − 𝑥0‖ = |𝑥 − 𝑥0|, 

untuk setiap 𝑥, 𝑥0  ∈  ℝ. 𝐵(0,1) = {𝑥0 ∈ ℝ| − 1 < 𝑥0 < 1} adalah bola buka 

berpusat di 0 dengan jari-jari 1 pada ruang bernorma 𝑋. 

b.  Diketahui 𝑋 =  (ℝ, ‖∙‖) adalah ruang bernorma dengan ‖𝑥 − 𝑥0‖ = |𝑥 − 𝑥0|, 

untuk setiap 𝑥, 𝑥0  ∈  ℝ. 𝐵(0,1) = {𝑥0 ∈ ℝ| − 1 ≤ 𝑥0 ≤ 1} adalah bola tutup 

berpusat di 0 dengan jari-jari 1 pada ruang bernorma 𝑋. 

Definisi 2.9 Misalkan (𝑋, ‖∙‖) merupakan ruang norm dan 𝐴 ⊂ 𝑋. Subhimpunan 𝐴 

dikatakan buka jika untuk setiap 𝑢 ∈ 𝐴 terdapat 𝜀 > 0 sedemikian sehingga 𝑉𝜀(𝑢) ⊆

𝐴. Subhimpunan 𝐴 dikatakan tutup jika 𝑋 − 𝐴 buka, dengan 𝑋 − 𝐴 = {𝑥 ∈ 𝑋, 𝑥 ∉ 𝐴}. 

Selanjutnya 𝑋 − 𝐴 ditulis 𝐴𝐶. (Kreyszig, 1989) 

Contoh 2.10 Diketahui ruang bernorma 𝑋 = (ℝ, ‖∙‖) dan ‖𝑥 − 𝑥0‖ = |𝑥 − 𝑥0|, 

∀𝑥, 𝑥0 ∈ ℝ. Himpunan 𝐷 = {𝑥0 ∈ ℝ| 0 < 𝑥0 < 1} ⊂ 𝑋 buka di 𝑋. 

Ambil sebarang 𝑥0 ∈ 𝐷. 

Pilih 𝜀 =  𝑚𝑖𝑛 {𝑥0, 1 − 𝑥0}. 

(i) Kasus 1: untuk 𝜀 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑥0, 1 − 𝑥0} = 𝑥0. Maka 𝜀 = 𝑥0   dan  

𝑉𝜀(𝑥0) = {𝑥 ∈ ℝ| ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝜀} 

 = {𝑥 ∈ ℝ| |𝑥 − 𝑥0| < 𝜀} 

 = {𝑥 ∈ ℝ| − 𝜀 < 𝑥 − 𝑥0 < 𝜀} 

 = {𝑥 ∈ ℝ| − 𝜀 + 𝑥0 < 𝑥 < 𝜀 + 𝑥0} 

 = {𝑥 ∈ ℝ| − 𝜀 + 𝑥0 < 𝑥 < (1 − 𝑥0) + 𝜀} 

 = {𝑥 ∈ ℝ| − 𝑥0 + 𝑥0 < 𝑥 < 1 − 𝑥0 + 𝑥0} 

 = {𝑥 ∈ ℝ|0 < 𝑥 < 1} 
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Jadi, 𝑉𝜀(𝑥0) ⊆ 𝐷. 

(ii) Kasus 2: 𝜀 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑥0, 1 − 𝑥0} = 1 − 𝑥0. Maka   𝜀 = 1 − 𝑥0   dan    

𝑉𝜀(𝑥0) = {𝑥 ∈ ℝ| ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝜀} 

 = {𝑥 ∈ ℝ| |𝑥 − 𝑥0| < 𝜀} 

 = {𝑥 ∈ ℝ| − 𝜀 < 𝑥 − 𝑥0 < 𝜀} 

 = {𝑥 ∈ ℝ| − 𝜀 + 𝑥0 < 𝑥 < 𝜀 + 𝑥0} 

= {𝑥 ∈ ℝ| − 𝜀 + (1 − 𝑥0) < 𝑥 < 𝜀 + 𝑥0} 

 = {𝑥 ∈ ℝ|1 − (𝜀 + 𝑥0) < 𝑥 < 1} 

 = {𝑥 ∈ ℝ|0 < 𝑥 < 1} 

Jadi, 𝑉𝜀(𝑥0) ⊆ 𝐷. 

Dari (i) dan (ii) menyatakan bahwa 𝐷 himpunan buka di 𝑋 karena setiap 𝑥0 ∈ 𝐷 

terdapat 𝜀 > 0  sehingga  𝑉𝜀(𝑥0) ⊆ 𝐷. 

Ruang Banach 

Definisi 2.11 Ruang bernorma 𝑋 disebut ruang yang lengkap jika setiap barisan 

Cauchy pada  𝑋 konvergen di 𝑋. Ruang bernorma yang lengkap adalah ruang Banach. 

Contoh 2.12 Ruang 𝐿2 merupakan ruang Banach. 

Langkah 1. Menunjukkan ruang 𝐿2 adalah ruang bernorma. 

Berdasarkan pada Contoh 2.2 bahwa 𝐿2 adalah ruang bernorma. 

Langkah 2. Menunjukkan 𝐿2 adalah ruang lengkap. 

Untuk menunjukkan 𝐿2 lengkap adalah dengan menunjukkan bahwa setiap barisan 

Cauchy {𝑢𝑛} di 𝐿2(𝛺) maka terdapat sebuah barisan 𝑢 ∈ 𝐿2(𝛺) sedemikian sehingga 

barisan 𝑢𝑛  konvergen ke suatu 𝑢 ∈ 𝐿2(𝛺). 

Karena {𝑢𝑛} adalah barisan Cauchy, maka dapat ditemukan sub barisan 𝑢𝑛𝑗
 dan 

dengan memilih 𝜀 = 2−𝑗 > 0 sedemikian sehingga  

‖𝑢𝑛𝑗+1
− 𝑢𝑛𝑗

‖
𝐿𝑝

< 2−𝑗 
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Lalu diperoleh  

‖∑ |𝑢𝑛𝑗+1
− 𝑢𝑛𝑗

|

𝑘

𝑗=1

‖

𝐿𝑝

< ∑ 2−𝑗

𝑘

𝑗=1

< 1. 

Untuk setiap k, dan jika kita definsikan  

𝑣(𝑥) = lim
𝑘→∞

∑ |𝑢𝑛𝑗+1
(𝑥) − 𝑢𝑛𝑗

(𝑥)| ,

𝑘

𝑗=1

 

Dengan memperbolehkan 𝑣(𝑥) = ∞ jika dibutuhkan, dengan menggunakan lemma 

Fatou maka dapat disimpulan bahwa 

‖𝑣‖𝐿𝑝 ≤ 1. 

Sehingga mengakibatkan 𝑣(𝑥) < ∞ untuk hampir disetiap titik dan barisan tersebut  

𝑢𝑛1
(𝑥) + ∑ (𝑢𝑛𝑗+1

(𝑥) − 𝑢𝑛𝑗
(𝑥))

∞

𝑗=1

. 

Jelas konvergen untuk hampir disemua titik 𝑥. Karena jumlah parsial dari barisan ini 

hanya 𝑢𝑛𝑘+1
(𝑥), maka dapat didefinisikan suatu fungsi 𝑢(𝑥) untuk hampir disetiap 

titik 𝑥 ∈ Ω dengan 

𝑢(𝑥) =  lim
𝑗→∞

𝑢𝑛𝑗
(𝑥). 

Akhirnya, dapat ditunjukkan bahwa  𝑢 ∈ 𝐿2(Ω) maka ‖𝑢𝑛 − 𝑢‖𝐿2 → 0.  

Pilih suatu nilai N sedemikian sehingga 

‖𝑢𝑛 − 𝑢𝑚‖𝐿2 ≤
𝜖

2
          ∀𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁. 

Dengan menggunakan lemma Fatou maka dapat disimpulkan  

‖𝑢 − 𝑢𝑛𝑗
‖

𝐿2
≤ lim

𝑘→∞
𝑖𝑛𝑓 ‖𝑢𝑛𝑘

− 𝑢𝑛𝑗
‖

𝐿2
≤

𝜖

2
. 
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Karena 𝑛𝑗 ≥ 𝑁. Maka menjadikan 𝑢 − 𝑢𝑛𝑗
∈ 𝐿2 dan karena 

𝑢 = (𝑢 − 𝑢𝑛𝑗
) + 𝑢𝑛𝑗

 dengan 𝑢𝑛𝑗
∈ 𝐿2 

Maka kita punya 𝑢 ∈ 𝐿2(Ω). Untuk 𝑛 > 𝑁, pilih j sedemikian sehingga 𝑛𝑗 ≥ 𝑁 juga, 

sehingga 

‖𝑢𝑛 
− 𝑢 ‖𝐿2   ≤ ‖𝑢 𝑛 − 𝑢𝑛𝑗

‖
𝐿2

+ ‖𝑢𝑛𝑗  
− 𝑢 ‖

𝐿2
 

≤
𝜖

2
+

𝜖

2
= 𝜖. 

Maka 𝑢𝑛 konvergen ke 𝑢 di ruang 𝐿2(Ω). Karena 𝐿2 adalah ruang bernorma dan  𝐿2 

lengkap maka 𝐿2 adalah ruang Banach. 

 

2.3 Ruang 𝑳𝟐 

Definisi 2.13 Ruang 𝐿2(𝛺) merupakan fungsi terukur pada kelas ekuivalen dari fungsi-

fungsi sedemikian sehingga  

𝐿2(𝛺) = 𝑓 | 𝑓: 𝛺 → ℝ  f terukur dan ∫ |𝑓|2 𝑑𝑥 < ∞
𝛺

. 

Norma ruang L2(Ω) didefinisikan sebagai berikut 

‖𝑓‖𝐿2(𝛺) = (∫ |𝑓(𝑥)|2

𝛺

 𝑑𝑥)

1
2

. 

 

 

2.4 Ruang Hasil Kali Dalam dan Ruang Hilbert 

Definisi 2.14 Suatu ruang hasil kali dalam adalah suatu ruang vektor 𝑋 yang 

dilengkapi dengan suatu hasil kali dalam di dalamnya. Hasil kali dalam pada 𝑋 

adalah suatu pemetaan 〈∙,∙〉 ∶  𝑋 × 𝑋 → 𝐹, dengan (𝒙, 𝒚) → 〈𝒙, 𝒚〉 yang selanjutnya 

disebut sebagai hasil kali dalam dari 𝒙 dan 𝒚, sehingga untuk setiap vektor 𝒙, 𝒚, 𝒛 ∈

𝑋 dan suatu nilai skalar 𝛼 diperoleh 
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(1) 〈𝒙 + 𝒚, 𝒛〉 = 〈𝒙, 𝒛〉 + 〈𝒚, 𝒛〉 

(2) 〈𝛼𝒙, 𝒚〉 = 𝛼〈𝒙, 𝒚〉 

(3) 〈𝒙, 𝒚〉 = 〈𝒚, 𝒙〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

(4) 〈𝒙, 𝒙〉 ≥ 0    

 〈𝒙, 𝒙〉 = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0. (Kreyszig, 1989) 

Hubungan norm dan hasil kali dalam di 𝑋 didefinisikan oleh 

‖𝒙‖ = √〈𝒙, 𝒙〉. 

Definisi 2.15 Suatu ruang Hilbert adalah ruang hasil kali dalam yang lengkap. 

(Kreyszig, 1989) 

Contoh 2.16 Ruang 𝐿2 merupakan ruang Hilbert.  

Ruang 𝐿2 merupakan salah satu contoh dengan hasil kali dalam 

〈𝑓, 𝑔〉 =  ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω

. 

Misal 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah suatu fungsi Sehingga berlaku aturan-aturan dalam 

bilangan kompleks.  

Langkah 1. Akan ditunjukkan ruang hasil kali dalam 𝐿2 memenuhi (IP1), (IP2), (IP3) 

dan (IP4). 

(IP1)  〈𝒇 + 𝒈, 𝒉〉 = ∫ (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω
 

      = ∫ (𝑓(𝑥)ℎ(𝑥) + 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)
 

Ω
𝑑𝑥 

      = ∫ (𝑓(𝑥)ℎ(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω
+ ∫ 𝑔(𝑥)ℎ(𝑥)

 

Ω
𝑑𝑥 

      = 〈𝒇, 𝒉〉 + 〈𝒈, 𝒉〉. 

(IP2) 〈𝛼𝒇, 𝒈〉 =  ∫ 𝛼𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω
 

=    𝛼 ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω
 

=    𝛼〈𝒇, 𝒈〉. 

(IP3) 〈𝒈, 𝒇〉̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  = ∫ 𝑔(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω
 

= 〈𝒇, 𝒈〉. 
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(IP4) 〈𝒇, 𝒇〉 =   ∫ 𝑓(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω
 

= ∫ |𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥
 

Ω
≥ 0.   

Jika 〈𝒇, 𝒇〉 = 0 maka akan ditunjukkan 𝑓(𝑥) = 0 

〈𝒇, 𝒇〉 =   ∫ 𝑓(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω

= 0 

|𝑓(𝑥)|2 = 0 diperoleh 𝑓(𝑥) = 0. 

Jika 𝑓(𝑥) = 0 maka 〈𝒇, 𝒇〉 = 0. 

Karena 𝑓(𝑥) = 0 sehingga dapat ditulis 

∫ 𝑓(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
 

Ω
= ∫ 0 𝑑𝑥

 

Ω
= 0. 

Langkah 2. Menunjukkan 𝐿2 adalah ruang lengkap. 

Berdasarkan pada Contoh 2.12 𝐿2 adalah ruang lengkap. Karena 𝐿2 memenuhi aturan 

hasil kali dalam dan 𝐿2 lengkap maka 𝐿2 adalah ruang Hilbert. 

2.5 Persamaan Differensial Parsial 

Persamaan diferensial parsial (PDP) adalah suatu persamaan diferensial yang 

melibatkan turunan parsial yang artinya turunan fungsi terhadap dua atau lebih 

variabel bebas. Sebagai contoh, temperatur suatu batangan logam tertentu senantiasa 

bergantung pada posisi atau tempat dan waktu. Dalam bentuk sederhana persamaan 

diferensial parsial dinyatakan matematis berikut, 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 0. 

Pada suatu Persamaan diferensial parsial (PDP) ada yang disebut dengan orde. 

Orde PDP merupakan turunan tertinggi dari turunan parsial yang ada. Linieritas 

diklasifikasi atas linier dan nonlinier. PDP dikatakan linier jika tidak terdapat faktor 

kuadratik atau pangkat lainnyadan perkalian terhadap 𝑢 sedangkan PDP dikatakan 

nonlinier terdapat faktor kuadratik atau pangkat lainnya dan perkalian terhadap 𝑢. 

(Evans, 1998) 

Contoh 2.17 



Universitas Hasanuddin 

17 

 

(1) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 2𝑥𝑦
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝑢 = 1 ; PDE berorde 2 dan Linier. 

(2)  
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦
+ 𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 8𝑢 = 5𝑦 ; PDE berorde 3 dan Linier. 

(3)  (
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2)
3

+ 6
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦
= 𝑥 ; PDE berorde 3 dan Nonlinier.  

(4)   
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 𝑥𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑥  ; PDE berorde 2 dan Nonlinier.  

Misal, suatu PDP yang berorde dua,   

𝐴𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑦 + 𝐶𝑢𝑦𝑦 + 𝐷𝑢𝑥 + 𝐸𝑢𝑦 + 𝐹𝑢 + 𝐺 = 0. (2.1) 

disebut 

(1) Persamaan Diferensial Eliptik,  

Persamaan (2.1) dikatakan persamaan eliptik jika 𝐵2 − 4𝐴𝐶 < 0. Persamaan 

diferensial eliptik adalah persamaan yang berhubungan dengan masalah 

kesetimbangan atau tidak bergantung pada waktu dan penyelesaiannya 

memerlukan kondisi batas disekeliling daerah tinjauan. Seperti air tanah 

dibawah bendungan dan karena adanya pemompaan serta difleksi pelat akibat 

pembebanan, dengan bentuk persamaan: 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 0. 

(2) Persamaan Diferensial Parabolik,  

Persamaan (2.1) dikatakan persamaan diferensial parabolik jika 𝐵2 − 4𝐴𝐶 =

0. Persamaan diferensial parabolik biasanya merupakan persamaan yang 

tergantung pada waktu dan penyesaiannya memerlukan kondisi awal dan 

syarat batas. Persamaan yang paling sederhana yaitu perambatan panas, dengan 

bentuk persamaan: 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

1

𝑥

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

1

𝑥
(𝑢2). 

(3) Persamaan Diferensial Hiperbolik   

Persamaan (2.1) dikatakan persamaan diferensial hiperbolik jika 𝐵2 − 4𝐴𝐶 >

0. Persamaan diferensial hiperbolik biasanya berhubungan dengan getaran atau 
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permasalahan dimana terjadi diskontinu dalam waktu, seperti gelombang kejut 

yang terjadi diskontinu dalam kecepatan dan rapat massa, 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝐶2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
. 

Suatu fungsi 𝑢(𝑡) disebut solusi dari suatu persamaan differensial apabila jika 

disubtitusi 𝑢(𝑡) dan turunannya ke dalam persamaan diferensial memenuhi persamaan 

tersebut untuk semua nilai 𝑡 dalam domain 𝑢(𝑡). 

2.6 Persamaan Reaksi-Difusi  

Secara matematis persamaan reaksi-difusi yang paling sederhana dapat 

direpresentasikan dalam bentuk umum, 

𝑢𝑡 = 𝐷∆𝑢 + 𝑓(𝑢) (2.2) 

dengan 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) adalah variabel keadaan dan menggambarkan 

kepadatan/konsentrasi suatu zat, 𝑥 ∈ Ω ⊂ ℝ𝑛 pada waktu 𝑡 (Ω merupakan himpunan 

buka). ∆ menunjukkan operator Laplace.  Jadi suku pertama pada sisi kanan 

menggambarkan “difusi”, termasuk 𝐷 sebagai koefisen difusi. Suku kedua, 𝑓(𝑢) 

adalah fungsi smooth 𝑓: 𝑅 → 𝑅 menggambarkan proses yang dapat mengubah 𝑢. Suku 

reaksi tersebut tidak hanya bergantung pada 𝑢, tetapi juga dapat bergantung pada 

turunan pertama dari 𝑢, yaitu ∇𝑢, dan sebagainya. (Grindrod, Peter, 1996) 

Persamaan reaksi-difusi pada pesamaan (2.2) dikatakan persamaan diferensial 

parsial karena terdiri dari dua variabel bebas pada 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) yaitu 𝑥 dan 𝑡, serta 

adanya faktor ∆𝑢 dengan ∆𝑢 = ∑
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑗
2

𝑛
𝑗−1   yang artinya turunan parsial sehingga dapat 

dikatakan sebagai persamaan diferensial parsial. Jika Persamaan (2.2) di misalkan 

dalam bentuk 𝐴𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑡 + 𝐶𝑢𝑡𝑡 + 𝐷𝑢𝑡 + 𝐸𝑢𝑦 + 𝐹𝑢 + 𝐺 = 0 sehingga diperoleh 

= 𝐷 , 𝐵 = 0 dan 𝐶 = 0 dengan 𝐷 ini merupakan koefisien difusi atau konstanta, jadi 

Persamaan (2.2) memenuhi kondisi 𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 0 maka dapat dikatakan persamaan 

diferensial parsial tipe parabolik.  

Contoh 2.18 Misalkan persamaan reaksi-difusi sebagai berikut, 
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𝑢𝑡 = ∆𝑢 + 𝑢 − 𝑢3 (2.3) 

Jadi Persamaan (2.3) dapat dikatakan parabolik jika memenuhi kondisi 𝐵2 − 4𝐴𝐶 =

0 ketika persamaan (2.3) dalam bentuk 𝑢𝑥𝑥 + 𝐵𝑢𝑥𝑡 + 𝐶𝑢𝑡𝑡 + 𝐷𝑢𝑡 + 𝐸𝑢𝑦 + 𝐹𝑢 +

𝐺 = 0, diperoleh 𝐴 = 1 , 𝐵 = 0 dan 𝐶 = 0 maka 𝐵2 − 4𝐴𝐶 = 02 − 4(1)(0) = 0 

sehingga dapat dikatakan Persamaan (2.3) PDP Parabolik dan Persamaan (2.3) 

merupakan nonlinier karena adanya faktor perpangkatan dari 𝑢. 

2.7 Operator Linier 

Definisi 2.19 Suatu operator linear 𝑇 adalah suatu operator sedemikian sehingga, 

1. Domain 𝔇(𝑇) pada 𝑇 adalah ruang vektor dan range ℜ(𝑇) juga adalah 

ruang vektor pada lapangan yang sama yang dituliskan sebagai 

𝑇: 𝔇(𝑇) → ℜ(𝑇) 

2. Untuk setiap 𝒙, 𝒚 ∈ 𝔇(𝑇) dan skalar 𝛼, 

𝑇(𝒙 + 𝒚) = 𝑇𝒙 + 𝑇𝒚 

𝑇(𝛼𝒙) = 𝛼𝑇𝒙. 

(Kreyszig, 1989) 

Penulisan 𝑇(𝑥) dapat dituliskan sebagai 𝑇𝑥. 

Contoh 2.20 Operator identitas 𝐼𝑥: 𝑋 → 𝑋 didefinisikan oleh 𝐼𝑥𝑥 = 𝑥 untuk setiap 

𝑥 ∈ 𝑋. Kita juga menulis sederhana 𝐼 untuk 𝐼𝑥. Jadi 𝐼𝑥 = 𝑥. 

Definisi 2.21 Misalkan 𝑋 dan 𝑌 adalah ruang norm dan 𝑇: 𝔇(𝑇) → 𝑌 adalah suatu 

operator linear, dengan 𝔇(𝑇) ⊂ 𝑋 .Operator 𝑇 dikatakan terbatas jika terdapat 

suatu bilangan real positif 𝑀 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝔇(𝑇), 

(Kreyszig, 1989) 

‖𝑇𝑥‖ ≤ 𝑀‖𝑥‖. 
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Contoh 2.22 Misalkan 𝐶[0,1] adalah ruang bernorma dengan norma yang 

didefinisikan sebagai, 

‖𝑥‖ = max
𝑡∈[0,1]

|𝑥(𝑡)|. 

Operator integral 𝑇: 𝐶[0,1] → 𝐶[0,1] yang didefinisikan oleh 𝑦 = 𝑇𝑥 dengan 

𝑦(𝑡) = ∫ 𝑘(𝑡, 𝜏)
1

0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏, 

dan fungsi 𝑘 diasumsikan kontinu dan interval tutup pada 𝐺 = [0,1] × [0,1]. Maka 

akan ditunjukkan operator 𝑇 adalah operator linier terbatas. 

Karena diketahui fungsi 𝑘 kontinu pada interval tutup 𝐺 maka fungsi 𝑘 terbatas 

atau terdapat bilangan riil positif 𝑘0 sedemikian sehingga |𝑘(𝑡, 𝜏)| ≤ 𝑘0 dan  

‖𝑦‖ = ‖𝑇𝑥‖ = max
𝑡∈[0,1]

|∫ 𝑘(𝑡, 𝜏)
1

0

𝑥(𝜏)𝑑𝜏| 

≤ max
𝑡∈[0,1]

∫ |𝑘(𝑡, 𝜏)|
1

0

|𝑥(𝜏)|𝑑𝜏 

≤ max
𝑡∈[0,1]

∫ 𝑘0

1

0

|𝑥(𝜏)|𝑑𝜏 

= 𝑘0 max
𝑡∈[0,1]

∫ |𝑥(𝜏)|𝑑𝜏
1

0

 

= 𝑘0‖𝑥‖. 

Jadi, terdapat bilangan riil posotif 𝑘0 sedemikian sehingga ‖𝑇𝑥‖ ≤ 𝑘0‖𝑥‖ untuk 

𝑥 ⊂ 𝐶[0,1] sehingga operator 𝑇 adalah operator terbatas. 

2.8 Semigrup 

Definisi 2.23 Misalkan 𝑀 adalah ruang banach. Keluarga dari operator-operator 

linier terbatas {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 yang memetakan 𝑆(𝑡): 𝑀 → 𝑀, 𝑡 ≥ 0 dikatakan semigrup 

jika,  
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1). 𝑆(0) = 𝐼, adalah pemetaan identitas di ruang bernorma 𝑀. 

2). 𝑆(𝑡 + 𝑠) = 𝑆(𝑡)𝑆(𝑠),   ∀𝑡, 𝑠 ≥ 0.  

(Temam Roger, 1997) 

Contoh 2.24 Misalkan 𝑢(𝑡) = 𝑒𝑡, dan 𝑒𝑡 ∈ 𝑀, dimana 𝑀 adalah bernorma dan 

𝑠, 𝑡, 𝑘 ≥ 0. Dan misalkan, 

𝑆(𝑡): 𝑢(𝑠) → 𝑢(𝑡 + 𝑠) 

(i) 𝑆(0)𝑢(𝑠) = 𝑢(0 + 𝑠) = 𝑢(0)𝑢(𝑠) = 𝑒0𝑢(𝑠) = 1𝑢(𝑠) = 𝑢(𝑠), jadi 𝑆(0) 

merupakan pemetaan identitas di ruang bernorma 𝑀, 

(ii) 𝑆(𝑡 + 𝑠)𝑢(𝑘) = 𝑢(𝑡 + 𝑠 + 𝑘) = 𝑆(𝑡)𝑢(𝑠 + 𝑘) = 𝑆(𝑡)(𝑆(𝑠)𝑢(𝑘)) =

𝑆(𝑡)𝑆(𝑠)𝑢(𝑘). 

Jadi menurut Definisi 2.23, himpunan dari operator {𝑆(𝑡)} dari pemetaan 𝑆(𝑡): 𝑀 →

𝑀, disebut semigrup. 

Pada buku Zheng (2004), Persamaan (1.2)-(1.4) telah ditunjukkan  keberadaan 

solusi didefinisikan berikut 

Definisi 2.25 Asumsikan 𝛺 adalah domain terbatas yang smooth di  ℝ𝑛(𝑛 ≥ 3). Untuk 

setiap nilai awal 𝑢0 ∈ 𝐻2(Ω) dan setiap 𝑇 > 0, terdapat solusi unik 𝑢 untuk 

persamaan (1.2)-(1.4) yang memenuhi  

𝑢 ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝐻2(Ω)) ∩ 𝐶1([0, 𝑇], 𝐿2) 

dan didefinisikan operator semigrup {𝑆(𝑡)}𝑡≥0 di , 𝐻2(𝛺) sebagai  

𝑆(𝑡)𝑢0: 𝐻2(𝛺) × ℝ+ → 𝐻2(𝛺).  

(Zheng, Songmu., 2004) 

Telah dibuktikan oleh Zheng (2004) bahwa Persamaan (1.2)-(1.4) memiliki solusi 

global 𝑢 yang tunggal didefinisikan oleh, 

𝑢(𝑡) = 𝑆(𝑡)𝑢0 (2.4) 
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dengan  𝑆(𝑡) semigrup pada 𝐻2. 

2.9 Beberapa Formula dan Ketidaksamaan Lainnya 

Definisi 2.27 (Formula Green). Misalkan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐶2(Ω) sehingga 

∫ 𝐷𝑣
Ω

. 𝐷𝑢 𝑑𝑥 = − ∫ 𝑢∆𝑣
Ω

𝑑𝑥 + ∫
𝜕𝑣

𝜕𝓋𝜕Ω
𝑢 𝑑𝑆. 

 (Evans, 1998) 

Teorema 2.28 (Ketidaksamaan Young). Misalkan 𝜀 > 0, 𝑎, 𝑏 ≥ 0, 𝑝, 𝑞 > 1, dan  

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. Sehingga 

𝑎𝑏 ≤ 𝜀
𝑎𝑝

𝑝
+

1

𝜀
𝑞
𝑝

𝑏𝑞

𝑞
. 

(Cholewa, J. W., & Dlotko, T., 2000) 

Teorema 2.29 (Sobolev Imbedding) Asumsikan bahwa Ω adalah domain terbatas di 

𝐶𝑚. Sehingga kita punya, Jika 𝑚𝑝 < 𝑛, maka 𝑊𝑚,𝑝(Ω) adalah imbedded kontinu di 

𝐿𝑞∗(Ω) dengan 
1

𝑞∗ =
1

𝑝
−

𝑚

𝑛
, 

𝑊𝑚,𝑝(Ω) 

(Zheng, Songmu., 2004) 

Teorema 2.30 (Ketidaksamaan Diferensial Energi) 

𝑑𝐸(𝑡)

𝑑𝑡
+ 𝐶1𝐸(𝑡) ≤ 𝐶2, ∀𝑡 ≥ 0 

dengan solusi umum 

𝐸(𝑡) ≤ 𝐸(0)𝑒−𝐶1𝑡 +
𝐶2

𝐶1
, ∀𝑡 ≥ 0  

(Zheng, Songmu., 2004) 
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Teorema 2.31 (Interior regularity) Misalkan 𝑢 ∈ 𝐻2 adalah weak solution (global 

solution) dari persamaan diferensial parsial yaitu 

∆𝑢 = 𝑓 

sehingga 

‖𝑢‖𝐻2 ≤ 𝐶(‖𝑓‖𝐿2 + ‖𝑢‖𝐿2) 

(Evans, 1998) 

 

  


