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ABSTRAK 

Merokok merupakan kegiatan yang sering ditemui di berbagai lapisan 

masyarakat. Kegiatan ini seakan telah menjadi bagian dari kehidupan 

sehari-hari. Dalam penelitian ini, dideskripsikan model kontrol perilaku 

merokok untuk mempelajari kestabilan dan bentuk strategi kontrol yang 

efektif dalam mengurangi jumlah perokok. Model yang dibangun yaitu 

dalam bentuk  persamaan diferensial dengan penerapan kontrol berupa  

kampanye edukasi dan pemberian obat anti nikotin. Hasil analisa 

menunjukkan bahwa titik kesetimbangan bebas perokok dan adanya 

perokok adalah stabil asimtotik yang diperoleh dari kriteria kestabilan 

Routh-Hurwitz. Sistem diselesaikan dengan menggunakan prinsip 

minimum Pontryagin dan secara ixumeric diselesaikan dengan metode 

forward-backward Sweep. Simulasi ixnumerik dari masalah optimal 

menunjukkan bahwa dengan adanya penerapan kampanye edukasi dan 

pemberian obat anti nikotin maka perilaku merokok lebih cepat berkurang 

dan meningkatkan populasi perokok yang berhenti secara permanen.  

 

Kata Kunci : Model Matematika Perilaku Merokok, Kontrol Optimal, Titik 

Kesetimbangan, Kestabilan, Prinsip Minimum Pontryagin, Metode 

Forward-Backward Sweep. 
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ABSTRACT 

Smoking is an activity that is often found in society. This activity has 

become a part of everyday life. In this research, we describe a smoking 

control model to study the stability and effective control strategies form to 

reduce the smoking population. The model is a differential equation with 

implementation of controls in the form of educational campaign and anti-

nicotine medicine. The result of the analysis showed that the equilibrium 

point of smokers and smoker-free are asymptotically stable as obtained 

from Routh-Hurwitz criteria. The completion of this research uses the 

Pontryagin minimum principle and numerically using the forward-backward 

Sweep method. Numerical simulations of the optimal problem show that 

with the implementation of education campaigns and anti-nicotine 

medicine, the smokers can be decreased more quickly and increasing the 

smoking population who quit permanently.  

 

Keywords : Mathematical Model on Smoking, Optimal Control, 

Equilibrium Point, Stability, Pontryagin Minimum Principle, Forward-

Backward Sweep Method. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Model matematika adalah suatu ekspresi matematika yang 

diturunkan dari suatu fenomena. Ekspresi dapat berupa persamaan, 

sistem persamaan atau ekspresi matematika yang lain seperti fungsi 

maupun relasi. Model matematika digunakan untuk menjelaskan 

karakteristik fenomena yang dimodelkannya secara kualitatif atau 

kuantitatif, yang dibuat dengan melibatkan asumsi – asumsi yang 

didasarkan atas eksperimen atau observasi terhadap fenomena 

sebenarnya (Cahyono, 2013). Salah satu fenomena yang dapat 

dimodelkan secara matematika adalah perilaku merokok. 

Merokok merupakan kegiatan yang sering ditemui diberbagai 

lapisan masyarakat. Kegiatan ini seakan telah menjadi bagian dari 

kehidupan sehari-hari, tidak hanya dewasa, remaja bahkan anak-anak 

baik laki-laki maupun perempuan. Terdapat berbagai bahaya yang 

ditimbulkan oleh rokok, tidak hanya bagi perokok itu sendiri melainkan 

bahaya bagi orang lain disekitarnya (Salawati, 2016). Di dalam sebatang 

rokok terkandung lebih dari 4000 jenis senyawa kimia dengan komponen 

utama nikotin, tar, dan karbonmonoksida. Nikotin merupakan zat yang 

bersifat adiktif atau zat yang dapat membuat seseorang ketagihan dan 

menimbulkan rasa ketergantungan terhadap rokok. Kandungan tar yang 
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bersifat karsinogenik atau penyebab kanker dan karbonmonoksida yang 

mampu menurunkan kadar oksigen dalam darah dapat menjadi penyebab 

timbulnya beberapa risiko kesehatan bagi perokok, diantaranya penyakit 

paru-paru, stroke, gangguan pembuluh darah, gangguan kehamilan dan 

janin (Kemenkes RI, 2018). Merokok merupakan bentuk utama 

penggunaan tembakau. Tembakau menjadi penyebab tunggal kematian 

utama yang dapat dicegah. Konsumsi tembakau merupakan hal yang 

umum karena harga yang relatif terjangkau, pemasaran yang tersebar 

luas dan agresif, kurangnya pengetahuan masyarakat akan bahaya yang 

ditimbulkan, serta inkonsistensi kebijakan publik terhadap penggunaan 

tembakau (Kemenkes RI, 2018). Berdasarkan laporan World Health 

Organization (WHO) per Desember 2019,  lebih dari 8 juta orang 

meninggal setiap tahunnya  karena penggunaan tembakau. Lebih dari 7 

juta kematian tersebut berasal dari penggunaan tembakau secara 

langsung sementara sekitar 1,2 juta disebabkan oleh aktivitas 

penggunaan tembakau (WHO, 2019).  

Indonesia merupakan produsen rokok terbesar di dunia setelah 

China dan menjadi negara pertama dengan produksi rokok tertinggi di 

ASEAN. Pada tahun 2016 pertumbuhan pasar tembakau di ASEAN 

mencapai 548 miliar batang rokok yang terjual, utamanya di Indonesia, 

Filipina, Thailand dan Vietnam (SEATCA, 2018). Berdasarkan data Riset 

Kesehatan Dasar (Riskesdas) 2018, prevalensi perokok usia di atas 15 

tahun mencapai 33,8 persen dan  pada remaja usia 10-18 tahun 
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mengalami peningkatan dari tahun 2013 sebesar 7,2 persen menjadi 9,1 

persen di tahun 2018. Prevalensi perokok laki-laki usia di atas 15 tahun 

masih berada pada angka yang tinggi yaitu 62,9 persen dan menjadi 

prevalensi perokok laki-laki tertinggi di dunia (Kemenkes RI, 2018). 

Sampai saat ini telah banyak penelitian yang menyebutkan 

mengenai jenis penyakit yang ditimbulkan akibat merokok, namun hingga 

saat ini merokok tetap saja menjadi kebiasaan yang tidak bisa 

ditinggalkan oleh banyak orang. Hal ini dipengaruhi oleh beberapa faktor 

diantaranya ingin terlihat lebih dewasa, melihat kebiasaan orang terdekat 

seperti orang tua, saudara dan teman, sebagai pelarian untuk melepas 

penat atau stress dan karena adanya pengaruh iklan. Hal inilah yang 

mengakibatkan jumlah perokok terus bertambah. 

Model matematika merokok pertama kali diperkenalkan oleh 

Garsow dkk pada tahun 1997 (Garsow, C.C., Salivia, G.J & Herrera, A.A., 

1997). Pada model tersebut, populasi terbagi menjadi tiga kelas yaitu 

potential smokers atau orang yang tidak merokok namun memiliki potensi 

untuk menjadi perokok dimasa depan, kemudian kelas perokok dan kelas 

orang yang berhenti merokok. Model tersebut kemudian dikembangkan 

oleh Sharomi & Gumel pada tahun 2008 dengan membagi kelas perokok 

menjadi dua yaitu mild smokers dan chain smokers (Sharomi, O & Gumel., 

A.B., 2008). Zaman menganalisis model berhenti merokok Garsow 

dengan mempertimbangkan kelas occasional smokers dan menyajikan 

perilaku kualitatif pada model (Zaman, G., 2011a).   Zeb, dkk pada tahun 
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2013 menyajikan model berhenti merokok yang baru berdasarkan model 

Zaman dimana interaksi antara potential smokers dan occasional smokers 

adalah akar kuadrat (Zeb, A., Zaman, G & Momani, S., 2013) kemudian 

Din dan rekan-rekannya pada tahun 2016 memodifikasi model Zeb 

dengan menambahkan kompartemen perokok yang menderita penyakit 

(Din, Q., Ozair, M., Hussain, T & Saeed, U., 2016). Guerrero 

menggunakan model matematika untuk menggambarkan karakteristik 

kebiasaan merokok di Spanyol pada tahun 2011 (Guerrero. F.,  Santonja, 

F.J., & Villanueva, R.J., 2011). Pada tahun 2013, Alkhudari, dkk 

mengadopsi dan mengembangkan penelitian Sharomi dan Gumel dengan 

mempertimbangkan efek teman sebaya pada perokok berhenti sementara 

(Alkhudhari, Z.,  Al-Sheikh, S.,  Al-Tuwairqi, S., 2014a), kemudian pada 

penelitian selanjutnya berdasarkan model yang telah diperoleh, mereka  

mengkaji mengenai pengaruh occasional smokers terhadap potential 

smoker (Alkhudhari, Z.,  Al-Sheikh, S.,  Al-Tuwairqi, S., 2014b) dan pada 

tahun 2015 mengkaji mengenai pengaruh heavy smokers terhadap 

potential smokers (Alkhudhari, Z.,  Al-Sheikh, S.,  Al-Tuwairqi, S., 2015). 

Matintu mengembangkan model baru berdasarkan ide yang diberikan oleh 

ketiga penelitian Alkhudhari dan rekannya dengan mempertimbangkan 

efek dari heavy smokers dan occasional smokers terhadap potential 

smokers dan efek dari heavy smokers terhadap perokok berhenti 

sementara (Matintu, S.A., 2017). Pang pada tahun 2015 

mempertimbangkan penyediaan tempat khusus merokok dan peningkatan 



5 
 

harga rokok dalam mengendalikan perokok di China (Pang, L., Zhao, Z., 

Liu, S & Zhang, X., 2015).  

Dalam mengurangi perilaku merokok, beberapa peneliti 

menerapkan kontrol optimal (Alzahrani,E & Zeb,A., 2020; Pang,L., Liu,S., 

Zhang,X & Tian,T.,2019; Sikander,W., Khan,U., Ahmed,N & Mohyud-

Din,S.T.,2017; Verma,V.,2020; Zaman,G.,2011b). Pada tahun 2019, Pang 

dan rekan-rekannya mengkaji mengenai  pengendalian optimal dalam 

mengontrol penggunaan tembakau. Dalam penelitian tersebut 

dideskripsikan model kontrol dengan teori kontrol optimal untuk 

mengurangi jumlah perokok dengan menerapkan dua macam strategi 

yaitu media dan pengobatan berhenti merokok. Populasi perokok dibagi 

dalam enam kompartemen yaitu perokok potensial,  perokok tidak aktif, 

perokok aktif,  perokok yang berhenti sementara, perokok yang berhenti 

secara permanen, dan pasien karena merokok. Selanjutnya, penelitian 

yang ditulis oleh Alzahrani dan Zeb (2020) menjelaskan mengenai strategi 

pencegahan pada model dinamik perilaku merokok dan analisis kontrol 

optimalnya. Pada analisis kontrol optimalnya diberikan dua strategi yaitu 

kampanye edukasi dan obat anti nikotin. Penelitian tersebut membagi 

populasi dalam lima kompartemen yaitu populasi rentan merokok, kelas 

menghirup tembakau atau snuffing class, perokok tidak aktif, perokok aktif, 

dan populasi berhenti merokok.  

Dalam penelitian ini, model yang dikaji oleh Alzahrani dan Zeb 

(2020) dikembangkan dengan membagi kompartemen berhenti merokok 
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menjadi dua kompartemen yaitu perokok yang berhenti sementara dan 

perokok yang berhenti secara permanen seperti yang dimuat pada 

penelitian Pang dkk (2019) dengan tetap memperhatikan kompartemen 

berhenti merokok pada penelitian Alzahrani dan Zeb (2020). Pada 

penelitian ini pula diberikan dua macam strategi dalam mengendalikan 

konsumsi rokok yaitu kampanye edukasi dan obat anti nikotin yang 

dituangkan ke dalam tesis yang berjudul : 

“Analisis Kestabilan dan Kontrol Optimal Model Matematika  

Perilaku Merokok dengan Perokok Berhenti Sementara  

dan Perokok Berhenti Permanen.” 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan sebelumnya 

maka rumusan masalah yang diperoleh adalah sebagai berikut:  

1. Bagaimana mengembangkan model perilaku merokok dengan 

menambahkan kompartemen perokok berhenti sementara dan perokok 

berhenti permanen?  

2. Bagaimana menganalisis kestabilan titik kesetimbangan dari model 

perilaku merokok?  

3. Bagaimana bentuk kontrol optimal dari pengendalian berupa 

kampanye edukasi dan pemberian obat anti nikotin pada model 

perilaku merokok?  
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4. Bagaimana perbandingan simulasi numerik dari model perilaku 

merokok tanpa kontrol dan dengan kontrol?  

 

1.3 Tujuan penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diberikan sebelumnya, 

maka tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Mengembangkan model perilaku merokok dengan menambahkan 

kompartemen perokok berhenti sementara dan perokok berhenti 

permanen. 

2. Menganalisis kestabilan titik kesetimbangan dari model perilaku 

merokok. 

3. Mendapatkan bentuk kontrol optimal dari pengendalian berupa 

kampanye edukasi dan pemberian obat anti nikotin pada model 

perilaku merokok. 

4. Menganalisis perbandingan simulasi numerik dari model perilaku 

merokok tanpa kontrol dan dengan kontrol. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Pada penelitian ini diharapkan memberikan gambaran mengenai 

kontrol optimal pada model perilaku merokok dalam menentukan strategi 

yang optimal melalui kampanye edukasi dan obat anti nikotin. 
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1.5 Batasan Masalah   

Dalam penelitian ini, model matematika perilaku merokok diamati 

pada enam kompartemen, yaitu potential smokers (𝑃), snuffing class (𝑆), 

irregular smokers (𝑋), regular smokers (Y), temporary quitters (𝑄௧) dan 

permanent quitters (𝑄௣). 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Perilaku Merokok 

Merokok telah menjadi sebuah kebiasaaan yang sangat umum dan 

meluas di kalangan masyarakat namun perilaku ini masih sulit untuk 

dihilangkan. Secara umum, merokok adalah tindakan seseorang yang 

menghisap asap tembakau ke dalam mulut dan paru-parunya sendiri 

(Usman, 2014). Di dalam rokok terkandung sebuah zat yang bernama 

nikotin. Zat inilah yang membuat kebiasaan merokok sulit untuk 

ditinggalkan karena menimbulkan kecanduan. 

Rokok yang dikonsumsi menghasilkan asap rokok yang sangat 

berbahaya baik bagi kesehatan perokok sendiri sebagai perokok aktif 

maupun orang lain di sekitarnya yang tidak merokok sebagai perokok 

pasif. Asap rokok yang dihirup oleh perokok pasif memiliki setidaknya 

4000 senyawa kimia. Ironisnya, 75% bahaya dari asap rokok justru 

didapat oleh perokok pasif karena terpapar asap rokok secara langsung 

(Kemkes, 2018). 

Perilaku merokok merupakan masalah penting yang harus diatasi 

karena sangat berpengaruh terhadap kesehatan masyarakat. Pemerintah 

berperan penting dalam mengatasi masalah penggunaan rokok. Salah 

satu upaya yang dilakukan pemerintah dalam mengurangi konsumsi rokok 

dikalangan masyarakat diantaranya adalah dengan melakukan promosi 
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kesehatan. Promosi kesehatan ini berupa penyuluhan tentang bahaya 

merokok sebagai upaya preventif untuk mengurangi kebiasaan merokok. 

 

2.2 Sistem Persamaan Differensial 

Sistem persamaan diferensial adalah kumpulan persamaan 

diferensial yang terhubung satu sama lain dan membentuk sebuah sistem 

persamaan. Misalkan diberikan sebuah vektor 𝒙 = (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡)் ∈ 𝑅௡.  

Jika notasi  𝒙̇ =
𝒅𝒙

ௗ௧
 untuk menyatakan turunan 𝒙 terhadap 𝑡, maka 

diperoleh 

𝒙̇ = ቀ
ௗ௫భ

ௗ௧
,

ௗ௫మ

ௗ௧
,

ௗ௫య

ௗ௧
, … ,

ௗ௫೙

ௗ௧
ቁ

்
 . (2.1) 

Misalkan diberikan sistem autonomous  𝒙̇ = 𝒇(𝒙),  yaitu sistem 

persamaan diferensial dengan variabel bebas yang dinyatakan secara 

implisit bergantung pada 𝑡 dengan 𝒙 ∈ ℝ௡, maka sistem  𝒙̇ = 𝒇(𝒙),   dapat 

ditulis sebagai 

ௗ௫భ

ௗ௧
= 𝑓ଵ(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡), 

ௗ௫మ

ௗ௧
= 𝑓ଶ(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡), 

⋮ 

ௗ௫೙

ௗ௧
= 𝑓௡(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡).  

 
2.3  Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan atau biasa disebut solusi kesetimbangan 

merupakan suatu keadaan dari sistem yang tidak berubah terhadap 
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waktu. Suatu titik 𝒙∗ ∈ ℝ௡dikatakan titik kesetimbangan dari 𝒙̇ = 𝒇(𝒙), 

𝒙 ∈ ℝ௡ sedemikian sehingga 𝑓(𝑥∗) = 0, dengan (Wiggins, 1990) 

𝒇(𝒙) = ൮

𝑓ଵ(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡)
𝑓ଶ(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡)

⋮
𝑓௡(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡)

൲ , 

atau dengan kata lain, jika 𝒙∗ = {𝑥ଵ
∗, 𝑥ଶ

∗, … , 𝑥௡
∗ } merupakan titik 

kesetimbangan dari 𝒙̇ = 𝒇(𝒙), maka  

𝑓௜(𝑥ଵ
∗, 𝑥ଶ

∗, … , 𝑥௡
∗ ) = 0,    ∀𝑖 = 1,2, … . 𝑛.  

 
2.4 Linearisasi dan Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Linearisasi sistem di sekitar titik kesetimbangan dilakukan untuk 

menganalisis kestabilan sistem persamaan diferensial nonlinear. 

Linearisasi dilakukan untuk melihat perilaku sistem di sekitar titik 

kesetimbangan.  

Definisi 1 (Hale & Kocak , 1991). Jika 𝑥∗ merupakan  titik kesetimbangan 

dari 𝒙̇ = 𝒇(𝒙), maka persamaan diferensial linear  

𝒙̇ = 𝑱(𝒙∗)𝒙 (2.2) 

disebut persamaan linearisasi dari vector field 𝒇 pada titik kesetimbangan 

𝒙∗ dimana 𝒇 = 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, ⋯ , 𝑓௡ dan  

𝐽(𝒙∗) =

⎝

⎜
⎜
⎜
⎛

డ௙భ(௫∗)

డ௫భ

డ௙భ(௫∗)

డ௫మ
⋯

డ௙భ(௫∗)

డ௫೙

డ௙మ(௫∗)

డ௫భ

డ௙మ(௫∗)

డ௫మ
⋯

డ௙మ(௫∗)

డ௫೙

⋮ ⋮ ⋯ ⋮
డ௙೙(௫∗)

డ௫భ

డ௙೙(௫∗)

డ௫మ
⋯

డ௙೙(௫∗)

డ௫೙ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎞

, 

𝐽(𝒙∗) disebut sebagai matriks Jacobi dari 𝒇 di titik 𝒙∗.  
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Kestabilan titik kesetimbangan 𝒙∗ dapat ditentukan dengan 

memperhatikan nilai eigen yaitu 𝜆 yang merupakan solusi dari persamaan 

karakteristik  

det(𝐽 − 𝜆𝐼) = 0, (2.3) 

dengan 𝐼 adalah suatu matriks identitas. Dalam Tabel 2.1 diberikan 

beberapa jenis sifat kestabilan yang dikategorikan berdasarkan jenis nilai 

eigen yang diperoleh dari Persamaan (2.3).  

Tabel 2.1 Kestabilan dari sitem linear 𝒙̇ = 𝒇(𝒙) dengan det(𝐽 − 𝜆𝐼) = 0 

No. Nilai Eigen Sifat Kestabilan 

1. 0 ji   Tidak Stabil 

2. 0 ji   Stabil Asimtotik 

3. ji   0  Tidak Stabil 

4. 0 ji   Tidak Stabil 

5. 0 ji   Stabil Asimtotik 

6. icrji  ,  0r , Tidak Stabil 

7. icrji  ,  0r , Stabil Asimtotik 

8. icic ji   ,  Stabil 

  Sumber : Boyce dan DiPrima (2012) 

 
 
2.5 Kriteria Routh-Hurwitz 

Uji kestabilan Routh-Hurwitz digunakan untuk menunjukkan 

kestabilan sistem dengan memperhatikan koefisien dari persamaan 

karakteristik tanpa menghitung akar-akar dari persamaan karakteristik 

secara langsung. Tinjau sistem linier  
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ௗ𝒙

ௗ௧
= 𝑨𝑥. (2.4) 

Dengan 𝐴 adalah matriks 𝑛 × 𝑛 yang diperoleh dari linearisasi sistem di 

sekitar titik kesetimbangan yang disebut matriks Jacobi di titik 

kesetimbangan dan 𝑥 adalah vektor yang berukuran 𝑛 × 1. Persamaan 

karakteristik dari Sistem (2.4) yaitu: 

|𝐴 − 𝜆𝐼| = 0, 

dimana 𝐼 adalah matriks identitas. Nilai eigen dari matriks 𝐴 adalah akar-

akar dari polinomial karakteristik berikut: 

𝑃(𝜆) = 𝜆௡ + 𝑎ଵ𝜆௡ିଵ + 𝑎ଶ𝜆௡ିଶ + ⋯ + 𝑎௡ = 0, (2.5) 

dengan 𝑎௜ , 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 adalah konstanta real. Diasumsikan 𝑎௡ ≠ 0 

karena jika tidak maka 𝜆 = 0 adalah solusi. Persamaan tersebut 

mempunyai 𝑛 buah akar-akar 𝜆ଵ, 𝜆ଶ, … , 𝜆௡ yang dapat bernilai real atau 

mungkin bernilai kompleks yang memenuhi 𝑃(𝜆) = 0. Adapun syarat perlu 

dan syarat cukup agar 𝑃(𝜆) mempunyai nilai eigen dengan bagian real 

yang negatif adalah (Murray, 2002) 

𝐷ଵ = 𝑎ଵ > 0,  𝐷ଶ = ቤ
𝑎ଵ 𝑎ଷ

1 𝑎ଶ

ቤ > 0, 𝐷ଷ = ተ

𝑎ଵ 𝑎ଷ 𝑎ହ

1 𝑎ଶ 𝑎ସ

0 𝑎ଵ 𝑎ଷ

ተ > 0 

𝐷௞ =

ተ

ተ

ተ

𝑎ଵ 𝑎ଷ . . .

1 𝑎ଶ 𝑎ସ . .

0 𝑎ଵ 𝑎ଷ . .

0 1 𝑎ଶ . .

. . . . .

0 0 . . 𝑎௞

ተ

ተ

ተ

> 0, 𝑘 = 1,2,3, ⋯ , 𝑛 dan 𝑎௡ > 0. 
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Contoh diberikan persamaan kubik 

𝜆ଷ + 𝑎ଵ𝜆ଶ + 𝑎ଶ𝜆 + 𝑎ଷ = 0. 

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz, akar-akar persamaan kubik tersebut 

mempunyai bagian real negatif jika dan hanya jika  

𝐷ଵ = 𝑎ଵ > 0,  𝐷ଶ = ቤ
𝑎ଵ 𝑎ଷ

1 𝑎ଶ

ቤ > 0, 𝐷ଷ = ተ

𝑎ଵ 𝑎ଷ 0

1 𝑎ଶ 0

0 𝑎ଵ 𝑎ଷ

ተ > 0, 

dengan demikian diperoleh kondisi berikut : 

𝑎ଵ > 0, 𝑎ଷ > 0 dan 𝑎ଵ𝑎ଶ − 𝑎ଷ > 0. 

 
 

2.6 Masalah Kontrol Optimal dan Syarat Perlu Keoptimalannya 

Masalah kontrol optimal adalah memilih fungsi kontrol 𝑢(𝑡) yang 

membawa sistem dari state awal 𝒙(𝑡଴) pada waktu 𝑡଴ ke state akhir 𝒙(𝑡௙)  

pada waktu akhir 𝑡௙, sedemikian sehingga memberikan nilai maksimum 

atau minimum untuk suatu fungsi objektif (fungsi tujuan).  

State yang bergantung pada fungsi kontrol dinyatakan dalam 

bentuk persamaan diferensial 

𝒙̇(𝑡) = 𝒈൫𝑡, 𝒙(𝑡), 𝑢(𝑡)൯,  (2.6) 

dengan nilai awal 𝒙(𝑡଴) = 𝒙଴. Sistem tersebut bergantung pada fungsi 

𝑢(𝑡) yang merupakan fungsi kontrol dari Sistem (2.6). Jika nilai 𝑢(𝑡) 

berubah maka solusi dari Sistem (2.6) juga akan berubah. Masalah kontrol 

yang paling dasar adalah mencari fungsi kontrol 𝑢(𝑡) dan solusi sistem 
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yang bersesuaian dengan (2.6) sehingga fungsi tujuan berikut dapat 

tercapai, yaitu  

𝑚𝑖𝑛
𝑢

න 𝒇൫𝑡, 𝒙(𝑡), 𝑢(𝑡)൯

௧೑

௧బ

𝑑𝑡,  (2.7) 

dengan kendala 𝒙̇(𝑡) = 𝒈൫𝑡, 𝒙(𝑡), 𝑢(𝑡)൯. 

Teknik prinsip untuk masalah kontrol optimal adalah menyelesaikan 

serangkaian syarat perlu yang harus dipenuhi oleh kontrol yang optimal 

dan state yang terkait. Syarat perlu yang diperoleh dikembangkan oleh 

Pontryagin dan rekan kerjanya. Pontryagin memperkenalkan gagasan 

fungsi adjoint untuk menambahkan persamaan diferensial ke fungsi 

objektif. Misalkan fungsi tujuan dalam Persamaan (2.7) dituliskan sebagai 

berikut :  

𝐽(𝑢) = ∫ 𝒇൫𝑡, 𝒙(𝑡), 𝑢(𝑡)൯𝑑𝑡
௧೑

௧బ
,  (2.8) 

dengan 𝒙 merupakan variabel state. Diasumsikan bahwa kontrol optimal 

dari masalah optimal (2.7) ada, yaitu 𝑢∗ dengan 𝒙∗ adalah variabel state 

optimal yang memenuhi Persamaan (2.6). Misalkan 𝐽(𝑢∗) ≤ 𝐽(𝑢) < ∞ 

untuk semua kontrol 𝑢. Misalkan pula terdapat fungsi variasi kontinu ℎ(𝑡) 

dan R  sedemikian sehingga  

𝑣(𝑡) = 𝑢∗(𝑡) + 𝜀ℎ(𝑡),  (2.9) 

dengan 𝑣(𝑡) merupakan fungsi kontrol yang lain, 𝜀 adalah jarak untuk 

ൣ𝑡଴, 𝑡௙൧ dan ℎ adalah step size dari Persamaan (2.9). Misalkan 

𝒚 merupakan variabel state yang bersesuaian dengan 𝑣 yang memenuhi, 
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ௗ

ௗ௧
𝒚(𝑡) = 𝒚̇(𝑡) = 𝒈൫𝑡, 𝒚(𝑡), 𝑣(𝑡)൯,  (2.10) 

di mana 𝑣(𝑡) adalah kontinu dan dengan lintasan state berawal dari posisi 

yang sama, dipilih 𝒚(𝑡଴) = 𝒙଴. 

Fungsi tujuan dalam Persamaan (2.8) yang dievaluasi di 𝑣 adalah  

𝐽(𝑣) = ∫ 𝑓൫𝑡, 𝒚(𝑡), 𝑣(𝑡)൯𝑑𝑡
௧೑

௧బ
. (2.11) 

Kemudian didefinisikan 𝝀(𝑡) yang merupakan fungsi adjoint yang akan 

ditentukan. Fungsi tersebut merupakan fungsi yang terturunkan dalam 

interval  ൣ𝑡଴, 𝑡௙൧. Dengan menggunakan teorema dasar kalkulus diperoleh,   

∫
ௗ

ௗ௧
൫𝝀்(𝑡)𝒚(𝑡)൯𝑑𝑡 =

௧೑

௧బ
𝝀்൫𝑡௙൯𝒚൫𝑡௙൯ − 𝝀்(𝑡଴)𝒚(𝑡଴), 

atau 

∫
ௗ

ௗ௧
൫𝝀்(𝑡)𝒚(𝑡)൯𝑑𝑡 + ቀ𝝀்(𝑡଴)𝒚(𝑡଴) − 𝝀்൫𝑡௙൯𝒚൫𝑡௙൯ቁ = 0

௧೑

௧బ
. (2.12) 

Jika bentuk yang bernilai nol tersebut dijumlahkan ke dalam fungsi 𝐽(𝑣) 

diperoleh 

𝐽(𝑣) = න ൭𝑓൫𝑡, 𝒚(𝑡), 𝑣(𝑡)൯ +
𝑑

𝑑𝑡
൫𝝀்(𝑡)𝒚(𝑡)൯൱ 𝑑𝑡

௧೑

௧బ

+ ቀ𝝀்(𝑡଴)𝒚(𝑡଴) − 𝝀்൫𝑡௙൯𝒚൫𝑡௙൯ቁ 

=∫ ൫𝑓൫𝑡, 𝒚(𝑡), 𝑣(𝑡)൯ + 𝝀்̇(𝑡)𝒚(𝑡) + 𝝀்(𝑡)𝒈(𝑡, 𝒚(𝑡), 𝑣(𝑡)൯𝑑𝑡
௧೑

௧బ
+ ቀ𝝀்(𝑡଴)𝒚(𝑡଴) −  𝝀்൫𝑡௙൯𝒚൫𝑡௙൯ቁ, 

dengan 𝒈൫𝑡, 𝒚(𝑡), 𝑣(𝑡)൯ = 𝒚̇(𝑡). Karena nilai minimum dari 𝐽  terhadap 

kontrol 𝑢 terjadi pada 𝑢∗, saat turunan dari 𝐽(𝑣) terhadap 𝜀 (dalam arah ℎ) 

adalah nol, yaitu  

 ௗ ௃(௩)

ௗఌ
ቚ

ఌୀ଴
= limఌ→଴

௃(௩)ି௃(௨∗)

ఌ
= 0. 
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Dengan menggunakan teorema Lebesgue Dominated 

Convergence, bentuk limit (begitu pula dengan turunan) dapat 

dipindahkan ke dalam bentuk integral, sehingga diperoleh turunan dari 

𝐽(𝑣) terhadap 𝜀, yaitu  

 ௗ ௃(௩)

ௗఌ
ቚ

ఌୀ଴
= ∫   డ

డఌ
ቀ𝑓൫𝑡, 𝒚(𝑡), 𝑣(𝑡)൯ + 𝝀்̇(𝑡)𝒚(𝑡) + 𝝀்(𝑡)𝒈൫𝑡, 𝒚(𝑡), 𝑣(𝑡)൯ቁ 𝑑𝑡ቚ

ఌୀ଴

௧೑

௧బ
+ 

డ

డఌ
 𝝀்(𝑡଴)𝒚(𝑡଴)|ఌୀ଴ −

డ

డఌ
 𝝀்൫𝑡௙൯𝒚൫𝑡௙൯ห

ఌୀ଴
= 0. 

Dengan menerapkan aturan rantai terhadap fungsi 𝑓dan 𝑔 diperoleh  

∫  ൬𝑓𝒙
డ𝒚

డఌ
+ 𝑓௨

డ௩

డఌ
+ 𝝀்̇(𝑡)

డ𝒚

డఌ
+ 𝝀்(𝑡) ቀ𝒈௫

డ𝒚

డఌ
+ 𝒈௨

డ௩

డఌ
ቁ൰ቚ

ఌୀ଴
𝑑𝑡

௧೑

௧బ
−  𝝀்൫𝑡௙൯

డ𝒚

డఌ
൫𝑡௙൯ቚ

ఌୀ଴
= 0, 

 (2.13)  

dengan 𝑓௫ ,  𝑓௨, 𝑔௫ dan 𝑔௨ bergantung pada𝑡, 𝒙∗(𝑡) dan 𝑢∗(𝑡). Jika 

Persamaan (2.13) disederhanakan maka diperoleh : 

න

⎝

⎛ ቀ𝑓𝒙 + 𝝀்(𝑡)𝒈𝒙 + 𝝀்̇(𝑡)ቁᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
∗

𝑑𝒚

𝑑𝜀
(𝑡)ቮ

ఌୀ଴

+ (𝑓௨ + 𝝀்(𝑡)𝒈௨)ℎ(𝑡)

⎠

⎞ 𝑑𝑡 −

௧೑

௧బ

 𝝀்൫𝑡௙൯
𝜕𝒚

𝜕𝜀
൫𝑡௙൯ฬ

ఌୀ଴ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ
∗∗

= 0. 

 (2.14) 

Agar bentuk (*) dan (**) dalam Persamaan (2.14) bernilai nol maka dipilih 

fungsi adjoint 𝝀(𝑡) yang memenuhi persamaan : 

𝝀̇(𝑡) = − ቀ𝑓௫൫𝑡, 𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)൯ + 𝝀்(𝑡)𝒈𝒙൫𝑡, 𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)൯ቁ ,  (2.15) 

dan syarat batas 𝝀൫𝑡௙൯ = 𝟎. Syarat batas ini dikenal sebagai syarat 

transversalitas. Persamaan (2.14) tereduksi menjadi  

න ℎ(𝑡)𝑑𝑡

௧೑

௧బ

= 0. 
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Selanjutnya, karena Persamaan (2.14) berlaku untuk sembarang fungsi 

variasi ℎ(𝑡)yang kontinu, maka dipilih fungsi 

ℎ(𝑡) = 𝑓௨൫𝑡, 𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)൯ + 𝝀்(𝑡)𝒈௨൫𝑡, 𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)൯, 

akibatnya Persamaan (2.14) menjadi  

න ቀ𝑓௨൫𝑡, 𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)൯ + 𝝀்(𝑡)𝒈௨൫𝑡, 𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)൯ቁ
ଶ

𝑑𝑡 = 0

௧೑

௧బ

. 

Berdasarkan persamaan tersebut diperoleh fungsi yang memenuhi kondisi 

yang optimal, yaitu  

𝑓௨൫𝑡, 𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)൯ + 𝝀்(𝑡)𝒈𝒖൫𝑡, 𝒙∗(𝑡), 𝑢∗(𝑡)൯ = 0,   ∀ 𝑡଴ ≤ 𝑡 ≤ 𝑡௙. (2.16) 

Jadi Persamaan (2.15) dan (2.16) yang diperoleh tersebut merupakan 

syarat perlu keoptimalan fungsi tujuan (2.7) (Lenhart dan Workman, 2007).  

Dalam praktiknya, syarat perlu di atas dapat dihasilkan dari 

Hamiltonian 𝐻, yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝐻(𝑡, 𝒙, 𝑢, 𝝀) = 𝑓(𝑡, 𝒙, 𝑢) + 𝝀்𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢), 

akan memaksimumkan atau meminimumkan 𝐻 pada saat 𝑢 di 𝑢∗ dan 

kondisi diatas dapat ditulis dalam Persamaan Hamilton: 

డு

డ௨
= 0 di 𝑢∗ → 𝑓௨ + 𝝀𝒈௨ = 0 (kondisi optimal/syarat stasioner) 

𝝀̇ = −
డு

డ𝒙
→ 𝝀̇ = −(𝑓𝒙 + 𝝀𝒈𝒙) (persamaan adjoint) 

𝝀൫𝑡௙൯ = 0    (syarat transversalitas) 

dengan diberikan persamaan state yaitu: 

𝒙̇ =
డு

డ𝝀
= 𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢),              𝑥(𝑡଴) = 𝑥଴. 
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2.7 Prinsip Minimum Pontryagin  

Misalkan diberikan masalah kontrol optimal sebagai berikut : 

min 𝐽 =
𝑚𝑖𝑛

𝑢
∫ 𝑓൫𝑡, 𝒙(𝑡), 𝑢(𝑡)൯

௧೑

௧బ
𝑑𝑡,   (2.17) 

dengan kendala 

𝒙̇ = 𝒈൫𝑡, 𝒙(𝑡), 𝑢(𝑡)൯ . (2.18) 

Fungsi 𝐽 disebut fungsi tujuan dan kontrol  𝑢(𝑡) ∈ 𝑈, dengan 𝑈 merupakan 

himpunan dari semua fungsi kontrol 𝑢(𝑡) yang diperkenankan. 

Diasumsikan bahwa 𝑢(𝑡) merupakan fungsi terhadap waktu sehingga 

 𝑓(𝑡, 𝒙, 𝑢) dan 𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢) juga merupakan fungsi terhadap waktu yang 

terdefinisi dalam interval ൣ𝑡଴, 𝑡௙൧. Dalam sistem kontrol optimal, tujuan 

pengontrolan adalah untuk mengoptimalkan fungsi objektif (2.17). 

Masalah kontrol optimal adalah mencari 𝑢∗(𝑡)  yang menggerakkan 

Sistem (2.18) ke trajektori 𝒙∗(𝑡) sedemikian sehingga fungsi objektif pada 

Persamaan (2.17) mencapai nilai yang optimal.  

Pencarian fungsi kontrol 𝑢∗(𝑡) yang mengoptimalkan 𝐽  pada 

prinsipnya menggunakan metode pengali Lagrange. Sistem (2.18) 

menyatakan suatu fungsi kendala yang bergantung pada 𝑡 ∈ ൣ𝑡଴, 𝑡௙൧, 

sehingga diperlukan pengali Lagrange pada masing-masing waktu 

tersebut karena setiap kendala mempunyai satu pengali Lagrange. 

Misalkan pengali Lagrange disimbolkan dengan 𝝀(𝑡) ∈ 𝑅௡ maka bentuk 

perluasan dari 𝐽 yang menyertakan kendala (2.18) dapat dituliskan 

sebagai berikut : 
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𝐽௔ = ∫ ቀ𝑓(𝑡, 𝒙, 𝑢) + 𝝀்(𝑡)൫𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢) − 𝒙̇(𝑡)൯ቁ
௧೑

௧బ
𝑑𝑡 .  (2.19) 

Misalkan didefinisikan fungsi Hamiltonian sebagai berikut : 

𝐻(𝑡, 𝒙, 𝑢, 𝝀) = 𝑓(𝑡, 𝒙, 𝑢) + 𝝀𝑻(𝑡)𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢),    (2.20) 

dengan menggunakan fungsi Hamilton tersebut, Persamaan (2.19) dapat 

dituliskan sebagai berikut : 

𝐽௔ = ∫ ൫𝐻(𝑡, 𝒙, 𝑢, 𝝀) − 𝝀்(𝑡)𝒙̇(𝑡)൯
௧೑

௧బ
𝑑𝑡.   (2.21) 

Secara ringkas, prinsip minimum Pontryagin dapat dituliskan sebagai 

berikut: 

Model Sistem   𝒙̇ = 𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢), 𝒙(𝑡଴) = 𝒙଴. 

Fungsional Objektif 𝐽 = ∫ 𝑓൫𝑡, 𝒙(𝑡), 𝑢(𝑡)൯
௧೑

௧బ
𝑑𝑡. 

Fungsi Hamiltonian 𝐻(𝑡, 𝒙, 𝑢, 𝝀) = 𝑓(𝑡, 𝒙, 𝑢) + 𝝀்𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢). 

Pengontrol Optimum, 

 Persamaan state 𝒙̇ =
డு

డ𝝀
= 𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢), (2.22) 

 Persamaan costate 𝝀̇ = −
డு

డ𝒙
, (2.23) 

 Syarat Stationer  
డு

డ௨
= 0, ∀𝑢 ∈ 𝑈, (2.24) 

 Syarat Transversalitas  𝝀൫𝑡௙൯ = 𝟎. (2.25) 

  

Contoh 2.1 (Lenhart & Workman, 2007)  

Misalkan diberikan suatu fungsi tujuan : 

min න 𝑢(𝑡)ଶ
ଵ

଴

𝑑𝑡, 

terhadap fungsi kendala 𝑥̇(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡) dengan syarat awal 𝑥(0) = 1.  
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Fungsi Hamiltonian dari masalah kontrol optimal tersebut didefinisikan 

sebagai berikut: 

𝐻 = 𝑢ଶ + 𝜆(𝑥 + 𝑢). 

dengan syarat keoptimalan  

𝜕𝐻

𝜕𝑢
= 2𝑢 + 𝜆 = 0 ⇒ 𝑢∗ = −

1

2
𝜆. 

Persamaan costate 

𝜆̇ = −
𝜕𝐻

𝜕𝑥
= −𝜆 ⇒ 𝜆(𝑡) = 𝑐𝑒௧ , 

dengan 𝑐 merupakan sebuah konstanta.  

Dari syarat transversality yaitu 𝜆(1) = 0, diperoleh  

𝑐𝑒ିଵ = 0  atau 𝑐 = 0. 

Akibatnya 𝜆 = 0, sehingga diperoleh 𝑢∗ = −
ଵ

ଶ
𝜆 = 0. 

Selanjutnya, untuk persamaan state dan syarat awalnya  yaitu 

𝑥̇ = 𝑥 dengan 𝑥(0) = 1. 

Dengan menyelesaikan kedua ruas, diperoleh 

1

𝑥
𝑑𝑥 = 𝑑𝑡, 

න
1

𝑥
𝑑𝑥 = න 𝑑𝑡, 

𝑥 = 𝑐𝑒௧.     

Karena 𝑥(0) = 1 maka diperoleh  

𝑐𝑒଴ = 1 atau 𝑐 = 1.                 

Jadi diperoleh 𝑢 dan 𝑥 yang optimal,  yaitu 

𝑢∗ = 0 dan  𝑥∗ = 𝑒௧. 

 

2.8 Metode Forward-Backward Sweep 

Tinjau masalah optimasi yang diberikan pada Persamaan (2.17) 

terhadap kendala pada Persamaan (2.18). Dengan menggunakan prinsip 
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minimum Pontryagin, masalah optimasi yang berkendala tersebut dapat 

diubah menjadi masalah optimasi tanpa kendala yaitu 

min
(𝒙,௨,𝝀)

𝐻(𝑡, 𝒙, 𝑢, 𝝀) = min
(𝒙,௨,𝝀)

𝑓(𝑡, 𝒙, 𝑢) + 𝝀𝑻(𝑡)𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢),  

dengan syarat keoptimalan 

𝒙̇ =
డு

డ𝝀
= 𝒈(𝑡, 𝒙, 𝑢),   𝒙(𝑡଴) = 𝒙଴,  

𝝀̇ = −
డு

డ𝒙
,    𝝀൫𝑡௙൯ = 𝟎,   (2.26) 

డு

డ௨
= 0, ∀𝑢 ∈ 𝑈. 

Masalah optimasi tersebut dapat diselesaikan secara numerik 

menggunakan berbagai metode optimasi. Salah satunya menggunakan 

metode Forward-Backward Sweep. Metode ini merupakan metode iteratif 

yang akan digunakan untuk mengaproksimasi solusi optimal 𝑢∗ 

menggunakan tebakan awal yang diberikan untuk 𝑢 di awal iterasi. Pada 

metode ini, interval waktu ൣ𝑡଴, 𝑡௙൧ dibagi menjadi beberapa bagian, 

yaitu 𝑡଴ = 𝑏ଵ, 𝑏ଶ, … , 𝑏ே, 𝑏ேାଵ = 𝑡௙ dan kontrol 𝑢 = (𝑢ଵ, 𝑢ଶ, … , 𝑢ேାଵ), 

dimana 𝑢௜ ≈ 𝑢(𝑏௜). Pada syarat keoptimalan, dua syarat keoptimalan yang 

pertama memberikan suatu masalah nilai batas untuk 𝒙 dan 𝝀 yang 

bergantung pada 𝑢. Ada banyak metode yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan masalah nilai batas untuk 𝒙 dan 𝝀 tersebut.  

Metode Forward Runge Kutta orde 4 digunakan untuk 

mendapatkan solusi 𝒙(𝑡). Pada metode ini, diberikan kondisi awal yaitu 

pada Persamaan (2.22), kemudian diberikan step size yaitu ℎ dan 
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Persamaan (2.16) akan diselesaikan. Pendekatannya melalui 𝑥(𝑡 + ℎ) dan 

𝑥(𝑡), sehingga bentuk umum dari metode ini yaitu : 

𝑥(𝑡 + ℎ) = 𝑥(𝑡) +
௛

଺
(𝑘ଵ + 2𝑘ଶ + 2𝑘ଷ + 𝑘ସ),   (2.27) 

dengan  

𝑘ଵ = 𝑓൫𝑡, 𝑥(𝑡)൯, 

𝑘ଶ = 𝑓 ቀ𝑡 +
௛

ଶ
, 𝑥(𝑡) +

௛

ଶ
𝑘ଵቁ, 

𝑘ଷ = 𝑓 ቀ𝑡 +
௛

ଶ
, 𝑥(𝑡) +

௛

ଶ
𝑘ଶቁ, (2.28) 

𝑘ସ = 𝑓(𝑡 + ℎ, 𝑥(𝑡) + ℎ𝑘ଷ). 

Sedangkan metode Backward Runge Kutta orde 4 diberikan kondisi akhir 

yaitu pada Persamaan (2.23). Kemudian diberikan step size yaitu ℎ dan 

Persamaan (2.16) akan diselesaikan, pendekatannya melalui 𝜆(𝑡 − ℎ)dan 

𝜆(𝑡) sehingga bentuk umum dari metode ini yaitu : 

𝜆(𝑡 − ℎ) = 𝜆(𝑡) −
௛

଺
(𝑘ଵ + 2𝑘ଶ + 2𝑘ଷ + 𝑘ସ),  (2.29) 

dengan  

𝑘ଵ = 𝑓൫𝑡, 𝜆(𝑡)൯,  

𝑘ଶ = 𝑓 ቀ𝑡 −
௛

ଶ
, 𝜆(𝑡) −

௛

ଶ
𝑘ଵቁ,  

𝑘ଷ = 𝑓 ቀ𝑡 −
௛

ଶ
, 𝜆(𝑡) −

௛

ଶ
𝑘ଶቁ,  (2.30) 

𝑘ସ = 𝑓(𝑡 − ℎ, 𝜆(𝑡) − ℎ𝑘ଷ).  

Sedangkan nilai 𝑢 diperbaharui setiap iterasi menggunakan kombinasi 

konveks antara nilai 𝑢 yang lama dengan nilai 𝑢 yang baru yaitu  

𝑢 =
(𝑢௔௪௔௟ + 𝑢௕௔௥௨)

2
, 
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dengan 𝑢௕௔௥௨ diperoleh dari syarat keoptimalan 
డு

డ௨
= 0. Bentuk uji 

konvergensi dapat dituliskan sebagai berikut : 

‖𝑢 − 𝑢௟௔௠௔‖

‖𝑢‖
≤ 𝛿 

atau 𝛿‖𝑢‖ − ‖𝑢 − 𝑢௟௔௠௔‖ ≥ 0, dengan 𝛿 merupakan besar toleransi yang 

diperkenankan (Lenhart & Workman, 2007). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


