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ABSTRAK 
 

IMAN AL FAJRI. Penyelesaian Persamaan Diferensial Menggunakan 

Metode Runge-Kutta Orde Keenam dengan Algoritma Paralel (dibimbing 

oleh Hendra dan Jeffry Kusuma) 

Penelitian tentang paralelisasi terus mengalami perkembangan saat ini, 

termasuk dalam perhitungan numerik. Pada tulisan ini akan dibahas 

penyelesaian persamaan diferensial menggunakan metode Runge-Kutta 

orde keenam dengan algoritma paralel. Makalah ini menyajikan 

penurunan dari metode Runge-Kutta orde keenam yang cocok untuk 

implementasi secara paralel. Pengembangan model paralel didasarkan 

pada struktur ketersebaran Runge-Kutta Tipe kedua yang dibagi ke dalam 

dua prosesor sehingga diperoleh versi semi implisit yang diselesaikan 

melalui enam tahapan. Implementasi simulasi paralelisasi menggunakan 

modul Ray pada bahasa pemrograman Python dengan memberi delay 

0.01 detik untuk setiap tahapan yang diselesaikan. Hasil perhitungan 

dengan model paralel kemudian akan dibandingkan dengan model 

sekuensial dari sisi akurasi dan waktu eksekusi. Pehitungan numerik 

menunjukkan bahwa metode paralel lebih mendekati solusi analitik, 

artinya akurasinya lebih baik. Ditinjau dari sisi waktu eksekusi, metode 

paralel juga memiliki keunggulan dibandingkan dengan metode 

sekuensial, yaitu lebih cepat. 

Kata kunci : Metode Runge-Kutta Orde Keenam, Algoritma Paralel, 

Algoritma Sekuensial 
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ABSTRACT 
 

IMAN AL FAJRI. Solving Differential Equation Using The Sixth Order 

Runge-Kutta Method with Parallel Algorithm (mentored by Hendra and 

Jeffry Kusuma) 

The research on parallelization continues to experience developments at 
this time, including in numerical calculations. This paper will describe the 
solution of differential equations using the sixth order Runge-Kutta method 
with a parallel algorithm. This paper presents a derivation of the sixth order 
Runge-Kutta method which is suitable for parallel implementation. The 
development of the parallel model is based on the second type Runge-
Kutta sparsity structure which is divided into two processors so that a 
semi-implicit version is obtained which is completed in six stages. The 
parallelization simulation implementation uses the Ray module in the 
Python programming language by giving a delay of 0.01 seconds for each 
solved stage. The results of calculations with the parallel model will then 
be compared with the sequential model in terms of accuracy and 
execution time. The numeric calculation results show that the parallel 
method means an analytic solution, the accuracy is better. In terms of 
execution time, the parallel method also has an advantage over the 
sequential method, which is faster.  

Keywords : sixth order Runge-Kutta method, parallel algorithm, sequential 

algorithm 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

I.1  Latar Belakang 

Perkembangan penggunaan algoritma paralel saat ini semakin 

pesat. Hal ini berguna dalam menyelesaikan masalah-masalah yang 

kompleks dengan dukungan sumber daya yang banyak. Kecepatan 

eksekusi suatu proses menjadi perhatian yang besar sehingga algoritma 

sekuensial mulai dianggap kurang efektif.  

Algoritma paralel adalah algoritma untuk menyelesaikan masalah 

numerik. Masalah numerik merupakan salah satu masalah yang 

memerlukan kecepatan komputasi yang sangat tinggi. Dalam ilmu 

komputer, sebuah algoritma paralel atau algoritma bersamaan, sebagai 

lawan sekuensial, merupakan algoritma yang dapat dieksekusi sepotong 

pada suatu waktu dan pada banyak perangkat pengolahan yang berbeda, 

kemudian digabungkan bersama-sama lagi sehingga didapatkan hasil 

yang benar.  

Ada tingkatan paralelisme yang bisa digunakan untuk memecahkan 

persamaan diferensial biasa secara numerik. Caranya adalah dengan 

restrukturisasi kode manual dan/atau kompilator paralelisasi. Ini dapat 

ditambah dengan mengganti serial dengan paralel, misalnya, aljabar linier. 

Namun, level-level paralelisasi ini mungkin tidak diharapkan menghasilkan 

banyak perbaikan karena banyak kode mungkin masih harus berjalan 
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secara serial. Pendekatan yang lebih bermanfaat adalah mendesain ulang 

sifat sekuensial dari algoritma yang digunakan untuk memecahkan 

persamaan diferensial  biasa menjadi algoritma paralel. 

Metode Runge-Kutta adalah salah satu metode penyelesaian 

persamaan diferensial dengan nilai awal secara numerik. Metode ini dapat 

menghasilkan solusi yang memiliki akurasi yang cukup tinggi 

dibandingkan dengan metode lainnya.  

(Ismail, 2010) membahas tentang metode Runge-Kutta orde 

keenam yang baru yang tergantung pada metode Runge-Kutta orde 

kelima yang baru dari (Goeken dan Johnson, 1999). Sifat dari metode ini 

adalah bahwa dibutuhkan lima evaluasi fungsi di mana metode standar 

membutuhkan enam atau tujuh evaluasi fungsi. Kemudian metode ini 

dibandingkan dengan metode Runge Kutta orde kelima yang baru.  (Al-

Shimmary, 2017) meneliti tentang penyelesaian masalah nilai awal 

menggunakan Runge Kutta orde keenam. Tujuan utama dari penelitian 

tersebut adalah untuk menunjukkan representasi baru yang paling 

sederhana untuk pohon dan turunan metode Runge-Kutta orde keenam 

dengan tujuh tahap. Perhitungan simbolis digunakan dalam penelitian ini. 

Dalam rangka menyederhanakan metode, di bagian akhir diberikan 

contoh untuk menggambarkan metode yang disajikan. (Liu et al, 2011) 

melakukan penelitian penyelesaian persamaan diferensial dengan Metode 

Runge-Kutta orde keempat paralel menggunakan dual core. Mereka 

membandingkan hasilnya dengan metode klasik dan hasilnya 
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menunjukkan bahwa algoritma numerik paralel memiliki akurasi tinggi dan 

efisiensi komputasi dalam penggunaan dual core. (Din dan Fudziah Ismail, 

2011) melakukan penelitian yang sama namun dengan Metode Runge-

Kutta orde kelima. Penelitian mereka terinspirasi dari teori bahwa 

komputasi paralel mengurangi waktu komputasi. Hasil perhitungan 

menunjukkan bahwa metode algoritma paralel lebih akurat dan 

memberikan pengurangan waktu komputasi yang signifikan dibandingkan 

dengan algoritma sekuensial. (Montejo et al, 2018) membandingkan 

Metode Runge-Kutta paralel dengan Runge-Kutta sekuensial dan Dorman 

Prince. Hasilnya adalah waktu komputasi paralel sebanding dengan versi 

sekuensial. Hanya saja versi paralel butuh sumberdaya komputasi yang 

jauh lebih banyak. Kemudian mereka mengusulkan algoritma paralel yang 

baru.  

(Butcher, 2009) menulis bahwa sejak munculnya komputer digital, 

minat baru telah difokuskan pada metode Runge-Kutta, dan sejumlah 

besar peneliti telah berkontribusi pada perluasan pembahasan menjadi 

sebuah teori, dan mengembangkan metode tertentu.  

Metode Runge Kutta telah berkembang sampai orde tinggi. 

Algoritma yang digunakan masih sekuensial. Berdasarkan hal tersebut 

maka penulis terinspirasi untuk meneliti tentang “Penyelesaian Persamaan 

Diferensial Menggunakan Metode Runge Kutta Orde Keenam dengan 

Algoritma Paralel”. 
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I.2  Rumusan Masalah 

Berdasarkan pemaparan pada latar belakang, maka permasalahan 

yang akan dibahas adalah sebagai berikut.  

1. Bagaimana konstruksi metode Runge Kutta orde keenam dengan 

algoritma paralel dalam menyelesaikan persamaan diferensial?  

2. Bagaimana perbandingan galat perhitungan metode Runge-Kutta 

orde keenam paralel dan sekuensial dengan solusi metode eksak? 

3. Bagaimana perbandingan waktu eksekusi algoritma sekuensial dan 

paralel dari metode Runge Kutta orde keenam? 

I.3  Tujuan Penelitian 

Berdasarkan poin-poin rumusan masalah, maka tujuan penelitian 

adalah sebagai berikut. 

1. Mengonstruksi metode Runge Kutta orde keenam dengan algoritma 

paralel dalam menyelesaikan persamaan diferensial. 

2. Membandingkan galat perhitungan metode Runge-Kutta orde 

keenam paralel dan sekuensial dengan solusi metode eksak.  

3. Membandingkan waktu eksekusi algoritma sekuensial dan paralel 

dari metode Runge Kutta orde keenam. 

I.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini adalah diharapkan dengan rumusan 

algoritma paralel metode Runge-Kutta orde keenam dapat meningkatkan 
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akurasi dan kecepatan perhitungan dalam menyelesaikan persamaan 

diferensial dengan masalah nilai awal. 

I.5 Batasan Masalah 

Cakupan permasalahan dalam penelitian ini adalah sebagai 

berikut. 

1. Menyelesaikan persamaan diferensial biasa linear dan nonlinear 

dengan masalah nilai awal orde satu. 

2. Menggunakan metode Runge-Kutta orde keenam dengan algoritma 

paralel. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

II.1  Persamaan Diferensial  

 Persamaan diferensial merupakan kajian yang cukup strategis 

karena berkaitan dengan bagian-bagian pokok dalam matematika seperti 

dalam analisis, aljabar, geometri dan bagian pokok lain yang akan sangat 

berperan dalam pengenalan konsep maupun pemecahan masalah yang 

berkaitan dengan dunia nyata. Solusi persamaan diferensial dapat 

ditentukan dengan menggunakan dua metode yaitu metode analitik dan 

metode numerik. Metode analitik memberikan solusi sejati yaitu solusi 

yang memiliki galat (error) sama dengan nol sedangkan dengan metode 

numerik kita memperoleh solusi yang menghampiri solusi sejati. Namun 

solusi hampiran dapat dibuat seteliti yang diinginkan.  

Persamaan diferensial biasa merupakan sebuah bentuk persamaan 

yang memuat turunan satu atau lebih variabel tak bebas terhadap satu 

variabel bebas suatu fungsi. Berikut ini adalah contoh persamaan 

diferensial biasa.  

  

  
      

(2.1) 
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  (
   

   
)

 

    (
   

   
)      (

  

  
*       

(2.2) 

Persamaan diferensial biasa terbagi menjadi dua, yaitu persamaan 

diferensial biasa linear dan persamaan diferensial biasa nonlinear. Bentuk 

umum persamaan diferensial biasa linear adalah sebagai berikut. 

 *    
  

  
 
   

   
   

   

   
+    

(2.3) 

Persamaan (2.3) dapat dituliskan menjadi  

  ( )
   

   
   ( )

     

     
     ( )   ( ) 

(2.4) 

di mana      

Contoh persamaan diferensial biasa linear adalah sebagai berikut. 

   

   
  

  

  
      

(2.5) 

  Persamaan diferensial biasa disebut persamaan diferensial non 

linear jika persamaan diferensial tersebut tak linear. Contoh persamaan 

diferensial biasa nonlinear adalah sebagai berikut. 

   

   
  

  

  
       

(2.6) 

Persamaan diferensial parsial merupakan sebuah bentuk 

persamaan yang memuat turunan parsial. Satu atau lebih variabel tak 

bebas terhadap lebih dari satu variabel bebas suatu fungsi.. Salah satu 
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contoh persamaan diferensial parsial adalah persamaan panas sebagai 

berikut. 

  (       )

  
  (

   

   
 

   

   
 

   

   
) 

(2.7) 

Fungsi  (       ) digunakan untuk merepresentasikan temperatur 

pada waktu   pada benda secara fisik dengan koordinat (     ) di mana   

adalah difusivitas termal. 

II.2  Solusi Persamaan Diferensial 

 Penyelesaian persamaan diferensial (PD) artinya adalah mencari 

suatu fungsi    ( ) yang memenuhi PD tersebut. Fungsi    ( ) yang 

memenuhi sebuah PD banyak sekali. Kumpulan fungsi-fungsi yang 

memenuhi sebuah PD disebut penyelesaian umum persamaan diferensial 

(PUPD). Salah satu fungsi di dalam kumpulan fungsi-fungsi yang 

memenuhi sebuah PD disebut penyelesaian khusus PD yang harus 

memenuhi beberapa kondisi batas.  

II.3 Runge-Kutta Orde Keenam Sekuensial 

Proses Runge-Kutta (eksplisit) adalah cara memecahkan 

persamaan diferensial secara numerik (Butcher, 1964). Bentuk umum 

persamaan diferensial biasa orde satu adalah 

    (   )        (  )     (2.8) 
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yang disebut sebagai the initial value problem (IVP) atau persamaan 

diferensial masalah nilai awal. Diselesaikan di titik         di mana     

adalah vektor. 

Metode Runge Kutta orde keenam disajikan (Luther, 1968) dalam 

bentuk umum sebagai berikut. 

        
*                      +

   
 

(2.9) 

di mana 

     (     ) 

(2.10) 

     (            ) 

     (   
 

 
    *    )     + (  )* 

     (   
  

 
    

*     )           +

   
) 

     

(

 
 

   

(  
(  )

 
 

  
) 

  
     * (,      -  ,    

           -(  )
 

 )    (  (  )
 

 )     (  (  )
 

 )     (   

          (  )
 

 )   + (    )

)
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     (   (  
(  )

 
 

  
)        *  (,       -  

          ,     -(  )
 

 )     (  (  )
 

 )      (  )
 

      (   

             (  )
 

 )       (  (  )
 

 )   + (    ))  

     .        *  (,     -  ,  (  )
 

 -)         

            (   (  )
 

 )      (   (  )
 

 )      (   

           ((  )
 

 )      (  (  )
 

 )   + (    )/  

Dengan mensubtitusi     ke dalam persamaan, maka akan didapatkan : 

        
*                      +

   
 

 

di mana, 

     (     ) 

(2.10a) 

     (          ) 

     (   
 

 
    *      + ( )* 

     (   
  

 
    

*           +

  
) 

     (   (  
(  )

 
 

  
)         * ( (  )

 

   )    (  

(  )
 

 )     (  (  )
 

 )    (   (  )
 

 )  + (   ))  
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     (   (  
(  )

 
 

  
)        *  .      (  )

 

 /    

            .  (  )
 

 /       (  )
 

     (      (  )
 

 )   

             (  (  )
 

 )  + (    ))  

     .        *  (    (  )
 

 )         

            ( (  )
 

   )     ( (  )
 

   )     (   

           (  )
 

 )     (  (  )
 

 )  + (   )/  

 

II.4 Pohon Berakar 

Pohon berarah adalah graf berarah yang graf dasarnya adalah 

pohon. Pohon yang berakar adalah pohon dengan simpul yang ditunjuk 

yang disebut root. Setiap sisi secara implisit diarahkan menjauh dari root. 

Contoh pohon berakar adalah sebagai berikut. 

 

Gambar 2. 1 Dua Cara Menggambar Pohon Berakar (Rooted Tree) 
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Dalam pohon berakar, kedalaman atau level dari simpul v adalah 

jaraknya dari root, yaitu, panjang jalur unik dari root ke v. Dengan 

demikian, root memiliki kedalaman 0. Ketinggian pohon berakar adalah 

panjang jalur terpanjang dari akar (kedalaman terbesar di pohon). Jika 

simpul v langsung mendahului simpul w pada jalur dari root ke w, maka v 

adalah induk dari w dan w adalah anak dari v. Sedangkan simpul-simpul 

yang memiliki orangtua yang sama disebut saudara kandung. Simpul w 

disebut turunan dari simpul v (dan v disebut leluhur w), jika v berada di 

jalur unik dari root ke w. Jika, sebagai tambahan,    , maka w adalah 

turunan yang tepat dari v (dan v adalah leluhur yang tepat dari w). Daun 

pohon berakar adalah setiap simpul yang tidak memiliki anak. Simpul 

internal pada pohon berakar adalah semua simpul yang memiliki 

setidaknya satu anak.  

Diberikan pohon berakar sebagai berikut. 

 

Gambar 2. 2 Contoh Pohon Berakar 

 

Tinggi pohon ini adalah 3. Kemudian : 
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- r, a, b, c, dan d adalah simpul internal 

- simpul e, f, g, h, i, dan j adalah daun 

- simpul g, h, dan i adalah saudara kandung 

- simpul a adalah leluhur dari j 

- j adalah keturunan dari a 

II.5 Paralelisasi Persamaan Diferensial 

  Tidak setiap masalah perlu diparalelkan untuk menemukan 

solusinya. Hanya ada dua skenario di mana paralelisasi masuk akal 

sebagai cara untuk membantu memecahkan masalah yaitu : 

1. Masalahnya terlalu besar untuk masuk ke dalam memori satu 

komputer. 

2. dibutuhkan waktu terlalu lama untuk dijalankan. 

Sasaran dalam kedua skenario ini dapat digambarkan sebagai 

pengurangan jumlah waktu (real time) yang diperlukan untuk 

mendapatkan solusinya. 

Masalah yang setuju dengan solusi paralel biasanya memiliki 

beberapa atau semua atribut berikut. 

1. Fungsi sisi kanan ODE sulit untuk dievaluasi 

2. Interval integralnya panjang 

3. Beberapa pengintegralan harus dilakukan 

4. Ukuran sistemnya besar 
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II.6 Gambaran Umum Komputasi Paralel 

Komputasi paralel adalah penggunaan komputer paralel untuk 

mengurangi waktu yang dibutuhkan ketika menyelesaikan satu masalah 

komputasi. Komputer paralel adalah sistem komputer dengan banyak 

prosesor yang mendukung pemrograman paralel yang merupakan 

pemrograman dalam bahasa yang memungkinkan pengembang untuk 

secara eksplisit menunjukkan bagaimana bagian komputasi yang berbeda 

dapat dieksekusi secara bersamaan oleh prosesor yang berbeda. (Quinn, 

2004). 

Klasifikasi umum dari komputer paralel dikenal sebagai taksonomi 

Flynn yang mengklasifikasikan sistem menurut jumlah aliran instruksi dan 

jumlah aliran data. Arsitektur paling umum diidentifikasi sebagai mesin 

single-instruction single-data (SISD) dan sistem multiple-instruction 

multiple-data (MIMD). Perantara antara sistem SISD dan MIMD adalah 

single-instruction multiple-data (SIMD) dan multiple-instruction single-data 

(MISD). (Pacheco, 1997). Berikut ini adalah perbedaan keempat arsitektur 

komputer : 

1. SISD : model untuk komputasi tunggal. 

2. MIMD : model yang melibatkan banyak prosesor secara otonom 

menjalankan beragam instruksi pada data yang beragam 

3. SIMD : model yang melibatkan banyak prosesor secara 

bersamaan menjalankan instruksi yang sama pada data 
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yang berbeda 

4. MISD : model yang melibatkan banyak prosesor yang 

menerapkan instruksi berbeda ke satu data. 

Kemungkinan hipotetis ini umumnya dianggap tidak 

praktis. 

Komputasi paralel dimungkinkan bila ada ketergantungan data 

dalam komputasi. Ada dua jenis paralelisme yang berlaku jika ada tugas 

independen yang bekerja pada operasi yang sama ke elemen berbeda 

dari kumpulan data. Sebuah contoh paralelisme data digambarkan melalui 

graf ketergantungan data, sejenis graf berarah di mana setiap simpul 

mewakili tugas yang harus diselesaikan seperti pada gambar 4. (Quinn, 

2004).  

 

Gambar 2. 3 Graf Dependensi yang Menunjukkan Paralelisme Data 

 

 Paralelisme kedua disebut paralelisme fungsional yang diterapkan 

ketika ada tugas independen yang mengerjakan operasi berbeda ke 

elemen data yang berbeda 
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Gambar 2. 4 Graf Dependensi yang Menunjukkan Paralelisme 
Fungsional 

 

 Paralelisme data disebut juga sebagai paralel domain sedangkan 

paralelisme fungsional disebut paralel kontrol. Sementara sebagian besar 

program paralel melibatkan kedua pendekatan, paralelisme data lebih 

umum dan umumnya lebih mudah. (Pacheco, 1997). 

II.7 Metode Runge-Kutta Paralel 

 Metode Runge-Kutta (N∅rsett dan Simonsen, 1987) awalnya 

dikembangkan untuk perhitungan berurutan. Memang dalam metode 

eksplisit klasik, perhitungan harus dilanjutkan secara berurutan. Untuk 

sistem persamaan diferensial biasa 

  ( )   ( )            (2.11) 

 ( )                     

Metode-Runge Kutta klasik berbentuk 

    (    ∑      

   

   

)                    

(2.12) 
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         ∑     

 

   

 
(2.13) 

di mana   adalah ukuran langkah. Di sini    hanya tergantung pada 

          saja. 

Semua nilai  , juga disebut tahapan metode Runge-Kutta, saling 

bergantung. Dengan menggunakan notasi vektor dan iterasi prediktor-

korektor pada metode Runge-Kutta implisit, dapat ditemukan metode 

dengan orde hingga   , tetapi masih mempertahankan beberapa cara 

eksplisit. 

 Iserless dan N∅rsett (1990) sudah mendalami metode Runge-Kutta 

paralel dengan graf berarah (directed graph), di mana graf berarah ini 

mewakili matriks Runge-Kutta untuk menunjukkan kemungkinan metode 

bisa  dievaluasi dengan fungsi paralel. Empat pola yang mereka temukan 

dapat dilihat di Tabel 2.1. 

Tabel 2. 1 Matriks Runge-Kutta dan Graf Berarah 

Tipe Matriks Runge-Kutta Graf Berarah 

I (

  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

) 
 

II (

  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

) 
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Tipe Matriks Runge-Kutta Graf Berarah 

III 

(

  
 

  
  

     
  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

     
  
  )

  
 

 

 

IV 

(

  
 

  
  

     
  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

     
  
  

  
  

     
  
  

     
  
  )

  
 

 

 

 

 Metode Runge-Kutta tahap-s adalah  -paralel dan  -prosesor, jika 

  dan   adalah bilangan bulat terkecil yang pada tahap internal  , metode 

tersebut dapat dievaluasi dalam satuan waktu   dengan menggunakan 

prosesor  . (Jackson dan N∅rsett, 1995) 

II.8 Metode Runge-Kutta  Blok Diagonal 

Cara biasa untuk mengatasi pembatas orde yang terkait dengan 

diagonal   dan mempertahankan paralelisasi adalah dengan 

memungkinkan   menjadi blok diagonal. Blok dapat digunakan untuk 

membangun sifat yang diinginkan lainnya untuk metode ini (seperti 

stabilitas   atau orde tinggi) dan masih diproses secara paralel. Tujuan 

konstruksi yang efisien adalah agar elemen diagonal pada blok yang 

diberikan sama. Berikut ini adalah metode 4-tahap, 2-paralel, 2-prosesor, 

dengan orde 4 (Iserles dan N∅rsett, 1990). 
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Gambar 2. 5 Bentuk (i) Tabel Butcher Runge-Kutta Orde Keempat 
dengan Empat Tahap, Dua Prosesor, Dua Paralel 

 

Jika diasumsikan lebih lanjut bahwa blok diagonal mungkin penuh, 

maka dapat dibangun metode 4-tahap, 2-paralel, 2-prosesor dari orde 4 

(Iserles dan N∅rsett, 1990) : 

 

Gambar 2. 6 Bentuk (ii) Tabel Butcher Runge-Kutta Orde Keempat 
dengan Empat Tahap, Dua Prosesor, Dua Paralel 

 

Jika diimplementasikan dengan dua prosesor, biaya metode ini 

sama dengan metode Gauss dua tahap, yang juga menggunakan orde 4 

juga,  
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Secara umum, akan dikategorikan metode Runge Kutta paralel 

sebagai metode  -tahap,  -paralel, dan  -prosesor, di mana   adalah 

jumlah blok,   adalah ukuran blok maksimum, dan        adalah jumlah 

dari tahapan. 

Sejauh ini hanya dipertimbangkan metode Runge-Kutta dengan 

blok diagonal yang sepenuhnya dipisahkan. Jika dimisalkan A menjadi 

blok segitiga bawah dengan blok diagonal, dapat dibangun metode dari 

orde 4 dengan metode orde 3 implisit untuk kontrol kesalahan lokal 

(Iserles dan N∅rsett, 1990). 

 

Gambar 2. 7 Bentuk (iii) Tabel Butcher Runge-Kutta Orde Keempat 
dengan Empat Tahap, Dua Prosesor, Dua Paralel 

 

Pasangan tahap pertama dapat dihitung secara bersamaan; maka 

pasangan tahap kedua dapat dihitung secara bersamaan, dalam hal ini 

menggunakan faktorisasi    yang sama dengan pasangan pertama. 

Ada pembatas urutan pada metode Runge Kutta blok-diagonal 

yang dapat dibuktikan.  
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Teorema : Misalkan            menjadi koefisien diagonal yang berbeda 

dari A dengan masing-masing banyaknya adalah             Maka urutan 

  dari setiap paralel          , prosesor-paralel Differential Iteration 

Runge Kutta (DIRK) memenuhi 

    ∑   (    )

 

   

 
(2.14) 

Jadi urutan maksimum dari setiap          , metode Sequential 

Differential Iteration Runge Kutta (SDIRK)-prosesor (          ) 

adalah      . 

II.9 Metode Runge-Kutta Diagonal Implisit 

 Metode numerik implisit selalu menjadi pilihan ketika 

menyelesaikan persamaan diferensial biasa yang kaku. Metode Runge-

Kutta implisit diagonal yang merupakan bentuk dari metode Runge Kutta 

semi implisit telah dianggap sebagai metode yang memiliki kelebihan yang 

hampir sama dengan metode Runge-Kutta implisit, terutama dalam kriteria 

stabilitasnya. Kadang-kadang metode ini disebut sebagai Runge-Kutta 

tunggal diagonal implisit, dengan metode Runge-Kutta diagonal implisit 

tidak harus memiliki diagonal yang sama. (Butcher, 2008) 

 Metode Runge-Kutta diagonal implisit telah mendapatkan perhatian 

serius dari banyak peneliti untuk mempelajari subjek tersebut. Banyak 

jurnal telah dipublikasikan tentang metode ini seperti N∅rsett dan 

Thomsen (1986), Iserless dan N∅rsett (1990), Al Rabeh (1993), Jackson 
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dan N∅rsett (1995), Butcher dan Chen (2000), Shirobokov (2002), Kværno 

(2004) dan Skvortsov (2006). 

II.10 Kondisi Orde 

 Untuk mendapatkan metode Runge-Kutta urutan p,  maka perlu 

mengacu pada kondisi urutan metode. Ada dua cara untuk mengetahui 

kondisi urutan metode Runge-Kutta. Teknik pertama adalah dengan 

menggunakan ekspansi Taylor yang memperkenalkan metode dengan 

cara "alami" di mana kondisi urutan terdiri dari pencocokan perluasan 

solusi yang dihasilkan oleh satu langkah metode Runge-Kutta dengan 

perluasan Taylor dari solusi yang tepat. Perhitungan seperti itu terkenal 

berat dan membosankan, terutama jika diperlukan urutan tinggi (Lambert, 

1991). 

 Untuk meringankan komplikasi berlebihan yang mungkin terjadi 

dengan menggunakan ekspansi Taylor, pendekatan yang lebih ringan 

yang merupakan teknik kedua dalam menurunkan metode Runge-Kutta 

dipelopori oleh Butcher (1987, 2008) di mana kondisi orde ditetapkan 

menggunakan konsep pohon berakar. Teramati bahwa jumlah kondisi 

orde meningkat seiring dengan naiknya orde. (Burrage, 1995)  

Tabel 2. 2 Jumlah Kondisi Orde 

Orde 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Kondisi 1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205 
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 Suatu pohon berakar (rooted tree)  , didefinisikan dengan  ( ) yaitu 

orde dari  , sebagai jumlah simpul pada  . Misal  ( ) menunjukkan 

kelompok automorfisme pada pelabelan   tertentu. Artinya  ( ) adalah 

himpunan pemetaan       sedemikian rupa sehingga ,   -    jika 

dan hanya jika , ( )  ( )-   . Grup  ( ) kemudian disebut sebagai grup 

simetri atau biasa disebut simetri saja yang dilambangkan dengan  ( ). 

Kepadatan dari   yaitu  ( ) didefinisikan sebagai perkalian seluruh simpul 

dari subpohon berakar pada simpul tersebut.  Diberikan suatu pohon 

(   ) dengan sembilan simpul sebagai berikut. 

  *                 + 

  *(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )+ 

Gambar yang merepresentasikan pohon ini, dengan simpul telah diberi 

label adalah 

 

Gambar 2. 8 Pohon Berakar (V,E) 

  

Nilai dari  ( ) adalah 9. Grup simetri adalah himpunan permutasi 

yang dihasilkan oleh semua anggota grup simetris di *     +, oleh semua 

anggota grup simetris di *     +, dan grup yang dihasilkan oleh permutasi 
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tunggal , dimana   dan   dipertukarkan,   dan   dipertukarkan,   dan   

dipertukarkan, dan   dan   dipertukarkan. Jadi orde grup simetri adalah 

 ( )           . Sedangkan untuk menghitung  ( ), pasang bilangan 

bulat ke simpul sebagai berikut. 

 

Gambar 2. 9 Pohon Berakar dengan Nilai tiap Simpul 

 

Sehingga  ( )                       . 

II.11 Kinerja Proses Paralel 

Dalam membandingkan kinerja antara sistem multiprosesor dan 

sistem prosesor tunggal, maka faktor kecepatan (speedup) dan efisiensi 

yang  dilambangkan dengan    dan    masing-masing harus digunakan. 

   didefinisikan sebagai 

   
  
  

 
(2.15) 

di mana    adalah waktu eksekusi dari algoritma sekuensial terbaik yang 

berjalan pada satu prosesor sedangkan    adalah waktu eksekusi untuk 

memecahkan masalah yang sama pada multiprosesor. Kecepatan 

maksimum biasanya adalah   dengan prosesor  , yang disebut sebagai 

kecepatan linier. Namun, beberapa faktor akan muncul sebagai overhead 
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dalam versi paralel dan membatasi kecepatan sehingga jarang dalam 

mencapai hasil linier. Di antara overheadnya adalah : 

1. Periode ketika tidak semua prosesor dapat melakukan pekerjaan 

yang berguna dan menganggur. 

2. Komputasi tambahan dalam versi paralel tidak muncul di versi 

sekuensial. 

3. Waktu komunikasi antar proses. 

Karena faktor-faktor inilah, kecepatan seringkali kurang dari  . 

Efisiensi    didefinisikan sebagai 

   
  

 
 

(2.16) 

yang merupakan perbandingan kecepatan hingga jumlah prosesor. Ini 

digunakan untuk mengukur pemanfaatan prosesor. Jika diberikan sebagai 

persentase, efisiensi 100% terjadi ketika semua prosesor digunakan pada 

komputasi sepanjang waktu    sama dengan  . 

 

 

 

 

 


