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SARI BACAAN 

Kami memperkenalkan sebuah pendekatan terbaru dalam memahami proses penjalaran 

gelombang seismik menggunakan persamaan Helmholtz. Penjalaran gelombang seismik 

yang digunakan hanya berdasarkan pada gelombang tekanan (P-wave) dengan parameter 

kecepatan menjadi karakteristik tiap lapisan. Untuk beberapa permasalahan yang diperoleh 

di syarat batas domain dalam proses pemodelan, diselesaikan dengan sebuah teknik optimal 

yaitu penerapan Perfectly Match Layer (PML) sebagai fungsi penyerap. Teknik ini 

memungkinkan kita untuk menghindari fenomena refleksi pantul di syarat batas dan mudah 

diterapkan dalam metode beda hingga untuk masalah skema diskrit. Efisiensi dan akurasi 

pendekatan ini diilustrasikan dengan beberapa tes numerik. 

Kata kunci: seismik, persamaan Helmholtz, Perfectly Match Layer (PML), P-wave, 

metode beda hingga. 
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ABSTRACT 

We introduce a new approach in understanding the process of propagating seismic waves 

using the Helmholtz equation. The seismic wave propagation used is only based on the 

pressure wave (P-wave) with the velocity parameter being the characteristic of each layer. 

For some of the problems obtained in the domain boundary requirements in the modeling 

process, it is solved by an optimal technique, namely the application of the Perfectly Match 

Layer (PML) as an absorbent function. This technique allows us to avoid the spurious 

reflections phenomenon in boundary conditions and is easy to apply in finite difference 

methods to discrete schematic problems. The efficiency and accuracy of this approach is 

illustrated by several numerical tests. 

Keywords: seismic, Helmholtz equation, Perfectly Match Layer (PML), P-wave, finite 

difference method. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

I.1. Latar Belakang  

Bentuk dari bawah permukaan bumi yang kompleks merupakan tantangan utama 

bagi para geosaintis memproses dan menginterpretasi hasil dari akuisisi lapangan 

untuk keberlangsungan proses eksplorasi dan eksploitasi sumber daya alam. Sejauh 

ini, metode seismik merupakan teknik geofisika terpenting dengan jumlah ahli 

geosaintis terbanyak yang terlibat.  Metode seismik merupakan salah satu metode 

di bidang geofisika yang mampu menginformasikan mengenai gambaran bawah 

permukaan bumi dengan memberi gangguan di permukaan bumi sehingga terjadi 

proses perambatan gelombang seismik yang dimana, setiap lapisan yang dilalui 

akan mengalami proses refleksi, refraksi, dan transmisi (Telford,1990). Gelombang 

balik atau gelombang yang direfleksikan dan direfraksikan akan dimanfaatkan 

sebagai informasi dalam mengetahui perbedaan karakterisasi lokal di setiap lapisan 

di bawah permukaan bumi. Hal ini yang menjadikan metode seismik terus 

mengalami perkembangan dalam berbagai aspek utamanya dalam proses 

pengolahannya.  

Perkembangan ilmu pengetahuan didukung oleh kemajuan teknologi menjadikan 

metode seismik berkembang dengan berbagai proses pengolahan didalamnya dan 

mendorong eksplorasi ke wilayah yang lebih kompleks secara geologi. Ini 

dibuktikan dengan kemampuan komputasi pada perangkat keras (hardware) dalam 

pengembangan penyelesaian sistem numerik yang efisien. Simulasi numerik pada 

gelombang akustik adalah bagian penting dari banyak pengembangan metode 
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seismik guna memecahkan masalah yang timbul dalam eksplorasi geofisika. 

Beberapa penelitian sebelumnya mengenai algoritma di metode migrasi klasik 

Kirchoff dan Born (Claerbout, 1971; Beylkin, 1985) memiliki kendala pada 

pencitraan dengan variasi kecepatan yang besar diakibatkan oleh kompleksitas jalur 

gelombang yang sulit di bawah lapisan yang kompak. Kemudian penelitian 

selanjutnya pada migrasi multinilai Kirchoff digunakan untuk meningkatkan hasil 

migrasi ketika kecepatan awal diketahui dengan akurat (Ten Kroode et al. 1998; Xu 

& Lambar’e 2000). Namun, metode ini didasarkan pada perkiraan frekuensi tinggi 

yang tidak sesuai dengan struktur bumi yang kompleks yang bekerja pada frekuensi 

rendah (Mulder & Plessix, 2004). 

Oleh karena itu penelitian ini mengarah pada simulasi gelombang akustik yang 

mempertimbangkan aspek kompleksitas bawah permukaan bumi, dimana 

pendekatan frekuensi tinggi yang digunakan pada persamaan eikonal dapat 

dihilangkan dengan beralih dari persamaan gelombang satu arah ke persamaan 

gelombang dua arah. Persamaan gelombang dua arah diselesaikan menggunakan 

persamaan Helmholtz dengan metode beda hingga domain frekuensi untuk 

menyelesaikan persoalan komplesitas bawah permukaan bumi dan juga lebih 

efisien dalam penyelesaian numerik (Erlangga A, 2005). Serta penggunaaan 

domain PML (Perfectly Match Layer) dalam memenuhi syarat pemodelan dalam 

dimensi bawah permukaaan bumi yang diasusmsikan sebagai ruang bebas (free-

space). 
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I.2 Ruang Lingkup 

Pada penelitian ini batasi oleh model data sintetik bawah permukaan yang dibuat 

dengan menerapkan prinsip penyalaran gelombang akustik pada medium dua 

dimensi yang tiap batasnya dimodelkan oleh persamaan gelombang Helmholtz 

dengan batas medium menggunakan syarat batas Neumann dan medium penyerap 

PML (Perfectly Match Layer). 

I.3 Rumusan Masalah 

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini, yaitu: 

1. Bagaimana efisiensi penggunaan PML dan syarat batas Neumann pada model 

penjalaran gelombang akustik  2D yang dihasilkan dengan menggunakan 

persamaan Helmholtz ? 

2. Bagaimana model penjalaran gelombang akustik 2D menggunakan persamaan 

gelombang Helmholtz pada medium berlapis ? 

I.4 Tujuan Penelitian  

Adapun tujuan dalam penelitian ini, yaitu: 

1. Menghasilkan model eksak dan numerik dari penjalaran gelombang akustik  

2D dari penyelesaian persamaan Helmholtz  medium penyerap PML (Perfectly 

Match Layer) dan syarat batas Neumann  

2. Menghasilkan model penjalaran gelombang akustik 2D dari penyelesaian uji 

numerik persamaan Helmholtz yang realistis dengan interior bawah permukaan 

bumi pada medium berlapis. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

Dalam aplikasi geofisika informasi seismik mengenai struktur bawah permukaan 

bumi sangat penting. Di industri Migas misalnya, akurasi dari informasi seismik 

mengenai struktur di bawah permukaan dapat membantu menentukan kemungkinan 

reservoir hidrokarbon dalam lapisan bawah permukaan. Informasi ini atau citra 

bawah permukaan bumi diperoleh dari mengumpulkan rekaman waktu tempuh dari 

gelombang seismik untuk kembali ke permukaan setelah mengalami proses refleksi 

akibat perbedaan karakteristik fisis lokal di tiap muka perlapisan. Gelombang 

seismik biasanya dibangkitkan oleh sebuah sumber ledakan dipermukaan bumi 

yang diketahui frekuensinya, dan gelombang balik direkam  oleh beberapa 

instrument perekam yang diletakkan di permukaan bumi.  

Variasi dalam waktu refleksi di setiap tempat di permukaan biasanya 

mengindikasikan sebuah variasi struktur hingga kedalaman 6000 m di bawah 

permukaan. Sebuah teknik yang popular saat ini ialah post-proccesing dan 

konstruksi citra bawah permukaan dengan migrasi. Migrasi adalah teknik 

menempatkan atau memfokuskan gelombang seismik sehingga diperoleh informasi 

yang benar dan tepat dari reflektor di bawah permukaan. Teknik migrasi moderen 

saat ini ialah berdasarkan persamaan gelombang, lebih awal telah diperkenalkan 

oleh Claerbout di awal 1970, kemudian oleh Berkhout pada tahun 1982 

dikembangkan dengan menggunakan pendekatan metode beda hingga.  
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Sebelumnya untuk proses komputasi pada persamaan gelombang biasanya diganti 

dengan pedekatan satu arah atau paraxial seperti penelitian yang telah di lakukan 

oleh (Bamberger et al, 1988; Biondi & Palacharla, 1996; Claerbout, 1985; Collino 

& Joly, 1995; Jing & Peng, 1998). Perkiraaan ini tidak berlaku dalam beberapa 

kasus untuk kontras kecepatan yang tidak terlalu besar dan sudut kejadian yang 

tidak terlalu lebar. Dengan terus meningkatnya kemampuan dalam proses 

komputasi, pengembangan teknik baru dalam migrasi persamaan gelombang dua 

arah atau penuh dengan menggunakan metode beda hingga dan tidak lagi membuat 

perkiraan yang digunakan untuk metode migrasi berbasis ray atau satu arah (Yoon 

et al, 2004). 

Pencitraan data seismik terus mengalami perkembangan, industri secara bertahap 

beralih dari model satu dimensi yang berbasis teknik ray ke migrasi persamaan 

gelombang metode beda hingga dua atau tiga dimensi.  Metode berbasis sinar sulit 

digunakan untuk pendekatan dalam model bumi yang kompleks dan dengan adanya 

kontraks kecepatan yang besar. Oleh karena itu migrasi persamaan gelombang 

dapat menangani situasi ini dengan baik. Dalam ruang dua dimensi, migrasi 

gelombang dua arahdapat dilakukan dengan bekerja dalam domain frekuensi. 

Dalam hal ini, sistem linear yang timbul dari diskritisasi persamaan gelombang dua 

arah diselesaikan satu kali dengan metode solusi langsung untuk setiap frekuensi. 

Hasilnya dapat digunkan untuk perhitungan semua bidang gelombang di semua 

bidikan dan juga untuk bidang gelombang penerima yang dipropagasi mundur. Hal 

ini membuat metode dua dimensi domain frekuensi lebih cepat diproses 

dibandingkan dengan domain waktu (Erlangga, 2005). 
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Selain itu untuk migrasi dalam domain waktu memerlukan penyimpanan di bidang 

gelombang maju atau sebelum refleksi dan penyimpanan untuk bidang gelombang 

balik atau yang terrefleksi untuk menghindari aliasing. Selanjutnya kedua bidang 

gelombang ini dikorelasikan untuk mendapatkan gambar migrasi parsial untuk 

setiap bidikan, dan terakhir menambah semua bidikan memberikan hasil yang 

diiinginkan. Dalam domain frekuensi, hanya satu medan gelombang maju dan satu 

gelombang balik yang perlu disimpan. Mereka hanya dikalikan untuk mendapatkan 

citra migrasi parsial. Penjumlahan bidikan dan frekuensi menghasilkan gambar 

migrasi akhir. Dengan cara ini, diperoleh pengurangan subtasnial dari kebutuhan 

penyimpanan.  

II.1 Refleksi dan Refraksi 

Kita ketahui bahwa bumi merupakan medium yang tidak homogen, melainkan 

sifatnya elastis sehingga bervariasi dengan kedalaman dari satu wilayah ke wilayah 

lainnya. Variasi ini mungkin bertahap, tetapi ada juga diskontinuitas yang 

memisahkan medium dengan kepadatan dan koefisien elastic yang berbeda. 

Sehingga yang menjadi pertimbangan ialah fenomena yang terjadi ketika 

gelombang merambat dari satu medium ke medium lainnya dengan property yang 

berbeda. Ketika gelombang merambat pada permukaan yang memliki medium yang 

berbeda, sebagian energy dipantulkan kembali ke medium pertama dan sebagian 

ditransmisikan atau dibiaskan ke medium kedua. Pantulan gelombang juga terjadi 

bila ada permukaaan yang bebas (free-surface). Ini merupakan masalah yang sangat 

penting dalam seismologi, karena bumi kita ini merupakan permukaan yang bebas 
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atau free surface dan beberapa diskontinuitas yang memisahkan medium dengan 

kerapatan dan koefisien elastik yang berbeda (Udias A, 2012). 

Pada intinya kontras antara perbedaan material menghasilkan fenomena refleksi 

dan refraksi gelombang. Teori mengenai refleki dan refraksi dari gelombang 

seismik pertama kali dikembangkan oleh Cargill G. Knott tahun 1899 dan Zoeppritz 

tahun 1919. Namun jauh sebelum itu kejadian refleksi dan refraksi telah dijelaskan 

oleh Willebrord Snell tahun 1612 dalam hukum Snellius. Sesuai pada Gambar 2.1, 

ketika terdapat dua media dimana kecepatan gelombang adalah 𝑣 dan 𝑣′. Jika 𝑖 

adalah sudut sudut datang di media dengan B ke B’ tegak lurus muka gelombang 

dan kecepatan 𝑣 di medium satu menemui bidang normal dan 𝑟 adalah sudut bias 

dengan kecepatan 𝑣′ ke arah At. Sehingga hukum snellius dapat dituliskan 

 

Gambar 2. 1 Refleksi (Ar) dan refraksi (At) 

sin 𝑖

𝑣
=
sin 𝑟

𝑣′
=
1

𝑐
= 𝑝, (1) 

dimana 𝑝 adalah ray parameter dan 𝑐 adalah komponen dari kecepatan dalam dua 

medium berbeda. 

i i 

r 

Medium 1 ( 𝒗) i i 

r 

B’ 

B 

B’ A 

A 

B 

Ar 

At 

At 

Medium 2 ( 𝒗′) 
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II.2 Propagasi Gelombang dalam Medium Berlapis 

Pada sub-bab sebelumnya telah dijelaskan mengenai transmisi dan refleksi 

gelombang di antara medium dengan karakteristik berbeda. Kondisi selanjutnya 

mengarah pada pertimbangan pada banyak kejadian gelombang yang 

ditrasnmisikan dan dipantulkan di setiap batas antar lapisan. Banyak kasus dalam 

seismologi dapat diselesaikan dengan merepresentasikan bumi sebagai medium 

bertingkat atau berlapis dengan ketebalan tertentu dan property yang berbeda. 

Untuk itu koefisien elastik bervariasi secara kontinu terhadap kedalaman 

merupakan model yang lebih realistis untuk mendekati kondisi interior bumi. 

Dalam media berlapis atau bertingkat, masalah disajikan dalam skema diskrit dan 

diselesaikan dalam formulasi matriks. Solusi masalah perambatan gelombang 

dalam media berlapis menggunakan formulasi matriks pertama kali diperkenalkan 

oleh Thomson tahun 1950 dan Haskell tahun 1953. Rumusan serupa juga 

dikemukakan oleh Leon Knopoff tahun 1964.  

Model yang berguna untuk memperkirakan struktur bumi adalah model media 

berlapis atau bertingkat yang dibentuk oleh lapisan horizontal parallel dengan 

koefisien dan kepadatan elastis yang berbeda. Masalah perambatan gelombang 

pada model seperti itu dapat diselesaikan dengan menggunakan formulasi matriks 

dengan model ditinjau dalam koordinat Kartesian. Menggunakan koordinat 

Kartesius (x,z), dimana x horizontal dan z vertikal sesuai dengan yang digunakan 

hingga sekarang. Untuk sinar yang membentuk sudut i (sudut datang) dengan 

sumbu z pada gambar (2.2), potensial gelombang P dari gelombang harmonik 

monokromatik dengan frekuensi ω dapat dieksperikan sebagai 
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𝜙 = 𝐴 exp [𝑖𝑘𝛼(sin 𝑖𝑥 + cos 𝑖𝑧 − 𝛼𝑡)]. (2) 

 

Gambar 2. 2 Ray-path gelombang koordinat Kartesian 

Merujuk dari persamaan di atas, diselesaikan dengan merumuskan persamaan gerak 

dalam bentuk vektor tegangan-perpindahan. Dengan demikian persamaan 

gelombang dapat dirumuskan dengan persamaan matriks tunggal untuk gerak SH 

dan persamaan matriks lainnya untuk gerak P-SV dimana turunannya terhadap z 

dari komponen vektor tegangan-perpindahan adalah fungsi linear dari komponen 

yang sama. Dengan metodologi ini, perambatan gelombang dalam medium berlapis 

dengan parameter konstan sangat disederhanakan dalam hal produk fungsi 

eksponensial dan menggunakan nilai eigen dan fungsi eigen dari matriks dengan 

parameter di setiap lapisan (Udias A, 2012).     

II.3 Persamaan Helmholtz 

Persamaan Helmholtz diambil dari nama seorang fisikawan fisika yang bernama 

Hermann von Helmholtz. Persamaan ini membahas mengenai nilai eigen untuk 

operator Laplace (∇2), dan sering muncul dalam studi masalah fisik yang 

melibatkan persamaan diferensial parsial baik dalam ruang maupun waktu. 

Persamaan Helmholtz yang merepresentasikan bentuk persamaan gelombang yang 

tidak bergantung waktu, dihasilkan dari penerapan teknik pemisah variabel untuk 
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mengurangi kompleksitas analisis. Hal ini kemudian diterapkan dalam proses 

migrasi persamaan gelombang dalam domain frekuensi dimana persamaan 

persamaan Helmholtz sebagai subtansi yang penting dalam penelitian ini. 

Persamaan Helmholtz sendiri dapat digunakan dalam menjelaskan medium fluida 

dan padat yang merupakan medium utama dari bumi. 

II.3.1 Metode Analitik Persamaan Helmholtz 

Persamaan dasar yang digunakan untuk menurunkan persamaan gerak yang 

didasari dari hukum ke dua Newton dan hukum Hooke, dengan melihat hubungan 

kecepatan partikel dalam ruang dan tekanan dalam waktu. Penjelasan akan dimulai 

dengan membahas persamaan gelombang untuk fluida. 

 

Gambar 2. 3 Ilustrasi elemen fluida (Erlangga, 2005). 

Untuk sebuah asumsi bahwa elemen fluida yang ditinjau sangat kecil dengan 

volume 𝛿𝑉 dalam domain ℝ3 digambarkan pada Gambar 2.2. dengan asumsi 

kecepatan bernilai nol, dan variasi spasial dari tekanan 𝑝 = 𝑝(𝒙, 𝑡) dalam elemen 

dibangkitkan oleh sebuah gaya 𝐹 yang didasari pada hukum kedua Newton. 

𝐹 = 𝑚. 𝑎, (2) 
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𝛿𝐹 = 𝛿𝑚
𝜕𝑣

𝜕𝑡
,   

dimana 𝛿𝑚 adalah elemen massa, 𝑣 = 𝑣(𝒙, 𝑡) partekel kecepatan, 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 

dan 𝑝 = 𝐹/𝐴 maka 𝛿𝐹 = −(
𝜕𝑝

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑝

𝜕𝑥2
,
𝜕𝑝

𝜕𝑥3
) 𝛿𝑉 = −∇𝑝𝛿𝑉. Nabla (∇) sebagai 

gradient operator. Sehingga hubungan dari persamaan (2) dan persamaan dari 

tekanan diperoleh 

𝛿𝑚
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −(

𝜕𝑝

𝜕𝑥1
,
𝜕𝑝

𝜕𝑥2
,
𝜕𝑝

𝜕𝑥3
) 𝛿𝑉,  

𝛿𝑚
𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −∇𝑝𝛿𝑉,  

∇𝑝 = −
𝛿𝑚

𝛿𝑉

𝜕𝑣

𝜕𝑡
,  

∇𝑝 = −𝜌0
𝜕𝑣

𝜕𝑡
, (3) 

dengan 𝜌0 densitas statis. 

Untuk fluida, hukum Hooke dapat ditulis 

𝑑𝑝 = −𝐾
𝑑𝑣

𝛿𝑉
, (4) 

dengan 𝐾 adalah modulus kompressibilitas, 𝑑𝑣 diindikasikan dengan perubahan 

kecepatan bergantung pada waktu. Untuk variasi spasial yang kecil, 

𝑑𝑉

𝛿𝑉
=
𝑑𝑥1
𝛿𝑥1

+
𝑑𝑥2
𝛿𝑥2

+
𝑑𝑥3
𝛿𝑥3

  

=
((𝑣1𝑑𝑡)𝑥+∆𝑥 − (𝑣1𝑑𝑡)𝑥)𝛿𝑥

𝛿𝑥
+
((𝑣2𝑑𝑡)𝑦+∆𝑦 − (𝑣2𝑑𝑡)𝑦)𝛿𝑦

𝛿𝑦

+
((𝑣3𝑑𝑡)𝑧+∆𝑧 − (𝑣3𝑑𝑡)𝑧)𝛿𝑧

𝛿𝑧
 

 

 

= (
𝜕𝑣1
𝜕𝑥

+
𝜕𝑣2
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣3
𝜕𝑧
) 𝑑𝑡  

𝑑𝑉

𝛿𝑉
= (∇. 𝑣)𝑑𝑡. (5) 
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Subtitusikan persamaan (5) ke persamaan (4), maka hukum Hooke menjadi 

𝑑𝑝 = −𝐾(∇. 𝑣)𝑑𝑡,  

−
1

𝐾

𝑑𝑝

𝑑𝑡
= (∇. 𝑣). (6) 

Sehingga dari persamaan (3) diterapkan operator gradient 

−
1

𝜌0
∇𝑝 =

𝜕𝑣

𝜕𝑡
,  

∇(−
1

𝜌0
(∇𝑝)) =

𝜕

𝜕𝑡
(∇. 𝑣). (7) 

(−
1

𝜌0
(∇𝑝)) =

𝜕

𝜕𝑡
(−

1

𝐾

𝑑𝑝

𝑑𝑡
),  

𝐾

𝜌0
∇2𝑝 =

𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
,  

∆𝑝 =
1

𝑐2
𝜕2𝑝

𝜕𝑡2
. (8) 

Dipersamaan (8) diperoleh persamaan kompresibilitas gelombang fluida, dimana 

∆≡ ∇2 sebagai operator Laplace dan 𝑐 = √𝐾/𝜌0 adalah cepat rambat dari 

gelombang kompresibilitas dalam fluida. 

 

Gambar 2. 4 Deformasi elemen solid (Erlangga, 2005). 

Untuk medium solid yang isotropik dengan densitas 𝜌. Persamaan gerak diturunkan 

dengan mengasumsikan bahwa sebuah elemen yang di dalamnya bekerja sebuah 
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gaya, maka elemen tersebut akan terdeformsi secara linear; lihat Gambar 2.3. 

Perpindahan 𝜉𝑖 diakibatkan oleh tekanan persatuan luas 𝜏 diberikan oleh 

𝜌
𝜕2𝜉𝑖
𝜕𝑡2

=∑
𝜕𝜏𝑖𝑗

𝜕𝑥𝑖

3

𝑗=1

,       𝑖 = 1,… , 3. (9) 

Hukum Hooke dapat menjadi representasi dari generalisasi hubungan tegangan dan 

rengangan sebagai berikut 

𝜏𝑖𝑗 = 𝜏𝑗𝑖 = 2𝜇𝜖𝑖𝑗 + 𝛿𝑖𝑗𝜆∇. 𝝃, (10) 

dengan diketahui perpindahan 𝝃 = (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3), 𝜖𝑖𝑗 =
1

2
(
𝜕𝜉𝑗

𝜕𝑥𝑖
+

𝜕𝜉𝑖

𝜕𝑥𝑗
) adalah 

regangan, 𝜇 modulus geser, 𝜆 adalah konstanta lamda dan 𝛿𝑖𝑗 memenuhi symbol 

Kronecker 𝛿𝑖𝑗 = 0 untuk 𝑖 ≠ 𝑗 dan 𝛿 = 1 untuk 𝑖 = 𝑗. Subtitusikan persamaan (10) 

ke dalam persamaan (9) sehingga hasilnya 

𝜌
𝜕2𝝃

𝜕𝑡2
= 𝜇∇2𝝃 + (𝜇 + 𝜆)∇(∇. 𝝃). (11) 

 Perpidahan 𝝃 juga dapat dinyatakan sebagai potensial skalar Φ dan sebuah potensial 

vektor 𝐻 seperti berikut 

𝝃 = ∇Φ+ ∇ × H, (12) 

dengan sebuah asumsi bahwa ∇.𝐻 = 0. Dari subtitusi hubungan diatas ke dalam 

persamaan (11) sehingga diperoleh 

𝛻 ((2𝜇 + 𝜆)𝛻2𝛷 − 𝜌
𝜕2𝛷

𝜕𝑡2
) + 𝛻 × (𝜇𝛻2𝐻 − 𝜌

𝜕2𝐻

𝜕𝑡2
) = 0. (13) 

Hubungan persamaaan diatas berlaku jika memenuhi 

𝛻2𝛷 ≡ ∆𝛷 =
1

𝑐1
2

𝜕2𝛷

𝜕𝑡2
, (14) 

𝛻2𝐻 ≡ ∆𝐻 =
1

𝑐2
2

𝜕2𝐻

𝜕𝑡2
, (15) 
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dimana 𝑐1
2 = (2𝜇 + 𝜆)/𝜌 dan 𝑐2

2 = 𝜇/𝜌. Persamaaan (14) berhubungan dengan 

gelombang kompresi, sedangkan persamaan (15) sesuai untuk gelombang geser 

atau transisi. 

Untuk gelombang kompresi, potensial 𝛷 dapat didefenisikan ulang sebagai 

𝜓 = −𝜌
𝜕2Φ

𝜕𝑡2
, (16) 

yang memenuhi persamaan gelombang 

∆𝜓 =
1

𝑐1
2

𝜕2𝜓

𝜕𝑡2
. (17) 

dari persamaan (12), dengan 𝐻 = 0 sehingga diperoleh 

𝝃 = ∇Φ⟹
∂2𝝃

𝜕𝑡2
=
𝜕2

𝜕𝑡2
∇Φ⟹ 𝜌

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −∇𝜓, (18) 

dengan 𝑣 = 𝜕𝝃/𝜕𝑡 adalah kecepatan partikel. Sehingga persamaan kecepatan 

secara umum dapat ditulis 

∇. 𝑣 = −
1

2𝜇 + 𝜆

𝜕𝜓

𝜕𝑡
. (19) 

Persamaan di atas menjelaskan mengenai hubungan antara kecepatan 𝑣 dengan 

potensial 𝜓. Sama halnya dengan persamaan (3) dan persamaan (6) yang 

menjelaskan hubungan anatara kecepatan dengan tekanan. Sehingga potensial 𝜓 

medium solid dapat dikatakan sebagai sebuah tekanan, dengan 2𝜇 + 𝜆 sebagai 

modulus kompresi di medium solid.  

Pembahasan selanjutnya kita membahas persamaan gelombang untuk fluida (8). 

Untuk persamaan gelombang dengan waktu harmonik dari tekanan yang 

bergantung pada waktu, solusi yang digunakan periodic dengan periode yang sama 

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒(−𝑖̂𝜔𝑡), (20) 
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dimana 𝜔 > 0  adalah frekuensi kecepatan sudut dan 𝑖̂ = √1 satuan imajiner. 

Subtitusikan persamaan (20) ke dalam persamaan (8) sehingga diperoleh persamaan 

Helmholtz 

−∆𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑘2(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (21) 

dengan 𝑘 adalah bilangan gelombang dan 𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝜔/𝑐. Karena 𝜔 = 2𝜋𝑓, 

dimana 𝑓 adalah frekuensi gelombang. Selain itu kita juga mengetahui 𝑘 = 2𝜇/𝜆, 

dan 𝜆 = 𝑐/𝑓 sebagai panjang gelombang. Sehingga persamaan (21) disebut sebagai 

persamaan Helmholtz untuk tekanan. Kemudian memasukkan fungsi sumber pada 

persamaan dengan masih merupakan waktu harmonik, maka diperoleh rumusan 

yang lebih umum dari persamaan Helmholtz 

−∆𝑢(𝑥, 𝑦) − 𝑘2(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦). (22) 

Selanjutnya untuk menyelesaikan persamaan Helmholtz dilakukan separasi 

variabel untuk memperoleh solusi yang terdiri dari nilai eigen dan fungsi eigen. 

∑𝐹ℎ𝑜𝑟𝑖𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙 = 𝑇∆𝑦 cos(𝛽) − 𝑇∆𝑦 cos(𝛼) = 1 − 1 = 0 , (23) 

Dimana  𝛽, 𝛼 ≪ 𝑠𝑒ℎ𝑖𝑛𝑔𝑔𝑎  untuk motion pada arah horizontal tidak ada atau sama 

dengan nol. 

∑𝐹𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑘𝑎𝑙 = 𝑇∆𝑦 sin(𝛽) − 𝑇∆𝑦 sin(𝛼). (24) 

Dikarenakan small angle approximation sehingga, sin(𝜃) ≈ (𝜃) ≈ tan(𝜃), maka  

tan(𝛽) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
| 𝑥=𝑥+∆𝑥
𝑦=𝑦1∈ (𝑦,𝑦+∆𝑦)

= 𝑢𝑥(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦1),  

tan(𝛼) =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
| 𝑥=𝑥
𝑦=𝑦2 ∈(𝑦,𝑦+∆𝑦)

= 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦2).  

Subtitusikan ke persamaan ∑𝐹𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑘𝑎𝑙 pada seluruh sisi, untuk sisi kanan + sisi kiri 

∑𝐹𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑘𝑎𝑙 = 𝑇∆𝑦[ 𝑢𝑥(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦1) − 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦2)], (25) 

untuk sisi depan + sisi belakang 
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∑𝐹𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑘𝑎𝑙 = 𝑇∆𝑦[ 𝑢𝑥(𝑥1, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑢𝑥(𝑥2, 𝑦)]. (26) 

Selanjutnya, berdasarkan hukum ke-2 Newton 

𝑚. 𝑎𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑘𝑎𝑙 =∑𝐹𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑘𝑎𝑙. (27) 

Dengan begitu persamaan menjadi, 

𝜌∆𝑥∆𝑦.
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑇 [(𝑢𝑥(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦1) − 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦2)  + (𝑢𝑥(𝑥1, 𝑦 + ∆𝑦) −

𝑢𝑥(𝑥2, 𝑦))], 
 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
=
𝑇

𝜌
[
(𝑢𝑥(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦1) − 𝑢𝑥(𝑥, 𝑦2))

∆𝑥

+
(𝑢𝑥(𝑥1, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑢𝑥(𝑥2, 𝑦))

∆𝑦
], 

 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2(𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦).  

Dimana 𝑇/𝜌 = 𝑐2 sehingga diperoleh persamaan gelombang 2D dengan 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 

merupakan persamaan Laplace ∇2𝑢 = 0 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2∇2𝑢   (2𝐷 𝑤𝑎𝑣𝑒 𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛). (28) 

II.4 Penerapan Boundary Conditions (BC) dan Intial Condition (IC) 

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
= 𝑐2 (

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
)     (𝑃𝐷𝐸) (28) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0 untuk semua x,y pada boundry (BC) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑓(𝑥, 𝑦) initial condition (IC) untuk displacement 

𝑢𝑡(𝑥, 𝑦, 0) = 𝑔(𝑥, 𝑦) initial condition (IC) untuk velocity 

Setelah didefenisikan komponen yang akan digunakan, maka tujuan dari proses ini 

ialah untuk mendapatkan fungsi dari 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) yang memenuhi PDE, BC dan IC. 

Oleh karena itu sebuah rectangular membrane (dijelaskan pada gambar di bawah) 

ditinjau sebagai contoh pembelajaran ini. Proses akan dijelaskan menjadi 3 tahap 

sbb; 
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Gambar 2. 5 Rektangular membran 

Tahap 1:  menyelesaikan 2 separasi variabel berikut 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐹(𝑥, 𝑦)𝐺(𝑡). (29) 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥)𝑄(𝑦) (30) 

Untuk persamaan (30)  𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) subtitusi ke dalam persamaan (31) gelombang 

2D , sehingga 

𝐺̈

𝑐2𝐺
=
1

𝐹
(𝐹𝑥𝑥 + 𝐹𝑦𝑦) = −𝜈

2  

𝐺̈

𝑐2𝐺
= −𝜈2  dan  

1

𝐹
(𝐹𝑥𝑥 + 𝐹𝑦𝑦) = −𝜈

2,    

dimana 𝜆 = 𝑐𝜈   Maka, 𝐺̈ + 𝜆2𝐺 = 0, sehingga diperoleh persamaan (31) (linear 

2nd orde ODE) dan persamaan (32) (PDE untuk 2D Helmholtz equation). 

𝐺̈ + 𝑐2𝜈2𝐺 = 0. (31) 

(𝐹𝑥𝑥 + 𝐹𝑦𝑦) + 𝜈
2𝐹 = 0. (32) 

Untuk persamaan (30) 𝐹(𝑥, 𝑦) subtitusikan separasi variabel dalam persamaan 

Helmholtz, sehingga 

1

𝐻

𝑑2𝐻

𝑑𝑥2
= −

1

𝑄
(
𝑑2𝑄

𝑑𝑦2
+ 𝜈2𝑄) = −𝑘2,  
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1

𝐻

𝑑2𝐻

𝑑𝑥2
= −𝑘2 ==>

𝑑2𝐻

𝑑𝑥2
+ 𝑘2𝐻 = 0 ,  

−
1

𝑄
(
𝑑2𝑄

𝑑𝑦2
+ 𝜈2𝑄) = −𝑘2 ==>

𝑑2𝑄

𝑑𝑦2
+ 𝜈2𝑄 − 𝑘2𝑄 = 0,  

dengan  𝑝2 = 𝜈2 − 𝑘2 maka 

𝑑2𝑄

𝑑𝑦2
+ 𝑄(𝜈2 − 𝑘2) = 0,  

 𝑑2𝑄

𝑑𝑦2
+ 𝑝2𝑄 = 0. (33) 

Tahap 2: memenuhi syarat Boundry condition (BC) 

𝑑2𝐻

𝑑𝑥2
+ 𝑘2𝐻 = 0 ==> 𝐻(𝑥) = 𝐴 cos(𝑘𝑥) + 𝐵 sin(𝑘𝑥), (34) 

𝑑2𝑄

𝑑𝑦2
+ 𝑝2𝑄 = 0 ==> 𝑄(𝑦) = 𝐶 cos (𝑝𝑦) + 𝐷 sin(𝑝𝑦). (35) 

Kondisi batas 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑚𝑢𝑎 𝑡, 

𝐹(𝑥, 𝑦)𝐺(𝑡) = 0, 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 0, 

Menerapkan keseluruh sisi di 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝐻(𝑥)𝑄(𝑦),  dengan memenuhi BC 

Kiri     𝐹(0, 𝑦) = 0 => 𝐻(0);  𝑄(𝑦) = 0 => 𝐻(0) = 0, 

Kanan   𝐹(𝑎, 𝑦) = 0 => 𝐻(𝑎);  𝑄(𝑦) = 0 => 𝐻(𝑎) = 0, 

Atas   𝐹(𝑥, 0) = 0 => 𝐻(𝑥);  𝑄(0) = 0 => 𝑄(0) = 0, 

Bawah   𝐹(𝑥, 𝑏) = 0 => 𝐻(𝑥);  𝑄(𝑏) = 0 => 𝑄(𝑏) = 0. 

Aplikasikan BC pada persamaan (34) dan (35), 

untuk 𝐻(0) = 0  
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𝐻(0) = 𝐴 cos(𝑘. 0) + 𝐵 sin(𝑘. 0) = 0, 

maka, 𝐴 = 0 

untuk 𝐻(𝑎) = 0 

𝐻(𝑎) = 𝐴 cos(𝑘. 𝑎) + 𝐵 sin(𝑘. 𝑎) = 0, 

maka, 𝐵 sin(𝑘. 𝑎) = 0  𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑘 =
𝑚𝜋

𝑎
 𝑚 ∈ ℝ 

untuk 𝑄(0) = 0 

𝑄(0) = 𝐶 cos(𝑝. 0) + 𝐷 sin(𝑝. 0) = 0, 

maka, 𝐶 = 0 

untuk 𝑄(𝑏) = 0 

𝑄(𝑏) = 𝐶 cos(𝑝. 𝑏) +  𝐷 sin(𝑝. 𝑏) = 0, 

Maka, 𝐷 sin(𝑝. 𝑏) = 0 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑝 =
𝑛𝜋

𝑏
 𝑛 ∈ ℝ. 

Oleh karena itu, 

                                        𝐻𝑚(𝑥) = 𝐵 sin (
𝑚𝜋

𝑎
𝑥),                                               (36)      

                                        𝑄𝑛(𝑦) = 𝐷 sin (
𝑛𝜋

𝑏
𝑦).                                                 (37) 

Untuk 𝑚, 𝑛 ∈ ℝ. Sehingga solusi dari solusi Helmholtz diperoleh sbb, 

𝐹𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝐻𝑚(𝑥)𝑄𝑛(𝑦) 

                                    = 𝐵 sin (
𝑚𝜋

𝑎
𝑥)  𝐷 sin (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦)  𝑚, 𝑛 ∈ ℝ                          (38) 

Untuk 𝐵 𝑑𝑎𝑛 𝐷 merupakan konstanta sembarang sehingga kita dapat 

mendefenisikan sebagai  

Γ = 𝐵.𝐷, 

Sehingga, 
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𝐹𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) = Γ (sin (
𝑚𝜋

𝑎
𝑥) sin (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦))  

Ingat persamaan (30) persamaan Helmholtz, subtitusikan solusi ke dalam 

persamaan Helmholtz, sehingga 

𝜕2

𝜕𝑥2
(Γ (sin (

𝑚𝜋

𝑎
𝑥) sin (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦))) +

𝜕2

𝜕𝑦2
(Γ (sin (

𝑚𝜋

𝑎
𝑥) sin (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦))) +

                       𝜈2 (Γ (sin (
𝑚𝜋

𝑎
𝑥) sin (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦))) = 0.                                               (39) 

Dimana, 𝜈2 = (
𝑚𝜋

𝑎
)
2

+ (
𝑛𝜋

𝑏
)
2

. Ingat persamaan (28) linear 2nd orde PDE 

𝐺̈ + 𝜆2𝐺 = 0, 

dimana,  

𝜆 = 𝑐𝜈, 

𝑝2 = 𝜈2 − 𝑘2, 

𝜈 = √𝑝2 + 𝑘2, 

𝜆 = 𝑐√𝑝2 + 𝑘2, 

𝜆

𝑐
= √𝑝2 + 𝑘2, 

𝑘 =
𝑚𝜋

𝑎
 𝑑𝑎𝑛 𝑝 =

𝑛𝜋

𝑏
, 

𝜆 = 𝑐√(
𝑛𝜋

𝑏
)
2

+ (
𝑚𝜋

𝑎
)
2

, 

                                          𝜆 = 𝑐𝜋√(
𝑚

𝑎
)
2

+ (
𝑛

𝑏
)
2

.  (nilai eigen)                         (40) 

dengan  𝑐 = √𝑇/𝜌,  Sehingga solusi untuk temporal ODE 

                                 𝐺(𝑡) = 𝐵𝑚𝑛 cos(𝜆𝑚𝑛𝑡) + 𝐵𝑚𝑛
∗ sin(𝜆𝑚𝑛𝑡).                        (41) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐹𝑚𝑛(𝑥, 𝑦)𝐺𝑚𝑛(𝑡). 
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Subtitusikan solusi yang diperoleh dari Helmholtz dan temporal ODE ke dalam 

persamaan di atas sehingga, 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = Γ (sin (
𝑚𝜋

𝑎
𝑥) sin (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦)) . [ 𝐵𝑚𝑛 cos(𝜆𝑚𝑛𝑡) + 𝐵𝑚𝑛

∗ sin(𝜆𝑚𝑛𝑡)], 

Dimana Γ = 1 sehingga fungsi eigen diperoleh, 

    𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = [ 𝐵𝑚𝑛 cos(𝜆𝑚𝑛𝑡) + 𝐵𝑚𝑛
∗ sin(𝜆𝑚𝑛𝑡)] (sin (

𝑚𝜋

𝑎
𝑥) sin (

𝑛𝜋

𝑏
𝑦)).   (42) 

II.5 Inisialisasi dan Syarat Batas 

Untuk melakukan pemodelan pada fenomena fisik, umumnya digunakan persamaan 

diferensial parsial di dalam suatu domain dan menerapkan syarat batas di batas 

domain. Secara umum dikenal beberapa syarat batas, yakni syarat batas Dirichlet, 

Neumann dan Robin (Spiegel, 1983). Namun untuk studi ini hanya diperkenalkan 

syarat batas Dirichlet dan Neumann sebagai berikut; 

1. Syarat Batas Dirichlet 

{
−∆𝑢 − 𝑘2𝑢 = 𝑓 di Ω

𝑢 = 𝑔 𝑑𝑖 𝜕Ω.
 

Dengan Ω adalah persegi (0,1) × (0,1). Solusi dari persamaan ini, yaitu 𝑢(𝑥, 𝑦) 

menyatakan perubahan nilai 𝑘 (bilangan gelombang) di titik (𝑥, 𝑦). Syarat batas 

𝑢 = 𝑔 di 𝜕Ω disebut syarat batas Dirichlet dari nama penemunya Peter Gustav 

Lejeune Dirichlet, yaitu syarat batas untuk nilai 𝑢 secara langsung. Sehingga di 

semua batas yang menggelilingi Ω akan bernilai 𝑔 terhadap (𝑥, 𝑦).   

2. Syarat Batas Neumann 

{
−∆𝑢 − 𝑘2𝑢 = 𝑓 di Ω
𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝑔 𝑑𝑖 𝜕Ω.
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Sama halnya dengan memisalkan Ω seperti penjelasan di syarat batas Dirichlet. 

Disebut sebagai syarat batas Neumann dari nama penemunya Carl Gottfried 

Neumann. Syarat batas Neumann adalah syarat batas untuk turunan pertama dari 𝑢 

ke arah luar.  

II.6 Metode Beda Hingga (Finite Difference)  

Metode beda hingga (finite difference) merupakan metode yang memanfaatkan 

deret Taylor untuk memperoleh suatu nilai yang mendekati nilai turunannya. Kasus 

ini sangat sesuai diterapkan pada persamaan Helmholtz yang memenuhi bentuk 

persamaan Poisson. Oleh karena itu persamaan Poisson dituliskan sbb; 

−Δ𝑢 − 𝑘2𝑢 = 𝑓, (47) 

∆𝑢 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
.  

Persamaan (47) dalam domain ruang Ω = (0,1) × (0,1) dengan menggunakan 

syarat batas Dirichlet atau Neumann. Berdasarkan uraian di atas dapat disimpulkan 

bahwa persamaan (47) yang dituliskan dalam bentuk persamaan diferensial dapat 

diubah ke bentuk differensial numerik atau dalam hal ini ke beda hingga (Chen, 

2020). Metode beda hingga mempertimbangkan kondisi awal dan batas, sehingga 

dibuat jaringan berupa titik-titik hitung dalam daerah yang akan ditinjau.  Untuk 

bidang dua dimensi dalam arah 𝑥 dan 𝑦 yang dapat dibagi menjadi sebuah jalur segi 

empat dengan sisi ∆𝑥 dan ∆𝑦. Panjang jalur untuk arah 𝑥 adalah ∆𝑥 dan dalam arah 

𝑦 adalah ∆𝑦, seperti gambar berikut (Triatmodjo, 2002) 
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Gambar 2. 6 Jaringan Titik Hitung Dalam Bidang 𝒙 − 𝒚 (Triatmodjo, 2002). 

Formulasi metode beda hingga menawarkan pendekatan yang lebih langsung dan 

intuitif untuk solusi numerik dari pada formulasi lain. Sehingga untuk 

pengaplikasiannya dalam arah 𝑥(𝑖) dan 𝑦(𝑗) untuk fungsi diskritisasi menghasilkan 

skema berikut (Chen, 2020): 

- Beda hingga mundur (backward finite difference) 

(𝐷−𝑢)𝑖,𝑗 =
𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖,𝑗−1

ℎ
 

- Beda hingga ke depan (forward finite difference) 

(𝐷+𝑢)𝑖,𝑗 =
𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗

ℎ
 

- Beda hingga tengah (central finite difference) 

(𝐷±𝑢)𝑖,𝑗 =
𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗−1

2ℎ
 

- Beda hingga tengah kedua (second central finite difference) 

(𝐷2𝑢)𝑖,𝑗 =
𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1

ℎ2
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II.7 Pengaplikasian PML (Perfectly Match Layer) Domain 2D  

Diperkenalkan PML (Perfect Match Layer) adalah sebuah teknik baru untuk 

simulasi dalam domain ruang bebas (free-space) yang dikembangkan untuk 

memecahkan masalah di batas domain dengan menggunakan metode beda hingga. 

PML menjadi teknik yang tersebar luas untuk mencegah refleksi dari batas medium 

yang ditentukan sebelumnya untuk masalah perambatan gelombang baik dalam 

domain waktu maupun frekuensi. Dikembangkan skema diskritisasi untuk 

menyelesaikan persamaan Helmholtz dalam domain dua dimensi tak hingga atau 

free-space. Skema diskrit atau persamaan interior menggunakan penyelesaian beda 

hingga. Kemudian hasil gabungan dari Helmholtz-PMLs dianalisis untuk 

memperoleh kinerja terbaik (Singer, 2004; Belonosov, 2017). 

II.7.1 Parameter Optimal PML (Perfectly Match Layer) 

Berdasarkan artikel (Bermudez et al., 2006), diperkenalkan sebuah teknik untuk 

menghasilkan batas optimal metode perfectly Match Layer (PML) yang didasari 

fungsi penyerap khusus dengan integral tak terbatas. Teknik ini memungkinkan kita 

untuk menghindari refleksi palsu meskipun ketebalan lapisan terbatas. Selain itu, 

metode ini mudah diimplementasikan dalam metode elemen hingga maupun beda 

hingga untuk penyelesaian masalah diskritisasi. Misalkan Ω menjadi domain terikat 

dari ℝ2 pada arah x dan y memotong domain tak terbatas, seperti yang ditunjukkan 

pada gambar 2.7 Persegi panjang bagian dalam berisi kendala Ω dan domain fisik 

ΩF, yaitu subdomain yang ditempati oleh fluida yang mengelilingi.   
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Gambar 2. 7 PML Kartesian untuk domain 2D (Bermudez et al., 2006). 

Dalam kasus ini dipertimbangkan variabel absorbsi dalam PML yaitu 𝜎𝑥 dan 𝜎𝑦, 

masing-masing bekerja pada lapisan vertikal dan horizontal. Oleh karena itu 

gambar 2.7 digunakan untuk memperoleh solusi 𝑢(𝑥, 𝑦), dengan mengikuti 

persamaan (48): 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

−∆𝑢 − 𝑘2𝑢 = 0 𝑑𝑎𝑙𝑎𝑚 Ω𝐹 

−
1

𝛾𝑥

𝜕

𝜕𝑥
(
1

𝛾𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) −

1

𝛾𝑦

𝜕

𝜕𝑦
(
1

𝛾𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) − 𝑘2𝑢(𝑥, 𝑦) = 0   𝑑𝑎𝑙𝑎𝑚 Ω𝐴

𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 𝑔   𝑑𝑖 Γ

𝑢 𝑑𝑎𝑛 (
1

𝛾𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑣𝑥
+
1

𝛾𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑣𝑦
)      𝑙𝑎𝑛𝑗𝑢𝑡𝑎𝑛 𝑑𝑖 ΓI

𝑢 = 0   𝑑𝑖 ΓD

 (48) 

dimana  

𝛾𝑥(𝑥) = {
1,                                      𝑗𝑖𝑘𝑎 |𝑥| < 𝑎,

1 +
𝑖

𝜔
𝜎𝑥(|𝑥|),                    𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑎 ≤ |𝑥| < 𝑎∗,   

 

𝜎𝑥(𝑥) =
𝑐

𝑎∗ − 𝑥
 

dan 

𝛾𝑦(𝑦) = {
1,                                      𝑗𝑖𝑘𝑎 |𝑦| < 𝑏,

1 +
𝑖

𝜔
𝜎𝑦(|𝑦|),                    𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑏 ≤ |𝑦| < 𝑏∗,   

 

𝜎𝑦(𝑦) =
𝑐

𝑏∗ − 𝑦
 

 


