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ABSTRAK

Regresi Poisson digunakan untuk menjelaskan hubungan antara variabel respon
yang berupa data diskrit dan berdistribusi Poisson dengan variabel prediktor.
Regresi Poisson mengasumsikan nilai varians dan rata-rata dari variabel respon
mempunyai nilai yang sama (equidispersi). Akan tetapi, pada kenyataannya asumsi
tersebut seringkali tidak terpenuhi karena ditemukan nilai varians lebih besar
daripada nilai rata-ratanya yang disebut overdispersi. Masalah overdispersi dapat
diatasi menggunakan model regresi Poisson diperumum. Namun, tidak semua data
memiliki pola yang beraturan sehingga digunakan model regresi nonparametrik
Poisson diperumum dengan estimator spline truncated. Pada penelitian ini, estimasi
parameter dilakukan menggunakan metode maximum likelihood estimation dengan
algoritma Fisher scoring. Selanjutnya, model regresi nonparametrik Poisson
diperumum menggunakan estimator spline truncated diterapkan pada data jumlah
kematian bayi di Provinsi Sulawesi Selatan tahun 2017. Pemilihan titik knot
optimal menggunakan metode Generalized Cross Validation (GCV). Hasil yang
diperoleh adalah model terbaik terbentuk pada model regresi nonparametrik
Poisson diperumum menggunakan spline linier multiprediktor dengan satu titik
knot.

Kata kunci: Jumlah Kematian Bayi, Overdispersi, Regresi Nonparametrik Poisson
Diperumum, Spline Truncated, GCV.
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ABSTRACT

Poisson regression is used to explain the relation between response variables in the
form of discrete data and Poisson distributed with predictor variables. Poisson
regression assumes the variance value and the mean of the response variables have
the same value (equidispersion). However, in reality this assumption is often not
fulfilled because it is found that the variance value is greater than the mean which
is called overdispersion. The overdispersion problem can be solved by using a
generalized Poisson regression model. However, not all data have an orderly pattern
so that the generalized Poisson nonparametric regression model is used with the
truncated spline estimator. In this study, parameter estimation was carried out by
using the maximum likelihood estimation method with the Fisher scoring
algorithm. Furthermore, the generalized Poisson nonparametric regression model
with the spline truncated estimator is applied to the data on the number of infants
mortality in South Sulawesi Province in 2017. The selection of optimal knot points
uses the Generalized Cross Validation (GCV) method. The results showed that the
best model is formed by the generelized Poisson nonparametric regression model
using a multipredictor linear spline with one knot point.

Keywords: Number of Infants Mortality, Overdispersion, Generalized Poisson
Nonparametric Regression, Spline Truncated, GCV.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Analisis regresi adalah analisis yang digunakan untuk menjelaskan hubungan
antara variabel respon dan variabel prediktor, yang mana umumnya variabel respon
yang digunakan berupa data kontinu. Namun, dalam aplikasinya banyak ditemukan
penelitian yang menggunakan variabel respon berupa data diskrit. Seperti
penggunaan analisis regresi dalam menganalisis faktor-faktor yang mempengaruhi
jumlah kematian bayi, yang mana data tersebut adalah data jumlahan sehingga
tergolong ke dalam data diskrit. Long (1997) mengatakan apabila variabel respon
berupa data diskrit atau data cacah dan dianalisis menggunakan regresi linier maka
hasil estimasi yang diperoleh menjadi tidak efisien, tidak konsisten, dan berbias.
Salah satu analisis yang dapat digunakan untuk menganalisis variabel respon yang
berupa data diskrit adalah regresi Poisson. Regresi Poisson didapatkan dari data
yang berdistribusi Poisson, yaitu suatu distribusi untuk peristiwa yang probabilitas
kejadiannya kecil, yang mana kejadiannya tergantung pada interval waktu tertentu
atau di suatu daerah tertentu dengan hasil pengamatan berupa variabel diskrit dan
antar variabel saling independen (Walpole, 1992).

Regresi Poisson mengasumsikan nilai varians dan rata-rata dari variabel
respon mempunyai nilai yang sama (equidispersi). Akan tetapi, pada kenyataannya
asumsi tersebut banyak yang tidak terpenuhi pada data rill, misalnya ditemukan
kondisi nilai varians lebih besar daripada nilai rata-ratanya (overdispersi).
Penggunaan regresi Poisson pada data yang mengalami overdispersi kurang akurat,
karena akan mengakibatkan underestimate pada standard error dan signifikansi
dari parameter regresi menjadi overstate sehingga kesimpulan terhadap model tidak
valid (Ismail dan Jemain, 2007).

Salah satu model regresi yang dapat digunakan untuk mengatasi masalah
overdispersi adalah model regresi Poisson diperumum. Wang dan Famoye (1997)
menggunakan Poisson diperumum dalam memodelkan kemakmuran rumah tangga
yang melanggar asumsi equidispersi. Ismail dan Jemain (2005) membandingkan

model regresi Poisson dan regresi Poisson diperumum pada data pengklasifikasian

1
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risiko di bidang asuransi. Putra, dkk (2013) mengaplikasikan regresi Poisson
diperumum untuk mengatasi pelanggaran asumsi equidispersi pada data jumlah
siswa SMA/SMK vyang tidak lulus UN tahun 2012. Umami, dkk (2013)
memodelkan angka kematian bayi di Jawa Tengah tahun 2007 menggunakan
regresi Poisson diperumum. Semua penelitian tersebut menggunakan pendekatan
regresi parametrik, yaitu pendekatan yang digunakan untuk bentuk kurva regresi
diketahui. Namun, pada kenyataannya seringkali hubungan antara variabel
prediktor dan variabel respon tidak mengikuti pola tertentu tetapi cenderung tidak
beraturan sehingga pendekatan parametrik kurang tepat digunakan. Pada kondisi
ini pendekatan nonparametrik menjadi alternatif pilihan.

Regresi nonparametrik merupakan pendekatan yang tidak mengasumsikan
bentuk kurva regresi seperti pada regresi parametrik karena data diharapkan
mencari sendiri estimasi kurvanya tanpa ada pengaruh faktor subjektivitas dari
perancang penelitan (Eubank, 1988). Salah satu regresi nonparametrik yang sering
digunakan adalah regresi spline truncated. Spline truncated dalam regresi
nonparametrik mempunyai sifat fleksibel dan mempunyai kemampuan
mengestimasi perilaku data yang cenderung berbeda pada interval yang berlainan
(Eubank, 1999 dan Budiantara, 2005). Pendekatan spline truncated mempunyai
keunggulan dalam mengatasi pola data yang menunjukkan naik atau turun yang
tajam dengan bantuan titik-titik knot, serta kurva yang dihasilkan relatif mulus
(Hardle, 1990). Hurley, dkk (2005) membandingkan model regresi polinomial biasa
dengan model regresi spline truncated pada data simulasi dengan struktur data yang
berbeda (linier, kuadratik, kubik, dan pola data lainnya). Bintariningrum dan
Budiantara (2014) memodelkan angka kelahiran kasar menggunakan metode
regresi nonparametrik spline truncated. Dukalang (2017) memodelkan jumlah
kematian bayi dengan menggunakan pendekatan regresi spline adaptif multivariat.
Sitanggang, dkk (2018) menggunakan regresi nonparametrik spline truncated
untuk mengetahui faktor-faktor yang mempengaruhi persentase peserta aktif KB
suntik.

Dalam penelitian ini, penulis akan mengkaji lebih lanjut hasil penelitian yang
telah dilakukan oleh Jao (2020) pada data jumlah kematian bayi di Provinsi

Sulawesi Selatan. Pada penelitian tersebut, peneliti tidak memperhatikan asumsi
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equidispersi. Oleh karena itu, dalam penelitian ini asumsi equidispersi akan
diperhatikan dengan menggunakan regresi Poisson diperumum sebagai
perkembangan dari regresi Poisson dalam mengatasi masalah pelanggaran
equidispersi dengan menggunakan estimator spline truncated. Berdasarkan uraian
tersebut, penulis akan melakukan penelitian dengan judul “Estimasi Model
Regresi Nonparametrik Poisson Diperumum Menggunakan Estimator Spline

Truncated”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka permasalahan yang

akan dibahas dalam penelitian ini adalah:

1. Bagaimana estimasi parameter model regresi nonparametrik Poisson
diperumum menggunakan estimator spline truncated yang bersesuaian
dengan data jumlah kematian bayi di Provinsi Sulawesi Selatan?

2. Bagaimana penerapan model regresi nonparametrik Poisson diperumum
menggunakan estimator spline truncated pada data jumlah kematian bayi di

Provinsi Sulawesi Selatan?

1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah dalam penelitian ini adalah:

1. Data yang digunakan adalah jumlah kematian bayi di Provinsi Sulawesi
Selatan tahun 2017 yang diperinci berdasarkan 24 kabupaten/kota.

2. Pemilihan titik knot optimal menggunakan metode Generalized Cross
Validation (GCV).

3. Jumlah titik knot yang dicobakan adalah 1-2 titik knot dengan orde dibatasi
pada penggunaan 1-2 orde.

4.  Pada penelitian ini diasumsikan tidak terjadi korelasi antara variabel

prediktor.
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Tujuan Penelitian

Berdasarkan latar belakang dan rumusan masalah yang telah diuraikan, tujuan

dari penelitian ini adalah:

1.

1.5

Memperoleh estimasi parameter model regresi nonparametrik Poisson
diperumum menggunakan estimator spline truncated yang bersesuaian
dengan data jumlah kematian bayi di Provinsi Sulawesi Selatan.

Memperoleh model regresi nonparametrik Poisson diperumum menggunakan
estimator spline truncated pada data jumlah kematian bayi di Provinsi

Sulawesi Selatan.

Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:
Memberikan wawasan keilmuan yang lebih khusus kepada penulis tentang
pemodelan regresi nonparametrik untuk data diskrit yang mengalami masalah
overdispersi.

Memberikan informasi kepada pemerintah untuk menetapkan kebijakan

dalam rangka mengatasi jumlah kematian bayi di Provinsi Sulawesi Selatan.
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BAB I1
TINJAUAN PUSTAKA

Generalized Linear Model

Generalized Linear Model (GLM) merupakan perluasan dari model regresi

ketika variabel respon mengikuti distribusi keluarga eksponensial yaitu normal,

binomial, Poisson, geometrik, binomial negatif, eksponensial, dan gamma.

McCullagh dan Neldar (1989) menyatakan ada tiga komponen utama dalam GLM,

yaitu:
1.

Komponen acak, yaitu suatu komponen yang mengidentifikasi distribusi dari
variabel respon (YY) berasal dari keluarga eksponensial. Menurut Dobson
(2002), suatu variabel acak Y merupakan anggota keluarga distribusi
eksponensial jika dapat dinyatakan dalam fungsi peluang berikut:
f) = s(»)t(6)e*@P®

= exp [a(y)b(0) + c(6) + d(¥)] (2.1)
dengan a(.), b(.), s(.), t(.) adalah fungsi yang diketahui, s(y) = exp d(y),
t(8) = exp c(0) dan 0 adalah parameter. Distribusi Poisson memiliki fungsi
peluang yang dapat dinyatakan sebagai berikut:

e 1)y

oI ==

(52

= exp{ln(e‘lly) — ln(y!)}
= exp{ln(/lye"l) — ln(y!)}
=exp{(yInA—21) —Iny!}
dengan a(y) =y c(@) =-21
b(6) =InA d(y) = —Iny!
Distribusi Poisson merupakan anggota dari distribusi keluarga eksponensial.

Hal ini dibuktikan dari fungsi massa peluang distribusi Poisson memenuhi

Persamaan (2.1).
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2. Komponen sistematik, yaitu hubungan dari sebuah vektor prediktor linier
(1, M2, -, Nn] Untuk menjelaskan variabel-variabel yang berhubungan dalam

sebuah model linier.

N =Po+ 2?:1 Bjxji , i=12,..,n (2.2)
atau dalam notasi matriks dapat ditulis
n=Xp

dengan n adalah vektor berukuran n x 1 dari observasi, X adalah matriks
berukuran n X ¢ yang elemennya terdiri dari variabel prediktor, g adalah
vektor berukuran ¢ x 1 yang elemennya terdiri dari parameter regresi, dengan
¢ = p + 1 (Agresti, 2002).

3. Fungsi penghubung (link function), yaitu fungsi yang menghubungkan
ekspektasi dari variabel respon (Y) dengan variabel-variabel prediktor
melalui persamaan linier. Misalkan A; = E(Y;),i = 1,2, ...,n, fungsi untuk
menghubungkan A; dengan n; adalah g(.) sehingga g(4;) = n;. Fungsi
penghubung g(.) menghubungkan E (Y;) dengan variabel prediktor, yaitu:

g) = Bo+ X5 Bixji, i =12,.,1m (2.3)

2.2 Regresi Poisson

Regresi Poisson didapatkan dari data yang berdistribusi Poisson, yaitu suatu
distribusi untuk peristiwa yang probabilitas kejadiannya kecil, yang mana
kejadiannya tergantung pada interval waktu tertentu atau di suatu daerah tertentu
dengan hasil pengamatan berupa variabel diskrit dan antar variabel saling
independen (Walpole, 1992). Menurut Cameron dan Trivedi (1998), suatu variabel
acak Y yang bertipe diskrit akan mengikuti distribusi Poisson dengan fungsi massa
peluang sebagai berikut:

fylA) =
dan E(Y) = A, Var(Y) = A

Untuk mengetahui suatu data berdistribusi Poisson atau tidak, dapat

e~y

Y =012,.;1>0 (2.4)

dilakukan menggunakan uji Kolmogorov-Smirnov dengan statistik uji sebagai
berikut:
Dhitung = maklen(Y) - FO(Y)l (2.5)
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dengan:
Fy(Y) = fungsi distribusi kumulatif yang dihipotesiskan
E,(Y) = fungsi distribusi kumulatif yang diamati

Kriteria pengujiannya yaitu tolak H, apabila Dpipyng > Digper (@) atau nilai
signifikansi < «a.

Regresi Poisson adalah salah satu metode yang digunakan untuk memodelkan
hubungan fungsional antara variabel respon yang diasumsikan berdistribusi Poisson
dengan parameter Adan variabel prediktor. Misalkan y,,y,,...,y, adalah n

pengamatan yang saling bebas dan bersesuaian dengan variabel bebas x;, x5, ..., x,

dengan x; = [1,x1i,x2i, ...,xpl-]T, maka regresi Poisson dapat dinyatakan sebagai
berikut:
EY) =X =x{p (2.6)

dengan B = [Bo, By, ...,Bp]T.

Regresi Poisson menggunakan GLM agar modelnya dapat digunakan dalam
data pengamatan, yang mana variabel responnya tidak mengharuskan berdistribusi
normal. Dalam GLM, terdapat sebuah fungsi g(.) yang menghubungkan rata-rata

dari variabel respon dengan variabel prediktor, yaitu
P
g) = P +Z_ 1ﬁjxji, i=12,..,n
]:

g() =x[B
Selanjutnya hubungan antara rata-rata dari variabel respon dan variabel prediktor
dapat dinyatakan sebagai berikut:
Ai=g7"(A) =g~ (x(B)

Model regresi Poisson menggunakan fungsi penghubung logaritma natural,
karena rata-rata dari variabel responnya akan berbentuk fungsi eksponensial dan
menjamin bahwa nilai variabel yang diestimasi dari variabel responnya akan
bernilai non-negatif. Rata-rata dari variabel respon dan variabel prediktor yang
dihubungkan dengan fungsi penghubung tersebut berbentuk sebagai berikut:

g) =In; = x[B
A= exp(xiTﬂ) (2.7)
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Terdapat asumsi yang harus dipenuhi pada model regresi Poisson yaitu variabel
respon harus berbentuk diskrit dan equidispersi yaitu nilai varians dan nilai rata-
rata dari variabel respon Y; memiliki nilai yang sama, sehingga dapat dinyatakan
sebagai berikut:
E(Y;) = Var(Y;) = 2; = exp(x] B)

(Cameron dan Trivedi, 1998).

Berdasarkan Persamaan (2.7), fungsi massa peluang distribusi Poisson dapat
dituliskan sebagai berikut:
e—li(xfﬁ)gi(x{p)y"

yi!

dengan 2;(x! B) adalah rata-rata dari distribusi Poisson dan vektor g menunjukkan

filB) =

parameter regresi yang tidak diketahui. Oleh karena itu, model regresi Poisson
dengan fungsi penghubung logaritma natural dapat dituliskan sebagai berikut:

vi=A+¢, i=12,...,n

Vi = exp(xl-TB) +¢&,i=12,..,n (2.8)
dengan y; adalah variabel respon pada pengamatan ke-i, x7 adalah vektor yang
berukuran 1 x ¢ yang elemennya terdiri dari variabel prediktor, B adalah vektor
yang berukuran ¢ X 1 yang elemennya terdiri dari parameter regresi, dan ¢; adalah
error acak pada pengamatan ke-i (Cahyandari, 2014).

Pendugaan parameter regresi Poisson dilakukan dengan menggunakan
penduga kemungkinan maksimum (maximum likelihood estimation). Fungsi
logaritma natural likelihood dari distribusi Poisson adalah

InL(Bly;) = Xiq[yix] B — exp(x] B) — In(y;1)] (2.9)

Dengan memaksimumkan model pada Persamaan (2.9), akan diperoleh
penaksir maximum likelihood, yaitu melalui turunan pertama terhadap B yang
disamakan dengan nol pada Persamaan (2.10) dan diselesaikan dengan suatu

metode iterasi.

dlnlL i
% =Y, x.exp(x]B) + Xy yix; = 0
dlnL i
B - 3+ Sy = 0
dlnL i
n a(flyl) =Y x (i —A) =0 (2.10)
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dengan A; = exp(xiTﬂ). Persamaan (2.10) dapat dituliskan dalam bentuk matriks

sebagai berikut:

B — xy - =0 (2.11)
2.3 Overdispersi

Menurut Cameron dan Trivedi (1998) dalam model regresi Poisson terdapat
asumsi yang harus dipenuhi, yaitu variabel respon harus berdistribusi Poisson.
Karakteristik distribusi Poisson adalah equidispersi yaitu nilai variansi sama dengan
nilai rata-rata. Namun, seringkali terjadi pelanggaran asumsi tersebut karena nilai
variansi lebih besar dari nilai rata-rata atau disebut overdispersi. Jika terjadi
overdispersi pada data, maka model regresi Poisson kurang akurat dalam
pemodelan data karena mengakibatkan underestimate pada standard error dan
signifikansi dari parameter regresi menjadi overstate sehingga kesimpulan terhadap
model tidak valid (Ismail dan Jemain, 2007).

Cameron dan Trivedi (1998) mengatakan ada atau tidaknya overdispersi
dapat dilihat dari nilai deviance yang dibagi dengan derajat bebasnya. Nilai
deviance adalah nilai logaritma natural dari uji rasio likelihood, vaitu
membandingkan current model-nya dan saturated model-nya yang dituliskan
sebagai berikut (McCullagh dan Nelder, 1989):

¢== (2.12)
L(v:,V;
D =2In @yﬂ
L(A:v:)
D=zzﬁ4%h(%) (2.13)

dengan, db = n — ¢, n merupakan banyaknya pengamatan, ¢ = p + 1 merupakan
banyaknya parameter, dan D adalah nilai deviance. Jika nilai statistik uji

overdispersi (¢) lebih dari 1 maka dapat disimpulkan data mengalami overdispersi.

2.4 Regresi Poisson Diperumum

Regresi Poisson tidak tepat digunakan dalam memodelkan data yang
mengalami overdispersi atau underdispersi. Oleh karena itu, perlu dilakukan
pendekatan dengan model regresi yang lebih tepat. Consul dan Jain (1973)

mengusulkan suatu distribusi lain sebagai alternatif dari distribusi Poisson yang

9
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disebut distribusi Poisson diperumum. Keunggulan distribusi ini adalah dapat
digunakan pada data diskrit yang mengalami overdispersi, underdispersi ataupun
equidispersi.

Famoye, dkk (2004) mendefinisikan fungsi peluang distribusi Poisson

diperumum sebagai berikut:

2 \Y (A+ey)y1 -A(1+¢y)
f(ylll' (p) = (1+<M) (pyji €Xp (T;{y)'y =012,.. (2.14)

Distribusi Poisson diperumum memuat parameter dispersi yaitu ¢. Ketika ¢ = 0
maka Persamaan (2.14) akan tereduksi menjadi fungsi distribusi Poisson. Hal ini
menunjukkan bahwa distribusi Poisson diperumum merupakan perluasan dari
distribusi Poisson. Ketika ¢ > 0 maka terjadi overdispersi dan ketika ¢ < 0 maka
terjadi underdispersi (Famoye, 1993). Rata-rata dan variansi dari distribusi Poisson
diperumum adalah sebagai berikut (Famoye dkk., 2004):

E(Y) =AdanVar(Y) = 2(1 + @A)? (2.15)

Model regresi Poisson diperumum dapat dituliskan sebagai berikut (Ismail
dan Jemain, 2007):

yi=A+e, i=12,..,n (2.16)
dengan A; = exp(xfB).

Estimasi parameter pada model regresi Poisson diperumum dapat dilakukan
dengan menggunakan metode Maximum Likelihood Estimation (MLE), yaitu
dengan memaksimumkan model fungsi logaritma natural likelihood. Fungsi
logaritma natural likelihood dari regresi Poisson diperumum dapat dituliskan

sebagai berikut:

InL(B, ply) = Xiza [yi In (%) + (i — D1+ oy) —

in(y!) + (2eLie0)| (2.17)

Dengan memaksimumkan model logaritma natural likelihood pada
Persamaan (2.17) diperoleh penaksir maximum likelihood untuk g dan ¢ sebagai

berikut:

alnL(B, ¢ly;)
op

T T
_yn . T _yn Yiexi exp(x;B)
= Li=1)i xi Zi:l 1+<pexp(xiTﬁ)
T T T T p\12 ...T
+Z?=1(1 " <pyi) —x; exp(x; [2)[1+(pexp(xl-[3)]+£exp(xi B)] ox; -0 (218)
[1+¢ exp(x{ B)]

10
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dan
omL(B, @IYi) _ _yn _viexp(x[B) n Yii-D
1Y) - =1 1+(pexp(xz/3)+2i=1 1+Qy; t
T Tp\_v.
n 2R PP p) ) (2.19)
(1+¢ exp(x; B))

Persamaan (2.18) dan (2.19) memperlihatkan bahwa turunan pertama dari model
fungsi logaritma natural likelihood pada estimasi parameter menggunakan metode
maximum likelihood estimation berbentuk implisit dan sulit diatasi secara analitik,
sehingga diperlukan suatu metode iterasi untuk memperoleh estimasi parameter

model regresi Poisson diperumum.

2.5 Regresi Spline Truncated

Regresi nonparametrik merupakan suatu metode statistika yang digunakan
untuk mengetahui hubungan antara variabel respon dan prediktor yang tidak
diketahui bentuk fungsinya, hanya diasumsikan fungsi mulus (smooth) dalam arti
termuat dalam suatu ruang fungsi tertentu. Berdasarkan pendekatan nonparametrik,
data diharapkan mencari sendiri bentuk estimasinya dengan demikian pendekatan
nonparametrik memiliki fleksibilitas yang tinggi (Eubank, 1988). Secara umum
bentuk model regresi nonparametrik dapat ditulis sebagai berikut (Eubank, 1988
dan Wahba, 1990):

yi=f(x)+e¢g,i=12,..,n (2.20)
dengan:
Vi = variabel respon pada pengamatan ke-i
f(x;) = fungsiyang tidak diketahui bentuknya
X; = variabel prediktor pada pengamatan ke-i
& = error acak pada pengamatan ke-i

Salah satu regresi nonparametrik yang sering digunakan adalah regresi spline
truncated. Eubank (1988) menyatakan spline truncated merupakan potongan
(piecewise) polinomial yang memiliki sifat tersegmen kontinu sehingga efektif
menjelaskan karakteristik lokal dari fungsi data. Pendekatan spline truncated
mempunyai keunggulan dalam mengatasi pola data yang menunjukkan naik atau
turun yang tajam dengan bantuan titik-titik knot, serta kurva yang dihasilkan relatif

mulus. Titik knot merupakan titik perpaduan bersama yang menunjukkan pola

11
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perilaku fungsi spline pada selang yang berbeda. Titik knot diambil pada selang
a<K, <K, < <K, <b, yang mana a adalah nilai minimum dan b adalah
nilai maksimum dari suatu data (Hardle, 1990).

Fungsi spline truncated berorde m dengan titik-titik knot K, K, ..., K,
didefinisikan sebagai sembarang fungsi f yang disajikan dalam bentuk (Eubank,
1988):

fC) = 2o Buxt + Xhe B (6 — KT (2.21)

dengan fungsi truncated

(.X'—Kk)m » Xi ZKk
J— m — l i
(x Kk) {0 y X < Kk

dan (x; — K )T adalah fungsi potongan polinomial tersegmen yang kontinu.
Jika Persamaan (2.21) disubtitusikan ke dalam Persamaan (2.20) maka akan

diperoleh model regresi nonparametrik spline keluarga polinomial truncated orde
ke-m dan r titik knot dengan satu variabel prediktor sebagai berikut:

Vi = 2o Buxi + Ti=1 Bmer (i — KT + & (2.22)
dengan g adalah parameter, m adalah derajat polinomial, K;, adalah titik knot ke-k
dengan k = 1,2, ..., r, dan g; adalah error acak pada pengamatan ke-i dengan i =
1,2, ...,n. Sedangkan bentuk umum regresi spline truncated multiprediktor berorde
m dengan r titik knot dapat diberikan pada persamaan berikut:

=20 f(x) + i (2.23)
dengan,

m
f(le) .8]0 + Z 1.311 ; T Zk 1.B](m+k)(le - Kjk)+ ] = 1,2, Ty 4 (2-24)
Secara umum model regresi spline truncated orde ke-m dan r titik knot

dengan multiprediktor dapat ditulis sebagai berikut:
.80 + Z] 12 1ﬁ]l ; Tt Z] 12]{ 1ﬁ}(m+k)(x]l - Kjk):_n + &ji (2-25)

dengan, B, = X¥_; Bjo

m
(5 — )™ {(le — K)o = K
] ] iji < vak
Model regresi nonparametrik pada Persamaan (2.20) dapat dituliskan dalam

bentuk matriks sebagai berikut:
f(x) €1
(xz) 8_2

f (xn) &n

12
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Apabila model regresi nonparametrik spline truncated pada Persamaan (2.22)
disajikan dalam bentuk matriks, diperoleh:

By
B
Y1 T oxg o xg" G — KDY G —K)F - (o —K)Y : &
Y| _ |1 %2 o % (= KDT (- K)Y - (= KIF|| Pm 4|
: P o : ; ; Brs| T
Yn 1 %, - x;;n (xn - Kl)T (xn - KZ)T (xn - Kr)T Bm+2 €n
'ﬁm+r'

atau dapat ditulis dalam notasi matriks, menjadi:

y = X[Ky, Ky, .., K/ 1B + € (2.26)
Model regresi spline truncated multiprediktor pada Persamaan (2.25) dalam notasi
matriks dapat dituliskan sebagai berikut:

y = X;|Ki1, Kz, . Ky | Bj + € (2.27)
Estimasi parameter B; dapat diperoleh dengan menggunakan metode Kkuadrat

terkecil, yaitu dengan meminimumkan jumlah kuadrat error sebagai berikut:

81 T
min {eT&}
BeRP(m‘H’) BeRp(m+r)

min_{e"e} = (-8 K, . pr]ﬁj) (y—Xj[KnJ(jz'---'Kpr]ﬂj)}

[;ERP(WHT) I;ERp(m+r)
Misalkan Kj, = [Kj1, Kj,, ..., Kpy] maka penyajian matriks diberikan sebagai

berikut:

n
z & =¢le
i=1

= (= XK1, Ko Kpr1B)) (v = X[, K <, Ky 1B))

= (v - X, [K18) (v - X,[K18))

=y"y — 287 X] [Kj|y + BT X] [Ki | X; | K | B (2.28)
Selanjutnya, Persamaan (2.28) diturunkan terhadap vektor [)’JT- dan disamakan

dengan nol, maka diperoleh:

oeTe  d(y"y — 2B} X] [Kpl|y + B} X [Kii | X;[Kii|B;)
By Bj

—2X] [Kji |y + 2X] [Ke ] X;[ K] B; = 0
X] [K )X (K 1B = X] [Kine]y

13
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B; = (X] (K] X;[K3]) " XT [Kiuy (2.29)
dengan:
X[ K| = X;[Kj1, Kjz, -, Kipr]
Akibatnya estimasi untuk kurva regresi f(xﬁ) diberikan oleh (Hidayat, 2017):
K] (i) = FLKe] (x72) = X;[ K] B
FL1 (o) = X5 [k (KT [ X [ K3 ]) ™ X [ K]y
K] () = A[Kji]y (2.30)
dengan, A[Kp.] = X;[Kii] (X7 [Kie ) X;[Kii])~ X7 [K;] dan X;[K; | adalah matriks
dari model yang bergantung pada titik knot dan [Kj| = [Kjy, K}z, ..., Kpy] adalah
titik knot.

2.6 Pemilihan Titik Knot Optimal

Salah satu langkah penting dalam pemodelan regresi nonparametrik spline
truncated adalah memilih titik knot yang optimal. Jika titik knot besar maka
estimasi dari fungsi yang didapat akan semakin mulus namun kemampuan
memetakan datanya kurang baik. Sebaliknya, jika titik knot terlalu kecil maka
estimasi fungsi yang didapat akan lebih kasar (undersmoothing). Oleh karena itu,
diperlukan titik knot yang optimal (Nurcahayani dkk., 2019). Budiantara, dkk
(2009) mengatakan salah satu metode yang sering digunakan dalam memilih titik
knot optimal adalah Generalized Cross Validation (GCV). Titik knot optimal
diperoleh dengan melihat nilai GCV dari masing-masing orde dan titik knot
kemudian dipilih dari nilai GCV[Kjk] yang paling minimum. Menurut Wu dan Zang

(2006), metode GCV dapat dituliskan sebagai berikut:
GCV|[K; | = 2 EmiI0” (2.31)

(n~ter[1-a[Kk i)

dengan, A[Ky] = X;[Kye] (X7 (K3 ] X [K3e]) ™ X7 [

2.7 Metode Maximum Likelihood Estimation
Metode Maximum Likelihood Estimation (MLE) dapat digunakan untuk
mengestimasi parameter suatu model yang diketahui fungsi peluangnya. Misalkan

14
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Y1, Ys, ..., Yy, adalah sampel acak dari populasi dengan fungsi peluang f(y|8) yang
bergantung pada @ = B, ¢ dengan 6 adalah parameter yang tidak diketahui. Karena
Y., Y,, ..., Y, saling bebas, maka fungsi peluang bersama dari Y;,Y,, ..., Y, dapat
dinyatakan sebagai berikut:
fOLy2 o ¥nl0) = fF(y110) - f(210) - ... f(y,]0)
Fungsi likelihood didefinisikan sebagai fungsi peluang bersama dari Y3, Y;, ..., Y,
yang dianggap sebagai fungsi dari 8 yang dituliskan sebagai L(8]y), yaitu:
LOly) = f(y1,¥2, -, ¥l 6)
LOly) = f(r116) - f(7210) - ... f(yu]0) = [Ti=1 f(:l@)  (2.32)
Estimator maximum likelihood 8 adalah nilai @ yang memaksimumkan fungsi
likelihood L(@|y). Namun, lebih mudah bekerja dengan logaritma natural dari
fungsi likelihood, yaitu [(8]y) = In L(8]|y). Karena fungsi logaritma natural adalah
fungsi yang monoton naik, maka nilai yang memaksimumkan fungsi ([(@]y) sama
dengan memaksimumkan fungsi L(@|y) sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:
[(8ly) = InL(68ly)
[(@ly) = In[[i=, f(v:l0)] = Xi=1In f(y:10) (2.33)
Untuk memperoleh nilai & yang memaksimumkan fungsi [(6]y), maka [(8]y)
diturunkan terhadap @ dan kemudian menyamakannya dengan nol seperti pada
Persamaan (2.34) berikut (Hogg dkk., 2013).

I(oly) = 20 (2.:34)

2.8 Algoritma Fisher Scoring

Algoritma adalah prosedur komputasi yang mana mengambil sebuah nilai
atau menentukan nilai sebagai input dan menghasilkan beberapa nilai sebagai
output (Cormen dkk., 2011). Algoritma Fisher scoring adalah salah satu bentuk
pengembangan dari algoritma Newton Raphson dengan mengganti matriks Hessian

dengan matriks informasi. Rumus perulangan Fisher scoring adalah
9D = 9O 4 1(6®) 1 (9®) (2.35)
dengan I® adalah taksiran ke-t dari matriks informasi yang diamati. Matriks

informasi adalah negatif dari nilai ekspektasi matriks turunan kedua fungsi
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2*1(0]y)
20067

logaritma natural likelihood yaitu I = —E( ) yang berukuran (p + 1) X

(p+1).
Adapun langkah-langkah dalam algoritma Fisher scoring adalah sebagai
berikut:
a. Menentukan nilai awal 8.
b. Menentukan I'(6®)) dan 1(8®).
c. Menghitung estimator parameter untuk t = 0,1,2, ... dengan menggunakan
Persamaan (2.35).
d. Mengulangi iterasi sampai diperolen nilai yang konvergen, vyaitu

|0+ — 9®| < € dengan € adalah konstanta positif yang ditentukan.

2.9 Jumlah Kematian Bayi

Jumlah kematian bayi adalah jumlah kematian yang terjadi saat bayi lahir
hingga bayi belum berusia tepat satu tahun. Banyak faktor yang dikaitkan dengan
kematian bayi. Secara garis besar, dari sisi penyebabnya, kematian bayi ada dua
macam yaitu endogen dan eksogen. Kematian bayi endogen atau yang biasa disebut
dengan kematian neonatal adalah kematian bayi yang terjadi pada bulan pertama
setelah dilahirkan, dan umumnya disebabkan oleh faktor-faktor yang dibawa anak
sejak lahir, yang diperoleh dari orang tuanya pada saat konsepsi atau didapat selama
kehamilan. Sedangkan kematian bayi eksogen atau kematian post neonatal adalah
kematian bayi yang terjadi setelah usia satu bulan sampai menjelang usia satu tahun
yang disebabkan oleh faktor-faktor yang berkaitan dengan pengaruh lingkungan
luar (Dinkes, 2018).

Jumlah kematian bayi merupakan indikator yang mengukur derajat kesehatan
serta indikator yang menilai tingkat kesejahteraan suatu bangsa. Keadaan gizi
merupakan salah satu penyebab dasar kematian bayi dan anak. Gizi buruk
seringkali disertai penyakit seperti TB, ISPA, diare, dan lain-lain. Dalam Profil
Kesehatan Indonesia dijelaskan bahwa penyebab kematian bayi yang terbanyak
disebabkan oleh pertumbuhan janin yang lambat, kekurangan gizi pada janin,

kelahiran prematur dan berat badan lahir rendah (Dinkes, 2018).
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