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ABSTRAK 

Dimisalkan 𝑅𝑅 merupakan sebuah gelanggang dengan elemen satuan, 𝜎𝜎 
merupakan suatu endomorfisma gelanggang pada 𝑅𝑅, dan 𝛿𝛿 merupakan suatu 𝜎𝜎-
derivatif. Gelanggang polinom miring atas 𝑅𝑅 dengan peubah tak diketahui 𝑥𝑥 
disimbolkan dengan 𝑅𝑅[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿] memiliki aturan perkalian 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜎𝜎(𝑥𝑥)𝑥𝑥 + 𝛿𝛿(𝑥𝑥) 
yang menyebabkan gelanggang ini menjadi nonkomutatif. Meskipun gelanggang 
polinom miring nonkomutatif, namun di dalamnya terdapat suatu himpunan 
bagian yang anggotanya komutatif dengan setiap anggota gelanggang polinom 
miring lainnya yang dikenal sebagai pusat. 

Di dalam penelitian ini akan ditemukan pusat dari gelanggang polinom 
miring atas barisan bilangan riil. Langkah pertama dalam penelitian ini adalah 
mengkonstruksi gelanggang barisan bilangan riil berhingga yang disimbolkan 
dengan 𝑅𝑅𝑆𝑆 dan menemukan 𝜎𝜎 dan 𝛿𝛿 pada 𝑅𝑅𝑆𝑆. Setelah itu dengan menggunakan 
𝑅𝑅𝑆𝑆 bersama dengan 𝜎𝜎 dan 𝛿𝛿 untuk mengkonstruksi gelanggang polinom miring 
atas 𝑅𝑅𝑆𝑆 yang dinotasikan dengan 𝑅𝑅𝑆𝑆[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿]. Kemudian akan ditentukan rumus 
𝑥𝑥𝑘𝑘𝑥𝑥 dengan 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑆𝑆 yang akan digunakan untuk memudahkan tahap selanjutnya 
yaitu menentukan pusat dari 𝑅𝑅𝑆𝑆[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿]. 
 

Kata Kunci: Pusat, Gelanggang Polinom Miring, Barisan Bilangan Riil  

  Berhingga, Hasil Kali Cauchy. 
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ABSTRACT 

Let 𝑅𝑅 be a ring with unity, 𝜎𝜎 be a ring endomorphism on 𝑅𝑅, and 𝛿𝛿 be a 𝜎𝜎-
derivative on 𝑅𝑅. Skew polynomial ring over 𝑅𝑅 with indeterminate 𝑥𝑥 denoted by 
𝑅𝑅[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿] has multiplication rule 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜎𝜎(𝑥𝑥)𝑥𝑥 + 𝛿𝛿(𝑥𝑥) that caused this ring to 
become noncommutative. Even though the skew polynomial ring is 
noncommutative, there is a subset inside the skew polynomial ring with its 
elements commutative with other elements of the skew polynomial rings known 
as a center. 

In this research, the center of the skew polynomial ring over finite 
sequence of real numbers will be determined. The first step in this research is to 
construct the ring of finite sequence of real numbers which is denoted by 𝑅𝑅𝑆𝑆 and 
find 𝜎𝜎 and 𝛿𝛿 on 𝑅𝑅𝑆𝑆. Afterward with using 𝑅𝑅𝑆𝑆 together with 𝜎𝜎 and 𝛿𝛿 to construct 
the skew polynomial ring over 𝑅𝑅𝑆𝑆 which is denoted by 𝑅𝑅𝑆𝑆[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿]. Then the 
formula of 𝑥𝑥𝑘𝑘𝑥𝑥 with 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅𝑆𝑆 will be determined which will be used to facilitate 
the next step, which is to determine the center of 𝑅𝑅𝑆𝑆[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿]. 
 

Keywords: Center, Skew Polynomial Ring, Finite Sequence of Real Number,  

Cauchy Product.  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

Pada bab ini akan dibahas mengenai latar belakang, rumusan masalah 

penelitian, tujuan, batasan masalah, dan manfaat dari penelitian ini. 

 

1.1 Latar Belakang 

Dalam aljabar abstrak atau sering juga disebut sebagai aljabar modern 

dipelajari mengenai struktur aljabar seperti grup, gelanggang, dan lainnya. Di 

dalam grup dibahas mengenai sebuah himpunan yang dipasangkan dengan suatu 

operasi biner, sedangkan di dalam gelanggang dibahas mengenai sebuah 

himpunan yang dipasangkan dengan dua buah operasi biner. Dua operasi biner 

yang umum digunakan pada gelanggang berupa operasi penjumlahan (+) dan 

operasi perkalian (∙). 

Pada teori gelanggang dikenal konsep gelanggang komutatif, yaitu 

gelanggang yang setiap operasi perkalian dua anggota gelanggang tersebut 

bersifat komutatif (Shahriari, 2017). Apabila terdapat operasi perkalian dua 

anggota gelanggang yang tidak bersifat komutatif, maka gelanggang tersebut 

disebut dengan gelanggang nonkomutatif. Salah satu contoh gelanggang 

nonkomutatif adalah gelanggang polinom miring yang diperkenalkan pertama kali 

oleh Ore pada tahun 1933. Gelanggang polinom miring adalah gelanggang yang 

berisis himpunan polinom-polinom yang operasi perkaliannya tidak komutatif. 

Aturan perkalian pada gelanggang polinom miring adalah 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜎𝜎(𝑥𝑥)𝑥𝑥 + 𝛿𝛿(𝑥𝑥), di 

mana 𝜎𝜎 merupakan endomorfisma gelanggang dan 𝛿𝛿 merupakan 𝜎𝜎-derivatif. 

Gelanggang polinom miring dengan tumpuan gelanggang 𝑅𝑅 disertai dengan 𝜎𝜎 dan 

𝛿𝛿 disimbolkan dengan 𝑅𝑅[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿]. 

Salah satu contoh pengaplikasian gelanggang polinom miring adalah di 

bidang teori koding oleh Siap, Abualrub, Aydin, dan Seneviratne (2011). Dalam 

jurnalnya yang berjudul “Skew Cyclic Codes of Arbitrary Length”, gelanggang 

polinom miring dimanfaatkan untuk mempelajari kode siklik miring dengan 
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panjang sembarang yang merupakan jenis khusus dari kode linear yang 

dikonstruksi menggunakan gelanggang polinom miring. 

Gelanggang tumpuan sangat penting dalam mengkaji gelanggang polinom 

miring, sehingga banyak penelitian mengenai gelanggang polinom miring dengan 

berbagai macam gelanggang tumpuan. Seperti oleh Akalan, Aydoğdu, 

Marubayashi, Saraç, dan Ueda (2016) yang menggunakan gelanggang Herediter, 

Noether, dan Prim (HNP) sebagai gelanggang tumpuan. Pada kajian yang 

dilakukan oleh Amir, Djuddin, Bahri, Erawaty, dan Abdal (2017), diteliti struktur 

gelanggang polinom miring dengan menggunakan quaternion sebagai gelanggang 

tumpuannya. Di kesempatan lain, Amir, Erawaty, Bahri, Fadillah, dan Gormantara 

(2018) menggunakan coquaternion sebagai gelanggang tumpuan dalam kajiannya. 

Gelanggang nilpoten secara lokal juga telah digunakan sebagai gelanggang 

tumpuan oleh Chen, Hagan, dan Wang (2019). 

Banyak macam gelanggang lain dengan berbagai jenis himpunan dan 

operasi dapat digunakan sebagai gelanggang tumpuan. Himpunannya dapat 

berupa berbagai macam objek matematika seperti bilangan riil, bilangan 

kompleks, matriks, dan lain-lainnya. Barisan merupakan salah satu objek 

matematika yang umum dijumpai. Barisan dapat dipandang sebagai kumpulan 

objek yang disusun dengan urutan tertentu. Salah satu manfaat dari barisan adalah 

pada bidang pengolahan sinyal digital, di mana barisan dapat digunakan untuk 

merepresentasikan sinyal diskrit. Barisan bilangan riil berhingga merupakan 

contoh dari barisan. Himpunan barisan bilangan riil berhingga dengan dua operasi 

biner yang sesuai dapat membentuk suatu gelanggang yang bisa digunakan 

sebagai gelanggang tumpuan dari gelanggang polinom miring. 

Di dalam gelanggang polinom miring yang merupakan gelanggang 

nonkomutatif, terdapat himpunan bagian yang anggotanya bersifat komutatif 

dengan setiap anggota dari gelanggang polinom miring tersebut yang dikenal 

sebagai pusat. Pusat dari suatu gelanggang polinom miring menjadi salah satu 

topik pembahasan yang menarik dan penting perannya dalam membantu mengkaji 

gelanggang polinom miring tersebut secara keseluruhan (Amir, 2009). Oleh 

karena strukur dari suatu gelanggang polinom miring sangat dipengaruhi oleh 



  Universitas Hasanuddin 

3 

 

gelanggang tumpuan, 𝜎𝜎 yaitu endomorfisma gelanggang, dan juga 𝛿𝛿 yaitu 𝜎𝜎-

derivatif, sehingga pusat dari suatu gelanggang polinom miring juga akan sangat 

dipengaruhi oleh tiga hal tersebut. Maka gelanggang polinom miring dengan 

gelanggang tumpuan yang berbeda akan berkemungkinan memiliki pusat yang 

berbeda. 

Berdasarkan uraian di atas, penulis tertarik untuk mengkaji gelanggang 

polinom miring dengan gelanggang tumpuannya berupa gelanggang barisan, 

namun akan dibatasi pada barisan bilangan riil berhingga dengan fokus kajian 

pada pusat dari gelanggang polinom miring tersebut.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

Adapun rumusan masalah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana persamaan hasil perkalian polinom 𝑥𝑥𝑘𝑘 dengan anggota 

gelanggang barisan bilangan riil berhingga? 

2. Bagaimana pusat dari gelanggang polinom miring atas barisan 

bilangan riil berhingga? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Adapun tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Untuk menemukan persamaan hasil perkalian polinom 𝑥𝑥𝑘𝑘 dengan 

anggota gelanggang barisan bilangan riil berhingga. 

2. Untuk menemukan pusat dari gelanggang polinom miring atas barisan 

bilangan riil berhingga. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Penelitian ini hanya membahas persamaan hasil perkalian polinom 𝑥𝑥𝑘𝑘 

dengan elemen gelanggang barisan bilangan riil berhingga, serta pusat dari 

gelanggang polinom miring dengan gelanggang tumpuan yang digunakan berupa 

gelanggang yang terbentuk dari himpunan barisan bilangan riil berhingga dengan 

operasi penjumlahan barisan dan operasi hasil kali Cauchy barisan.  
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1.5 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi dalam 

perkembangan bidang ilmu matematika dan khususnya di bidang aljabar.  
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

Pada bab ini diberikan beberapa materi yang akan digunakan sebagai 

landasan teori dalam mengkaji karakteristik daerah komutatif pada gelanggang 

polinom miring atas barisan bilangan riil berhingga. Materinya berupa definisi dan 

konsep dari operasi biner, grup, gelanggang, gelanggang polinom miring, dan juga 

barisan. 

 

2.1 Operasi Biner 

Operasi biner sangat penting dalam membahas struktur aljabar seperti grup 

dan gelanggang. Pada sub bab ini akan dibahas mengenai definisi dari operasi 

biner. 

 

Definisi 2.1 

Misal 𝐺𝐺 merupakan suatu himpunan, maka operasi biner pada 𝐺𝐺 adalah 

sebuah fungsi dari 𝐺𝐺 × 𝐺𝐺 ke 𝐺𝐺 (Shahriari, 2017). 

 

2.2 Grup 

Grup merupakan dasar struktur aljabar lain yang lebih kompleks. Pada sub 

bab ini akan dibahas mengenai definisi dari grup. 

 

Definisi 2.2 

Grup (𝐺𝐺,∘) adalah sebuah himpunan tidak kosong 𝐺𝐺 dengan operasi biner 

∘ terdefinisi pada G sedemikian sehingga: 

a) Jika 𝑥𝑥, 𝑏𝑏 ∈ 𝐺𝐺, maka 𝑥𝑥 ∗ 𝑏𝑏 ∈ 𝐺𝐺, 

b) (𝑥𝑥 ∘ 𝑏𝑏) ∗ 𝑐𝑐 = 𝑥𝑥 ∘ (𝑏𝑏 ∘ 𝑐𝑐) untuk setiap 𝑥𝑥, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝐺𝐺, 

c) Terdapat sebuah elemen identitas 𝑒𝑒 ∈ 𝐺𝐺 sedemikian sehingga 𝑥𝑥 ∘ 𝑒𝑒 =

𝑒𝑒 ∘ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 untuk setiap 𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺, 
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d) Untuk setiap 𝑥𝑥 ∈ 𝐺𝐺 terdapat sebuah elemen invers 𝑥𝑥−1 ∈ 𝐺𝐺 

sedemikian sehingga 𝑥𝑥 ∘ 𝑥𝑥−1 = 𝑥𝑥−1 ∘ 𝑥𝑥 = 𝑒𝑒. (Shahriari, 2017) 

 

2.3 Gelanggang 

Gelanggang merupakan struktur aljabar yang lebih kompleks dari grup. 

Berbeda dengan grup yang merupakan struktur aljabar yang memiliki satu operasi 

biner, di dalam gelanggang terdapat dua operasi biner. Pada sub bab ini akan 

dibahas beberapa definisi terkait gelanggang. 

 

Definisi 2.3 

Gelanggang (𝑅𝑅, +,∙) adalah himpunan tidak kosong 𝑅𝑅 dengan dua operasi 

biner + dan ∙ terdefinisi pada 𝑅𝑅 sedemikian sehingga: 

a) Jika 𝑥𝑥, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅, maka 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅, 

b) 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 = 𝑏𝑏 + 𝑥𝑥 untuk setiap 𝑥𝑥, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅, 

c) (𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) + 𝑐𝑐 = 𝑥𝑥 + (𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) untuk setiap 𝑥𝑥, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅, 

d) Terdapat sebuah elemen 0𝑅𝑅 ∈ 𝑅𝑅 sedemikian sehingga 𝑥𝑥 + 0𝑅𝑅 = 0𝑅𝑅 +

𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 untuk setiap 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅, 

e) Untuk setiap 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 maka terdapat −𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 sedemikian sehingga 𝑥𝑥 +

(−𝑥𝑥) = (−𝑥𝑥) + 𝑥𝑥 = 0𝑅𝑅, 

f) Jika 𝑥𝑥, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅, maka 𝑥𝑥 ∙ 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅, 

g) 𝑥𝑥 ∙ (𝑏𝑏 ∙ 𝑐𝑐) = (𝑥𝑥 ∙ 𝑏𝑏) ∙ 𝑐𝑐, untuk setiap 𝑥𝑥, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅, 

h) 𝑥𝑥 ∙ (𝑏𝑏 + 𝑐𝑐) = (𝑥𝑥 ∙ 𝑏𝑏) + (𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐) dan (𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) ∙ 𝑐𝑐 = (𝑥𝑥 ∙ 𝑐𝑐) + (𝑏𝑏 ∙ 𝑐𝑐) 

untuk setiap 𝑥𝑥, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐 ∈ 𝑅𝑅. (Shahriari, 2017). 

 

Definisi 2.4 

Sebuah gelanggang (𝑅𝑅, +,∙) disebut sebagai gelanggang komutatif jika 

memenuhi 𝑥𝑥 ∙ 𝑏𝑏 = 𝑏𝑏 ∙ 𝑥𝑥 untuk setiap 𝑥𝑥, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 (Shahriari, 2017). 
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Definisi 2.5 

Sebuah gelanggang (𝑅𝑅, +,∙) disebut sebagai gelanggang dengan elemen 

satuan jika terdapat sebuah elemen 1𝑅𝑅 sedemikian sehingga memenuhi 𝑥𝑥 ∙ 1𝑅𝑅 =

1𝑅𝑅 ∙ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 untuk setiap 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 (Shahriari, 2017). 

 

Contoh 2.1 

Himpunan bilangan riil ℝ dengan operasi + (penjumlahan) dan ∙ (perkalian) 

membentuk gelanggang. Karena berlaku 𝑥𝑥 ∙ 𝑏𝑏 = 𝑏𝑏 ∙ 𝑥𝑥 untuk setiap 𝑥𝑥, 𝑏𝑏 ∈ ℝ maka 

(ℝ, +,∙) merupakan gelanggang komutatif. Diketahui juga terdapat elemen satuan 

terhadap operasi ∙ yaitu 1 di dalam ℝ sedemikian sehingga 1 ∙ 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 ∙ 1 = 𝑥𝑥 untuk 

setiap 𝑥𝑥 ∈ ℝ, maka (ℝ, +,∙) juga merupakan gelanggang dengan elemen satuan. 

 

Definisi 2.6 

Misal 𝑅𝑅 adalah sebuah gelanggang. Maka pusat dari 𝑅𝑅 dilambangkan 

dengan 𝑍𝑍(𝑅𝑅) didefinisikan sebagai 𝑍𝑍(𝑅𝑅) = {𝑟𝑟 ∈ 𝑅𝑅 | 𝑟𝑟𝑥𝑥 = 𝑥𝑥𝑟𝑟,∀𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅} (Amir et 

al., 2020). 

 

2.4 Homomorfisma Gelanggang 

Homomorfisma gelanggang merupakan suatu pemetaan antara dua buah 

gelanggang. Pada sub bab ini akan dibahas beberapa definisi terkait gelanggang 

berserta contohnya. 

 

Definisi 2.7 

Pemetaan 𝑓𝑓 dari gelanggang 𝑅𝑅 ke gelanggang 𝑆𝑆 merupakan 

homomorfisma gelanggang dari 𝑅𝑅  ke 𝑆𝑆 jika untuk setiap 𝑥𝑥, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 memenuhi 

a) 𝑓𝑓(𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑓𝑓(𝑏𝑏), 

b) 𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑏𝑏) = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑏𝑏). (Shahriari, 2017) 

 

Definisi 2.8 

Endomorfisma gelanggang merupakan homomorfisma gelanggang dari 

suatu gelanggang ke dirinya sendiri (Shahriari, 2017). 
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Contoh 2.2 

Himpunan semua matriks berukuran 2 × 2 dengan elemen bilangan riil 𝑀𝑀(ℝ)
2×2 =

��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� 𝑥𝑥, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ∈ ℝ� dengan operasi penjumlahan matriks (+) dan perkalian 

matriks (∙) membentuk gelanggang. Misalkan suatu pemeetaan 𝜎𝜎:𝑀𝑀(ℝ)
2×2 → 𝑀𝑀(ℝ)

2×2 

yang didefinisikan dengan 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� = � 𝑥𝑥 −𝑏𝑏

−𝑐𝑐 𝑑𝑑 �, untuk setiap �𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈

𝑀𝑀(ℝ)
2×2. Akan ditunjukkan 𝜎𝜎 merupakan suatu endomorfisma gelanggang. Terlebih 

dahulu akan ditunjukkan bahwa 𝜎𝜎 merupakan suatu homomorfisma gelanggang. 

Ambil sebarang 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑀𝑀(ℝ)
2×2, dengan 𝑥𝑥 = �𝑥𝑥 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑� dan 𝑦𝑦 = �𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ�. Perhatikan 

bahwa 

a) 𝜎𝜎(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) = 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� + �𝑒𝑒 𝑓𝑓

𝑔𝑔 ℎ�� 

= 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� + �𝑒𝑒 𝑓𝑓

𝑔𝑔 ℎ�� 

= 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 + 𝑒𝑒 𝑏𝑏 + 𝑓𝑓
𝑐𝑐 + 𝑔𝑔 𝑑𝑑 + ℎ�� 

= � 𝑥𝑥 + 𝑒𝑒 −(𝑏𝑏 + 𝑓𝑓)
−(𝑐𝑐 + 𝑔𝑔) 𝑑𝑑 + ℎ � 

= � 𝑥𝑥 + 𝑒𝑒 −𝑏𝑏 − 𝑓𝑓
−𝑐𝑐 − 𝑔𝑔 𝑑𝑑 + ℎ � 

= � 𝑥𝑥 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 𝑑𝑑 � + � 𝑒𝑒 −𝑓𝑓

−𝑔𝑔 ℎ � 

= 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� + 𝜎𝜎 ��𝑒𝑒 𝑓𝑓

𝑔𝑔 ℎ�� 

= 𝜎𝜎(𝑥𝑥) + 𝜎𝜎(𝑦𝑦). 

b)  𝜎𝜎(𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑦) = 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∙ �

𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ�� 

= 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥𝑒𝑒 + 𝑏𝑏𝑔𝑔 𝑥𝑥𝑓𝑓 + 𝑏𝑏ℎ
𝑐𝑐𝑒𝑒 + 𝑑𝑑𝑔𝑔 𝑐𝑐𝑓𝑓 + 𝑑𝑑ℎ�� 

= � 𝑥𝑥𝑒𝑒 + 𝑏𝑏𝑔𝑔 −(𝑥𝑥𝑓𝑓 + 𝑏𝑏ℎ)
−(𝑐𝑐𝑒𝑒 + 𝑑𝑑𝑔𝑔) 𝑐𝑐𝑓𝑓 + 𝑑𝑑ℎ � 

= � 𝑥𝑥𝑒𝑒 + 𝑏𝑏𝑔𝑔 −𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑏𝑏ℎ
−𝑐𝑐𝑒𝑒 − 𝑑𝑑𝑔𝑔 𝑐𝑐𝑓𝑓 + 𝑑𝑑ℎ � 
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= � 𝑥𝑥 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 𝑑𝑑 � ∙ � 𝑒𝑒 −𝑓𝑓

−𝑔𝑔 ℎ � 

= 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� ∙ 𝜎𝜎 ��

𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ�� 

= 𝜎𝜎(𝑥𝑥) ∙ 𝜎𝜎(𝑦𝑦). 

Jadi diperoleh bahwa 𝜎𝜎 merupakan homomorfisma. Karena 𝜎𝜎 merupakan 

homomorfisma gelanggang dan memetakan 𝑀𝑀(ℝ)
2×2 ke dirinya sendiri, maka 𝜎𝜎 

adalah endomorfisma gelanggang. 

 

2.5 Gelanggang Polinom Miring 

Gelanggang polinom miring merupakan salah satu contoh gelanggang 

nonkomutatif yang diperkenalkan pertama kali oleh Ore (1933). Pada sub bab ini 

akan diberikan beberapa definisi dan konsep terkait dengan gelanggang polinom 

miring. 

 

Definisi 2.9 

Misal 𝑅𝑅 adalah sebuah gelanggang dengan elemen satuan dan 𝜎𝜎 

merupakan endormorfisma gelanggang, maka pemetaan 𝛿𝛿:𝑅𝑅 → 𝑅𝑅 disebut 

sebagai 𝜎𝜎-derivatif dari 𝑅𝑅 jika untuk semua 𝑥𝑥, 𝑏𝑏 ∈ 𝑅𝑅 memenuhi 

a) 𝛿𝛿(𝑥𝑥 + 𝑏𝑏) = 𝛿𝛿(𝑥𝑥) + 𝛿𝛿(𝑏𝑏), 

b) 𝛿𝛿(𝑥𝑥𝑏𝑏) = 𝜎𝜎(𝑥𝑥)𝛿𝛿(𝑏𝑏) + 𝛿𝛿(𝑥𝑥)𝑏𝑏. (Farahat & Al-Bogamy, 2021) 

 

Contoh 2.3 

Himpunan semua matriks berukuran 2 × 2 dengan elemen bilangan riil 𝑀𝑀(ℝ)
2×2 =

��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� 𝑥𝑥, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑 ∈ ℝ� dengan operasi penjumlahan matriks (+) dan perkalian 

matriks (∙) membentuk gelanggang. Diberikan 𝜎𝜎 yang merupakan endormofisma 

gelanggang dan didefinisikan sebagai 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� = � 𝑥𝑥 −𝑏𝑏

−𝑐𝑐 𝑑𝑑 �, untuk setiap 

�𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ 𝑀𝑀(ℝ)

2×2. Misalkan suatu pemeetaan 𝛿𝛿:𝑀𝑀(ℝ)
2×2 → 𝑀𝑀(ℝ)

2×2  yang didefinisikan 

dengan 𝛿𝛿 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� = � 0 −𝑏𝑏

−𝑐𝑐 0 �, untuk setiap �𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ 𝑀𝑀(ℝ)

2×2. Akan ditunjukkan 



  Universitas Hasanuddin 

10 

 

𝛿𝛿 merupakan suatu 𝜎𝜎-derivatif dari 𝑀𝑀(ℝ)
2×2. Ambil sebarang 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑀𝑀(ℝ)

2×2, dengan 

𝑥𝑥 = �𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� dan 𝑦𝑦 = �𝑒𝑒 𝑓𝑓

𝑔𝑔 ℎ�. Perhatikan bahwa 

a) 𝛿𝛿(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) = 𝛿𝛿 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� + �𝑒𝑒 𝑓𝑓

𝑔𝑔 ℎ�� 

= 𝛿𝛿 ��𝑥𝑥 + 𝑒𝑒 𝑏𝑏 + 𝑓𝑓
𝑐𝑐 + 𝑔𝑔 𝑑𝑑 + ℎ�� 

= � 0 −(𝑏𝑏 + 𝑓𝑓)
−(𝑐𝑐 + 𝑔𝑔) 0 � 

= � 0 −𝑏𝑏 − 𝑓𝑓
−𝑐𝑐 − 𝑔𝑔 0 � 

= � 0 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 0 � + � 0 −𝑓𝑓

−𝑔𝑔 0 � 

= 𝛿𝛿 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� + 𝛿𝛿 ��𝑒𝑒 𝑓𝑓

𝑔𝑔 ℎ�� 

= 𝛿𝛿(𝑥𝑥) + 𝛿𝛿(𝑦𝑦). 

b) 𝛿𝛿(𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑦) = 𝛿𝛿 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∙ �

𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ�� 

= 𝛿𝛿 ��𝑥𝑥𝑒𝑒 + 𝑏𝑏𝑔𝑔 𝑥𝑥𝑓𝑓 + 𝑏𝑏ℎ
𝑐𝑐𝑒𝑒 + 𝑑𝑑𝑔𝑔 𝑐𝑐𝑓𝑓 + 𝑑𝑑ℎ�� 

= � 0 −(𝑥𝑥𝑓𝑓 + 𝑏𝑏ℎ)
−(𝑐𝑐𝑒𝑒 + 𝑑𝑑𝑔𝑔) 0 � 

= � 0 −𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑏𝑏ℎ
−𝑐𝑐𝑒𝑒 − 𝑑𝑑𝑔𝑔 0 �. 

𝜎𝜎(𝑥𝑥) ∙ 𝛿𝛿(𝑦𝑦) + 𝛿𝛿(𝑥𝑥) ∙ 𝑦𝑦 = 𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� ∙ 𝛿𝛿 ��

𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ�� + 𝛿𝛿 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏

𝑐𝑐 𝑑𝑑�� ∙ �
𝑒𝑒 𝑓𝑓
𝑔𝑔 ℎ� 

= � 𝑥𝑥 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 𝑑𝑑 � ∙ � 0 −𝑓𝑓

−𝑔𝑔 0 � + � 0 −𝑏𝑏
−𝑐𝑐 0 � ∙ �𝑒𝑒 𝑓𝑓

𝑔𝑔 ℎ� 

= � 𝑏𝑏𝑔𝑔 −𝑥𝑥𝑓𝑓
−𝑑𝑑𝑔𝑔 𝑐𝑐𝑓𝑓 � + �−𝑏𝑏𝑔𝑔 −𝑏𝑏ℎ

−𝑐𝑐𝑒𝑒 −𝑐𝑐𝑓𝑓� 

= � 0 −𝑥𝑥𝑓𝑓 − 𝑏𝑏ℎ
−𝑑𝑑𝑔𝑔 − 𝑐𝑐𝑒𝑒 0 �. 

Sehingga diperoleh bahwa 𝛿𝛿(𝑥𝑥 ∙ 𝑦𝑦) = 𝜎𝜎(𝑥𝑥) ∙ 𝛿𝛿(𝑦𝑦) + 𝛿𝛿(𝑥𝑥) ∙ 𝑦𝑦. Jadi 𝛿𝛿 merupakan 

𝜎𝜎-derivatif pada 𝑀𝑀(ℝ)
2×2. 
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Definisi 2.10 

Misal 𝑅𝑅 adalah sebuah gelanggang dengan elemen satuan 1, 𝜎𝜎 

merupakan endomorfisma gelanggang pada 𝑅𝑅, dan 𝛿𝛿 merupakan 𝜎𝜎-derivatif. 

Gelanggang polinom miring atas 𝑅𝑅 dengan peubah tak diketahui 𝑥𝑥 dinotasikan 

dengan 

𝑅𝑅[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿] = {𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑥𝑥𝑛𝑛−1𝑥𝑥𝑛𝑛−1 + ⋯+ 𝑥𝑥0| 𝑥𝑥𝑖𝑖 ∈ 𝑅𝑅, 0 ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛} 

dan memiliki aturan 𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝜎𝜎(𝑥𝑥)𝑥𝑥 + 𝛿𝛿(𝑥𝑥) untuk setiap 𝑥𝑥 ∈ 𝑅𝑅 (McConnel & 

Robson, 2001). 

 

Contoh 2.4 

Misalkan Gelanggang �𝑀𝑀(ℝ)
2×2, +,∙� di mana 𝑀𝑀(ℝ)

2×2 merupakan himpunan semua 

matriks berukuran 2 × 2 dengan elemen bilangan riil, diberikan 𝜎𝜎 yang 

merupakan endomorfisma gelanggang pada 𝑀𝑀(ℝ)
2×2 yang didefinisikan dengan 

𝜎𝜎 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� = � 𝑥𝑥 −𝑏𝑏

−𝑐𝑐 𝑑𝑑 �, untuk setiap �𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ 𝑀𝑀(ℝ)

2×2. Selanjutnya diberikan 

juga pemetaan 𝛿𝛿 yang merupakan 𝜎𝜎-derivatif dan didefinisikan sebagai 

𝛿𝛿 ��𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑�� = � 0 −𝑏𝑏

−𝑐𝑐 0 �, untuk setiap �𝑥𝑥 𝑏𝑏
𝑐𝑐 𝑑𝑑� ∈ 𝑀𝑀(ℝ)

2×2. Maka gelanggang 𝑀𝑀(ℝ)
2×2 

dengan 𝜎𝜎 dan 𝛿𝛿 membentuk gelanggang polinom miring yang disimbolkan 

dengan 𝑀𝑀(ℝ)
2×2[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿]. Misalkan diambil 𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑔𝑔(𝑥𝑥) ∈ 𝑀𝑀(ℝ)

2×2[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿] dengan 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = �1 2
3 4� 𝑥𝑥

2 dan 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = �1 4
0 1� 𝑥𝑥, akan diperlihatkan bahwa perkalian pada 

𝑀𝑀(ℝ)
2×2[𝑥𝑥;𝜎𝜎, 𝛿𝛿] tidak komutatif. 

𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑥𝑥) = ��1 2
3 4� 𝑥𝑥

2� ��1 4
0 1� 𝑥𝑥� 

= ��1 2
3 4� 𝑥𝑥� �𝑥𝑥 �

1 4
0 1�� 𝑥𝑥 

= ��1 2
3 4� 𝑥𝑥� �𝜎𝜎 ��

1 4
0 1�� 𝑥𝑥 + 𝛿𝛿 ��1 4

0 1��� 𝑥𝑥 

= ��1 2
3 4� 𝑥𝑥� ��

1 −4
0 1 � 𝑥𝑥 + �0 −4

0 0 �� 𝑥𝑥 

= ��1 2
3 4� 𝑥𝑥� ��

1 −4
0 1 � 𝑥𝑥2 + �0 −4

0 0 � 𝑥𝑥� 
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= ��1 2
3 4� 𝑥𝑥� ��

1 −4
0 1 � 𝑥𝑥2� + ��1 2

3 4� 𝑥𝑥� ��
0 −4
0 0 � 𝑥𝑥� 

= �1 2
3 4� �𝑥𝑥 �

1 −4
0 1 �� 𝑥𝑥2 + �1 2

3 4� �𝑥𝑥 �
0 −4
0 0 �� 𝑥𝑥 

= �1 2
3 4� �𝜎𝜎 ��

1 −4
0 1 �� 𝑥𝑥 + 𝛿𝛿 ��1 −4

0 1 ��� 𝑥𝑥2 

+ �1 2
3 4� �𝜎𝜎 ��

0 −4
0 0 �� 𝑥𝑥 + 𝛿𝛿 ��0 −4

0 0 ��� 𝑥𝑥 

= �1 2
3 4� ��

1 4
0 1� 𝑥𝑥 + �0 4

0 0�� 𝑥𝑥
2 + �1 2

3 4� ��
0 4
0 0� 𝑥𝑥 + �0 4

0 0�� 𝑥𝑥 

= ��1 2
3 4� ∙ �

1 4
0 1�� 𝑥𝑥

3 + ��1 2
3 4� ∙ �

0 4
0 0�� 𝑥𝑥

2 

+ ��1 2
3 4� ∙ �

0 4
0 0�� 𝑥𝑥

2 + ��1 2
3 4� ∙ �

0 4
0 0�� 𝑥𝑥 

= �1 6
3 16� 𝑥𝑥

3 + �0 4
0 12� 𝑥𝑥

2 + �0 4
0 12� 𝑥𝑥

2 + �0 4
0 12� 𝑥𝑥 

= �1 6
3 16� 𝑥𝑥

3 + �0 8
0 24� 𝑥𝑥

2 + �0 4
0 12� 𝑥𝑥. 

𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ��1 4
0 1� 𝑥𝑥� ��

1 2
3 4� 𝑥𝑥

2� 

= �1 4
0 1� �𝑥𝑥 �

1 2
3 4�� 𝑥𝑥

2 

= �1 4
0 1� �𝜎𝜎 ��

1 2
3 4�� 𝑥𝑥 + 𝛿𝛿 ��1 2

3 4��� 𝑥𝑥
2 

= �1 4
0 1� ��

1 −2
−3 4 � 𝑥𝑥 + � 0 −2

−3 0 �� 𝑥𝑥2 

= ��1 4
0 1� ∙ �

1 −2
−3 4 �� 𝑥𝑥3 + ��1 4

0 1� ∙ �
0 −2
−3 0 �� 𝑥𝑥2 

= �−11 14
−3 4 � 𝑥𝑥

3 + �−12 −2
−3 0 � 𝑥𝑥2. 

∴ 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≠ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

 

2.6 Barisan 

Pada subbab ini akan dibahas mengenai definisi dari barisan serta 

beberapa operasi pada barisan. 
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Definisi 2.11 

Misal 𝑋𝑋 merupakan suatu himpunan. Barisan dalam 𝑋𝑋 adalah sebuah 

fungsi 𝑥𝑥:𝑁𝑁 → 𝑋𝑋, di mana 𝑁𝑁 = {𝑛𝑛 ∈ ℤ | 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0} untuk suatu 𝑛𝑛0 ∈ ℤ. Dalam kata 

lain barisan adalah sebuah fungsi dengan nilai di dalam 𝑋𝑋 dengan domainnya 

berupa seluruh bilangan bulat dimulai dengan 𝑛𝑛0 (biasanya 𝑛𝑛0 = 0 atau 1). Jika 

𝑥𝑥 merupakan sebuah barisan, maka biasanya tidak dinotasikan dengan 𝑥𝑥(𝑛𝑛) 

melainkan digunakan (𝑥𝑥𝑛𝑛) (Hsu, 2020). 

 

Jika 𝑋𝑋 = ℝ yaitu himpunan seluruh bilangan riil dan 𝑥𝑥:𝑁𝑁 → ℝ, maka 

barisan (𝑥𝑥𝑛𝑛) merupakan barisan bilangan riil. 

 

Definisi 2.12 

Barisan berhingga merupakan barisan yang memiliki domain yang 

berhingga.. Sedangkan jika suatu barisan memiliki domain yang tidak berhingga 

maka barisan tersebut disebut dengan barisan tak hingga (Warner, 2012). 

 

Definisi 2.13 

Jumlah barisan (𝑥𝑥𝑛𝑛) dan (𝑏𝑏𝑛𝑛) adalah sebuah barisan (𝑘𝑘𝑛𝑛) yang 

didefinisikan sebagai 𝑘𝑘𝑛𝑛 = 𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛 untuk semua 𝑛𝑛 ∈ ℤ≥0 dan ditulis dengan 

(𝑘𝑘𝑛𝑛) = (𝑥𝑥𝑛𝑛 + 𝑏𝑏𝑛𝑛) (Anderson & Hall, 2012). 

 

Contoh 2.5 

Misalkan diberikan dua barisan berhingga (2,4,6,8,10) dan (0,1,1,2,3), maka 

(2, 4, 6, 8, 10) + (0, 1, 1, 2, 3) = (2 + 0,4 + 1,6 + 1,8 + 2,10 + 3) 

= (2,5,7,10,13). 

 

Definisi 2.14 

Hasil kali Cauchy dari dua barisan (𝑥𝑥𝑛𝑛) dan (𝑏𝑏𝑛𝑛) didefinisikan sebagai 

(𝑥𝑥𝑛𝑛) ∗ (𝑏𝑏𝑛𝑛) = (𝑐𝑐𝑛𝑛) di mana 𝑐𝑐𝑛𝑛 = ∑ 𝑥𝑥𝑑𝑑𝑏𝑏𝑛𝑛−𝑑𝑑𝑛𝑛
𝑑𝑑=0  dengan 𝑛𝑛 ≥ 0 (Falcó & Grosse-

Erdmann, 2020). 
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Contoh 2.6 

Misalkan diberikan dua barisan berhingga (𝑥𝑥0,𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3,𝑥𝑥4) = (2,4,6,8,10) dan 

(𝑏𝑏0, 𝑏𝑏1,𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3, 𝑏𝑏4) = (0,1,1,2,3), maka 

(𝑥𝑥0,𝑥𝑥1,𝑥𝑥2,𝑥𝑥3,𝑥𝑥4) ∗ (𝑏𝑏0, 𝑏𝑏1, 𝑏𝑏2, 𝑏𝑏3, 𝑏𝑏4) = �𝑥𝑥0𝑏𝑏0,�𝑥𝑥𝑑𝑑𝑏𝑏1−𝑑𝑑,
1

𝑑𝑑=0

 �𝑥𝑥𝑑𝑑𝑏𝑏2−𝑑𝑑,
2

𝑑𝑑=0

 

�𝑥𝑥𝑑𝑑𝑏𝑏3−𝑑𝑑,�𝑥𝑥𝑑𝑑𝑏𝑏4−𝑑𝑑

4

𝑑𝑑=0

3

𝑑𝑑=0

� 

= (𝑥𝑥0𝑏𝑏0,𝑥𝑥0𝑏𝑏1 + 𝑥𝑥1𝑏𝑏0,𝑥𝑥0𝑏𝑏2 + 𝑥𝑥1𝑏𝑏1

+ 𝑥𝑥2𝑏𝑏0,  𝑥𝑥0𝑏𝑏3 + 𝑥𝑥1𝑏𝑏2 + 𝑥𝑥2𝑏𝑏1

+ 𝑥𝑥3𝑏𝑏0,𝑥𝑥0𝑏𝑏4+𝑥𝑥1𝑏𝑏3 + 𝑥𝑥2𝑏𝑏2 + 𝑥𝑥3𝑏𝑏1

+ 𝑥𝑥4𝑏𝑏0) 

= (2(0), 2(1) + 4(0), 2(1) + 4(1)

+ 6(0), 2(2) + 4(1) + 6(1)

+ 8(0), 2(3)+4(2) + 6(1) + 8(1)

+ 10(0)� 

= (0, 2, 6, 14, 28). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


